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des  deiix' ezpressioos    ;' 

8  convergeant  ind^fininient   vers  z^ro«   que  dans  le  cas  particulier 
oü  la  valeur  numerique  de  l'exposant  (i  est  uti  norobre  eotier. 

JNota.  C'eat  preci8äm.^nt  ä  cause  d'un  pareil  inconv^nient  que 
'".  '.'  '  M.  Caücby  s'est  trouve  oblFg^  ä  rejeter  le  projet  [de 
ij)  ■"  •  '  jj  JL^ainarle  et'd*autres].'  d'adopter  pöur J^  celui  des 
arcs  satisifajsants  a  Ti^quation  (4)  qui  se'bbuye  eoiq« 
pris  eiitre  0  et  (ezclusive)  27r,  on,  eo  d'äutres  termes, 
farc  non-B^gätif  qui»  ^taot  moindre  h  '^tit,  äatlsfait  h 
V4qn.  cit^e  *).  En  effet,  teile  d^termination  de  ^  eiü' 
trainerait  ävidemiheot  legraveinconT^ntentqueläquantiM 

ne  devteudraft  pas^  limite  comiiinnö  dieä  denx'^^l^essieiui 
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e  convergeant  ind^finiment  vers  z^ro^  que  dans  le  cas 
particuliärde  f^xposant  fAiium^iqirem^tit entlet;  atteadu 
qtt*en  veftu  de  eette  ddtcfitniDatioü  de  'd'/ 

lim  (A + ßV^)f*  serait  =  J^  ou  ja  Jf^e^f^^T^,  ■. 

suivapt  que  la  convergence  de  ß  vers  z^ro  se  ferait 

du  cftt^  des  quanüMs  positives  oü  de  celui  des  quant. 

negatives«  j       , 

Au  contraire»  au  moyen  de  ma  dötermiuation  de,  i^  4if dfwsjDf. 

mentionnöe,  on  ^vite  tout  d'un  coup  les  deux  incoinv<fnients  actaet 

lement  Indlqüra,  ö'u,  en  d'autres  ti^rni^^'^n  vertu  cli^  ccitte  d^lMr* 

mination  de  ^»  la<:quantit^ 

ponr  des  valeurs  positives,  aussi  bien  que  pour  des  valeurs.n^gat^. 
tives  äe  tc,  devient  limitie  eommune  des  deux  expressions 
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•  dries,  iosdrde  dans  le  Journal  de  M.  LipnviUe  f^  XlrXtff^)»  e|t„ 
de  Taatre  e^td,  la  Note  de  M.  Caachy,  citde  an  dessn«,  cor  le  deve- 
loppement  dea  fonctionaete.  i 
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jrgence    de  or  vers   zero  se  fera  da  cÖM  des 
U  de  ceJTii  des  qunntit^s  n^gativts. 


Dans  tel  ^tat  des  cboses,  et  depiiis  que  je  m'etais  assure 
qn'en  effet  it  n'esisle  pas  de  feile  delertnination  de  -&,  ea  vertu 
de  laquelle  la  fonction  (o  +  (3V  — 1)",  quelle  valeur  reelle  nu  mgine 
positive  qu'on  ait  atltibuee  ä  l'exposant  ^,  resterait  continue  pour 
t«ts  les  systemes  possibles  de  valeurs  des  a  et  ^,  mais  qu'au 
contraire,  quelle  que  soit  la  delermination  adoptee  pour  &,  et  meme 
que  l'exposaDt  ft  soit  posilif  (nutre  que  nombre  eiitier),  la  Todc* 
tion  dout  il  s'agit,  sera  u^cessairement  discontiriue  ou  pour  ^=0 
(ai  Ton  adopte  la  ddlerminalion  de  M.  Lamarle  ou  mäme  teile 
'de  M.  Oauchy),  ou  pour  tt=:0  (si  l'on  adopte  la  mieniie),  ou  pour 
quelque  autre  valeur  de  ^  ou  de  u,  Don-seulemenf  it  me  sem- 
blaÜ  Ävident  qu'tl  Taudrait  s'arr^ter  par  prrif^rernre  ä  l'une  de^ 
troi^  determinations  ci  dessus  mentionn^es,  en  vertu  desquelles 
la  discontinuite  Tilt  placee  ä  l'une  des  valeurs  limttes  k^O, 
^=0,  roais  de  plu.s  je  croyais  qu'en  chuisissant  entre  ces  trois-Iä, 
on  ne  poiirrait  mieux  servir  a  l'analyse  qu'en  se  decidant  exclu- 
siveiuent  pour  la  d^lermination  que  j'avais  proposee  tiioi-m^me» 
attendu  qu'en  vertu  de  calle-d  la  quantit^  rrequemmeot 
reelle  s^  deviendrait  Mmite  commune  des  deux  {ß  +  cV^V, 
tandis  que  par  les  deux  autres  l'on  n'obliendrait  qu'une  quantit^ 
le  plus  souvent  imaginaire  (^  >^-l)."  pour  limite  commune 
des  dem  (+s  +  ^  V  — 1  )*".  C'est  cette  möme  opinion  que  j'avais 
«nsuite  soin  d'enoncer  non-seulement  dans  un  „postscriptum" 
ä  nti  arlicle  insere  dans  TArchiv  der  Mathematik  und  Pby- 
sik  de  M.  Grunert  Tb.  IX.  (1847),  articie  netant  en  effet  que 
la  traduction   en  Latin    de  mon  memoire  de  1645  ci- dessus  men- 


^  -,    E.\e.  BjerliHff;    Des  pitistaaces 

ßannä,  et  dont  j'avais  l'howienr.  de  präsenter  eitsuite  un  exem- 
plaire  ä  M.  Cauchy,  mais  aussi  dans  les  premiAres  l'ignes  da 
midinoWe  de  10t  F*»rier  1847;  et  de  plns  j»  roe'preitüs  eoeore  la 
libertö  d'exprimer,  dans  Tun  et  lantTO  lieu,  Teep^rMice  de  ce  que 
M.  Cauchy,  apres  avoir  reflcchi  niärenient  sur  les  motifs  all^ 
giies,  ßnirait  par  adopter  lui-möme  la  determitiation  que  j'avaio 
pi*{)Oääef  —  Ce  me  fut  donc  eu  v^rite  auriireiiant  d.«  reBContrer, 
il  y  a  peu  de  jours,  dans  deux  des  pages  (253  et  25^)  des  quatTQ 
cahiers  derniercment  piiblies  des  Exercices  d'unalyse  et  de 
physique  mathera.  de  M.  Cauchy,  T.  IV.  (pag.  105-264)»). 
l'OiVßptipsqiBeTit  d^cisif  de  ce  (juc  lillusfrc  auteur,  quoiqu'  aya^t 
pris  connaissance  de  mon  projet  de  la  determination  de  9,  et^tl 
'  approuvant  Us  deaominations,  proposees  par  moi,  de  puissaace 
princ.iipaHo  et  de  IvRarithme  priscipal,  avaÜ  ji^e  a  propoe 
de  s'arreler  ä  sa  propre  d^terminatton  ci-dessns  mentionn^.  II 
n'a  prü  potnt.  josqu'ici  **),  ä  ce  que  je  saie,  Ia  pe'me  de  motiTcr 
cette  decisiga  que  par  ces  mots  seuW,  qu'il  a  eu  sob  d'ajout«! 
immedjatemerjt,  apres  ravertiesement  dout  il  s'agit:  „II  en  reaul- 


■)  II  est  ä  |iro|iii6  da  rcmar<iiier  ici  que ,  d'apr^B  In  parnle  du  Mbr^rq, 
eili  f^hiera,  ijiioiqii'  »ynot  dea  -eiivcla|)pt8  aig-neei  do  1817  (il  y  a  licn  de 
snp'ptisPT,'  en  elfet,  qao  l'edilcur  cn  nvnit  fait  linjirimer  ü  l'aTant  un 
nontllte'^oniidtrable,  piinr  en  a»nir  en  t^serve},  n'Biiront  ele  publtj^ 
i(H«  daiM  le  nOiirant  de  Tanirie  ^nmie  18M.  Anss)  Vnn  Bp|irend,  par  IM 
cnmple«  rsndna  riea  wubdcci  rte  l'Aenil.  den  ariences  de  Pa-^ 
tia,  t|ua  c'val  dona  la  aennce  du  3.  Sopl.  1819  qiie  M,  Cniioliy  n  ni«a> 
tionn«  pQur  la  praniäce  foi)  In  mntierc  qiii  fnil  l'nbjet  des  äe^x  airliclea, 
ina^r''«  dein»  lea  driii  pretiiicTH  de«  rahiera  dont  il  s'ngit,  „JM^noi««' 
snr  lea  qiiantiUa  |;<!onie[riqiie>"  et  „Uelhnd  t)  nunvell«  f  nn« 
tar«i)uliiti<in  dea  eijnalioua  alg-ebriquea",  et  qu'U  a  indt^wSl 
cn  la  S  iiicntiiinnant,  qii'alorg  iiii'ine  il  avuit  atiua  la  presse  one  „Kola" 
uffranl;  unc  snrtc  de  rÜKiinie  des  iravaux  fnita  par  tui-meme  ot  par  4'ait^ 
Er^  sur  ectto  maliere.  En  toCme  tcmps  il  a  comiiiuniqua  Buaai  un  tßr 
tralt  de  rette  mfnie  Nnte  qui  a'arnurd  prcaqu'  cxactemcDt  aveu  lea  deni 
aitioles  que  je  viena  de  nnminer,  et  qiii  en  niitre  indiqiie  en  peu  de 
mota  Ib  contenu  de  l'artide  (in.i^r^  dan*  le  ß'^nf  dca  tn^uiea  ctililera) 
,.Sar  In  quantitc  •r^uiuettlqiii)  /  =  !„,     nt     sui    la    rediictlon 

ä 
d,'nB,e    qnnnt.    jceomettiqne    qiieIo»nque    4  U   forme   I  +  irf.-* 
^e«  BTliclea  du  4'^'"' caliiera  scmbteiit  d'älrc  d'une  dute  t-ncure  plus  (arde< 

*')  IfH  nouvolle  (lieorie  de  M,  Cauch;  pnur  les  fonctiona  dont  II 
a'agU  ici,  n'uaC  paa  imJkuienl  leriuiuee  par  Ic*  qiiatre  cahieia  ci-dc 
meDtioniii'Hi ,  dont  au 'Contraire  |e  dcniiqr  sa  Jlnil  i  mm  £d  in  leine*!  avant 
l'cnoncc  d'uri  ioleresaant  thioTcme  faiaant  lo  rcaultat  du  rabonmmcnt 
pfuc  lequel  «Q  flpit  le  ca)tic[. 


F 


I 


principales  et  des  iogarilhrntt  prthClpaux.  7 

t«fns|ite    le«    j»g«ri(bnkes   prtncifiaui   de  kleox  qUätiti- 

MA  eenjngn^fls  bet»ti  t    «iic«re  deuxquBnlUe«   co«jui 

'   guäes"  (pag.353),  et  „il  en  resüttena.  qn'^n  4HiaMt  dbax 

I  qaantit^e  conjugiiees  a  des  {luissances    indiquees  par 

I  des    exposants  conjugues,    od  abtiendra   encore,    ponr 

pUL8sances  principalea,  des  (juanl.  codJHguees"  (p-äSÖ). 

—  Cepeiidant,  il  ya  une  modijicalion  essentielle  <]ue  Ton  y  trouve 

appertee  par  W.  Caucliy  ä  sa  diitermiiiatio»  de  d  precedemiuent 

Bwnmee.     Bit  effet,  caDim«  il  est  iiidi4|ue  plus  haut.   AL  Cauchy 

xvait  kdopte  precedemmeiit  -|- n  et  (eiclusive)  ~»  pourlimites 

it  #■     lUais  ä  present  il  a  jage  a  propos  de  c^appritner  ici  le  mot 

„BXciusi  ve",  adoplant  ailisi.en  effet,  poicr  d^finition  de  \(ct  f  ^V^ — I) 

1  ({loUr  abr^ger)  de  \{x),  la  suivante; 

J  l(ai)  =  l(p)  +  *V"^i, 
.jk  )  '9  etalit,  panni  Ica  arcs  satis falsa nts  a  l'equa- 

V  tion  (4)  ci-dessus,  telul  qid  ne  spTpasse  pas 
1  les  limites  4;  jt, 

n  est  evident  qu'en  vertu  de  cette  delerminution  de  ■&,  l'ei- 
pression  \{x)  n'aura  qu'un^  ^edlc  et  d^terniinee  valeur  ponr  dia:- 
abtf  vaTen?  de  x  (outre  qiie  x~^,  si  Ton  excepte  sCnlement  1e 
ÖS  oü  ;r  est  une  qiiantite  negative  =:— A,  auquel  cas  repoodent' 
«n  ^ertu  die  oette  dt-Gnition  (&) ,  les  dem  valeurs  distinetes         .  ^ 

p)  l(-^)-l(^)  +  :iV^. 

"I  VA  eomme,  en  effet,  ces  denx  valeurs  equivaleui  pr^Iseihent 

mx   deux   llmtles    meines    vers   lei^quelles    lea    denx  erpreseions 

l(— jj  J;eV — 1)  convergeut,  d'aprt^s  la  signilicatlon  donnie  par  la 

de'ünitjoti  (6),    tandis    que  t  s'apprnche  indeliiiimeiit  vers  zero;    il 

«n  est  evident  qu'eti  cffel,   par  cette  mani^re  d'erivisager  les  cho- 

"auchy  a  iioii-seulemeiit  en  genera!  attribu^  ä  l'expres- 

LsioD  K — A)  deux  valeurs  distinctes,    savoir   les  deui  valeurs  (7), 

Itnais  en  «utre  ptecine  que  de  ces  deux  valeurs  la  superieure  seniie 

|>oii    l'inferieure    seule  sera  censee  valeur  unlque   de  cette  espres- 

I  l( — A)    dans  chaque   caicul    particulier  oii  eile    entre  comme 

I  Jimite  dune    fonctinn  imaginaire    de  la  forme   l( — A  +  ^V — 1)  oü 

l.le  coelBcient  ß  coiiverge  iiideliniment  vers  7.ito,  suivant  que  cfttte 

1  toHvergence  de  ß  Vers  zern    se   fera  du    ciite  des  quantit^S  pftsi- 

ltlir«8  au  de  oelui  deä  quantUes  negatives*). 


r*-..-                    .     • . 

1  iiuiuüte  d 

10.  l'«t.|l«r,.„Sur 

^WM».,4«i-«a!tMiD'i>  Arcsiox.  e 

I    AlSCOK^- 

,  Li'avsii  Bi'A<B  trMu^ 

(10)  J,l(«fi?0=l((l)4^i  ,,      ,.       . 

il  ß'eo  trouve  avoir  assujeti,  efl  dffet,  )aii(Aatioii  (— 1)^  ou  V^— 1  **) 


>,     .':     ;!' 


jet  principal  de  cette  coromupication.  En  m'apercevaot  qae  M. 
Cauchy  ayant  pris  connaissalibe^  d^  raisons  en  vertu  desqu^ms 
W  «l^»«l<?f^^f^»9bttK^.^,^4Wwr  W* rrf^te*wi«tioifl  de^  ci-i|«»: 

4tflitbe,r^jla.  sj^n^^;  X^v^c  l^l^f^l^  ^09dificafiiH)#:-«;iC^[J^  rviefi^ 

dlD4iqNWFnf)^9^fW?^>-»pn-^^<N^  4'a^<ju)Pse|dw.;liffVtfl^  A:Ä 
je  ne  put  naturellement  m'emp^cher  d'entrer  eii  d^fiance  de  idod 

pf^QJpt.  .ffj» .  ne^  pp^yalfSf.  pais,  qod  plu.^,,.df^savqiier  rimporf^nce  f^p 
rargumAAt  P'Q^J.  1^  l^y?^^™.^..  4®  Äf.  Cauclly  qui  se  .trpuve^  ipdi« 
qu^  paf  ,teS(:aejtsx,-propösitibu8«  pli^s  baut,  des  lQg.i^rif1ini,es 

priBeiaaux  et  des  puissaiices  principalfes  des  quantites  conju- 
gti^es^  prppqsitions  qui  ne  peiivent  ^tre  generalemeDt  ädmtseSjr 
daQfs  ie  systt^me  qui  sie  fonde  en  lii.on  projet,  pour  des  quantites 
rfoDt  ia'^artje  reefte  est  negative***).  L'hnportance  de  rärgumeiit 
dont  il.'s^'agit  se.falt  mieuz  seiiilr,  si  l*on  observe  quil  se  trouve  . 
ep  effet  iotiin^mejpLt  lie^  avec  cet.  aufrie  argumeq^  ppur  Ip  prpjet 
de  M.  .Cauchy  qu'en  vertu  4^  ce  Systeme  la  discontinuit^  (qu'en 
effef^on  hö  peüt'^Viter  nullement  n?  par  Tun  ni  par  Tatttre  d^£i 

**>  fe!xerV/d''AiiAl.  et  de  PAy«.  niatlri^tti;  T.  IV.  pag.  S!^öt  255i. 
<*):iMa.  i^ttg,  25T.  '  ,  »    :  i 

«y«y  Aind  p^  ex,,  <^it  Teirta  de  mon  projet,  Tob  aurait 
"*'"""'•       0"  et 'B>o«hif^;rÄtaiitlbffiödale) 


limite  entre  les  valenrs  reelles  et  le&.valears  imagi- 
»a1«ek'  A«ia  (s^fcf  jäf),  W/iAU  qn'es  aoyen.^e;  moH'IMJJef,^ 
fixe  leur  disCDotinuit^  ä  la  valtur  «^0,  elles  demeuTjewent,  pvfi^ 
ännes  dans  le  passage  de  la  variable  x  du  räel  k  l'imaginaire*). 
Mais  il  v-it^vffdetiTArtapt 'UDf  'tnaiif^  d«  prftc^füer,  ä  ^aii^,de 
laqnelle  on  -sera  eoadfif/  II  ne  se  ptut'  pas  pliis  gi^lement  et 
(lln*9teiiiffnj^.| i  ja  so|utioo  tt^cifivp  dfi,,|a.que?,tion.^^pnt  \\  »'agit 
Pp.'-'fi)jr*ti.,.aiii  )fteu  de.«<»«>s|d^Icer  jes  de»j;K  f|o»ctiofl^  jjj0ii|t„i|:,»'a^ 
tont  (faboM  ctaps  lenr  plus  gräifde  gän^raflte,  ^u'on  ae  G|i>qtei)te 
d'operer  äu  premter  atiord  Stir  le  <^is^aTticut1|Br  je  jjas'snnplel 
la  fonction  rnrnie  \''^r+li£,,et^  en  y  oraet'lapt  tou^  .<;flDsifliÖfi^7 
ons  gvoinctriqves  (ou  Uigo^oiu^tri.^i^esJ,  qa'on.tf«  pr(ipof|^,de,;(^<f(:^ 
eher  directemerit  qu«lle  que  soit.t'exprjesfii.Dij  (|^  l^.j^ifi^t^ti^ 
,de  a  et  de  i)  pureiaeat  Slgebrjqne  tra'il  «ojxyi^^ae  f /jffipj;^ 
seiiter    par    cctte   notalion,  .^  cliercfaant  aoof,    eq,^e^l^|r  j)^ 

l'ezpreseioa  algeürii^ue  cles.riMÜBe^.de  r^qqa^ODi       ,,.  ^.^, 

x>=a-f-6j,  ^a  et  6  quantit^  r^lec), 
Ten  trODTera,  w»  moliuivt^  l'oq  ou^bt  d[,flM>r}.  Ip  -ga»  de  6=0k< ' 


<■)  Ainai  p>  es.,  an  mojen  de  roon  prajot,  y'2  deraenrerait  fonctinp 
(MialinHc  de  X,  tuidla  qne  X  aait  reelle,  m^me  pour  2=0,  oa  qn'eu  verta 
de  Ini,  V"^^  n'«  qii'OBo  nniqntt'T^leu*,  non  iii«iiM.,q«i;.,.;V'-4  tUe-mime, 
et  de  pla*  toatea  lea  dtom-conTergentfaveG  A  iadMiiimeDt  ver«  lero;  — • 
mai«  Don  pa«  ainsi  mUeineiit  d'aprei  le  prnjet  de  H.  Caiiehy,  td  qa'en 
Terln  de  lai,  ^^-^  a  deux  Taleara  distlnctel  (ä  lavair,.  i^^Ä.f)  pour 
cliaqilB  Talinr  posItSTfi  de  A. 

**)  En  effet,  poui  tronver  lee  qnantitM  reelle*  U  et  e  proprea  i  *^ 
rifler  r^qaation 

(K+tf)'  =  «+W.   (*  D"elant  paa  =0J, 
an  a'anm  ^videmnient  qn'A  reaoudre  c'e  ayatime  d'eqqatiifn« 
i  u*—t>*=a. 


li  E.  €.  BJöriing:  Des  püisiäneei 
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Kmeht  ätL  tä^äHme  »b=:OV<  8o\\  qiie  rbn'  f  enttki '  -f  1  oh  ^1 

par  I&;i^atat|pa  7ySA*h'  ^1  s'eosoit-  inteeMairenient  qu»..r(in.^|iri%f 

«fto-jlotti-dä^/''--'-'    '■''■'  •■■  ■■       ■■'■■■    ^     '=  ■=••■■>■-•   .''^-    >.'t^ 


. .    \  .  ^'.1 


1»-»  •!•  ,,  a 


■(•    f 


'Celä  pb^ö/pöiif  ^^ddet  «i  l4qiielle,  des  deux  iBXpr^sisio.bs -däh3 
te  öeditnd  tis^itibk'4  il  ooiitUUne  ^'aflfribueir  la  potatipii'.  Wtfi^ulU're 


Vii  +  6£  el.  en  mtoe  temps^  la  denomination  de  1^  racine  car 
ree  principale  de  a  Hr  ftif,  il  sutBra  d'observer  que  dans  cet  eg|ar4 
öUf  D'e&it  oh\tg(A  )^T  hB  pärtie^ .  pr^c^dientes  de  i'abaWse  qu'ä  y- 
cboisir  Celle  .diBÄ*deii|:  eiptessions  dootlt  cTagit  qul/dafisle  cüs 
MkV '^^t^^t  M^O;  'aest  une  ^tianm^poi^itlve  J^  s^  ri^iiürAi  ^ 
Bn  effei/  coiiiitf^'frtoy  a  (^Ticleipme^t  qiie  la.  s'üp^rieore  seiile  jqiil 
satUfikit'äkelt«  fcoilditibn^  Tool  eil  est  cohduit^deciäivemebf'ä  adöp- 
ter«  pour  tous  l€is  das,'  cötte  dönDition:  "      '       "'' 


n"i  j    'io 


et  il  est  elair'^äa'örrt  eq  a  attHbn«^  äila  notätion  V  c:+  6i  une  valeur 
unique,  finie  et  determiD^e,  pour  chaque  Systeme  de  valeurs  de^ 
a  et  6,  exceptö  to  oair  ah,  6  ötant  =0/ tt  ^i'ufie  quantitä  näga- 


d^on  Tieot 

1 »  .■ 


w    ■      •  /       i\ 


V     2   • 


1 '         ■  /  I  <  • 

c.  k  d.  le  second  iperobre  de  (II)« 

*)'Va  qne  le  raisonnemcnt  dans  la  note  qu*on  Tient  de  lire,  appli" 
quiö  k  r^qaation  2^=a,  doune.  ÖTidemment 


il     •        •'   « 


%=ij^ya  on  ±V— Ä./, 

suWant  que  a  soit  positif  oo  nögatif. 

**)  Adjoindre  ici  de  mots  d'explieation  de  ce  qne  PÖn  aura  ä  en'ten- 

dre  par  la  notation    — ^  dans  le  cjbs  particnlier  ^=0,  ce  ne  serait  que 

superflu,  vu  qne  Ton  sait  d^jä,  des  parties  precedente»  4e  'Fanalyse,  que 
cette  notation,  dans  le  cas  dont  il  s/agit,  njest  capable  que  des  deux 
▼alenrs  4:^9  et  qne,  de  plus;  on  aura  danc^.ce  cas  toui>^äffait  le  mdme 

r^snltat,  soit  qoe  Ton  j  reniplace  —^-^  par  l'une  ou  par  Taiitre,  ou  mdme 
par  les  deux  :tl  4  la  fois. 


prfndpatei  et  de»  logartthmei  prtnclpmix. 

tive  ~'A,  mais  quelle  aura,  daiiscecas,  les  deux  valenrs  distinc- 
tes  ^yA.i.  De  plus,  comme  en  etTet  ces  dem  valeurs-lä  Uni- 
valent pr^cisement  aux  deux  limites  m^mes  vers  lesquelles  coo- 
vergera  1e  eecond  tnembre  de  la  formule  (13),  tandis  qae,  a  etant 
Dne  quantite  negative,  b  s'approcb«  indeGnimetil  de  zriro  du  cöt^ 
des  quantites  positives  ou  de  celui  des  quantit^s  negatives,  il  en 
'est  evident  que  par  cetfe  d^ßnition  (l'J)  on  a  cffectivenent' adoptä 
la  Convention  de  ce  que  la  noiation  V  —  A  sera  censee  capable, 
en  generali  de  denr  faleurs  dislinctes,  «avoir  ^V-^-'i  niai»  de 
plus  que  de  ces  deux  valeura,  en  definitive,  la  snpericure  seule 
ou  rinferieure  seule  sera  cenaee  valeur  uuique  de  cette  expreaston 
V— ^  3ans  chaque  caicul  oü  etle  entre  comnie  liraite  d'une  foDc- 
tioH  iniaginaire  de  la  forme  V — A  +  bi  dont  le  (roellücieiit  de  i 
C9»verge  indeünimeiit  vers  ztiro,  suivaiit  que  cette  convergeoce 
Vers  zero  se  fera  du  cötä  des  quant.  positives  ou  de  celui  des 
qoant  negatives*).  Ainsi  p.  ex-,  en  vertu  de  cette  d^tinition,  la 
Dotation  V  —  I  sera  capable,  en  general,  des  deux  valeurs  jhi; 
mais,  dans  chaque  caicul  oü  eile  entrera  comme  limite  A'Mb  fohc- 
tion  int^ginaire  de  la  Tonue  V  —  1  -|-  hi  dont  le  coefficient  b  con- 
verge  indelininient  vers  iito,  l'on  devra  cenaer,  en  definitive, 

(13) 


suivani  que  ceiie  couvergeiice  vers  zero  se  lera  au  c< 
positives  ou  de  celui  des  quant.  negatives. 

Uaintenant,  passoos  ä  la  notation  plus  generale 

(14)  V^M^,  ou(«  +  60".  ,    .,„„ 

[n  destgnant  un  nombre  etitier  quelconque  >  1].  ,„ 

En  observant  d'abord  qu'une  quantite  qaelconqne  a-\-bi  dont  DD. 
aura  designä  le  module  V  n'+ö*  par  la  lettre  r,  peut  £tre  reprj- 
eentöe  par 

r{cos(+isinO, 

t  (rargum«nt)  designant  un  arc  reel,  quelqn'on  aura  bien  voidu 
a'y  choisir  dans  l'irifinit^  de  ceux  qui  v^riGeat  les  deux  conditious 

(IS) 
et  que,  |iar  suile,  o 


V^=±i. 


rcosf^o,   rs'mt^^i 
aura  Constamment 


*)  11  cit  aisü  de  reconnallrc  I'Bnaliigie  rcmarqnable  de  cells  ifefini- 
tion  et  de  cellea  des  niitnltana  \tcs\nx  et  hrcrtmX,  dnnnries,  cnnraie  il 
Mt  dit  plus  haut,   dam  mon  niemoire  du  10.  F^vrier  IStr.  " '       '>ii'<<'"j' 


L 


l-\l 


-  • » •  ■  I . 


'♦^<19)  '•  /^ .  -41^^«  +  Äi-.=  (Kl)>"'V*»i(«taJir|-r4«i*^);,    :  .  .i-.^'  :j  . 

a?)        ,  .i  ,(axh==cos^dbisiii=^,         . :  , '  , 

H    si<    !■•  j«  •    Ijl'  '  ■  ö    •    ^ .      •  ^     ■  li:  .•  •     ■     '•'.  ;■  ■.••■•;ii   •I'/i" 

■<':A)    in!  *«-;™  ■       .■•■»:'<  •  ..•■  ^    ■  .  .-;;.  .'•.•,. 

cl  , :!:»;;;; iiiibcy : poug  ahg<$g«r ,; ■  rexpresaloH. ;änalytfytc. yk  T^nfamD^ 

tftfhtf Hilft <'^ reofiiiiiqirenr. «bobisttnit  pattiin« >läBvffiy«»eatiyiMilhäi^:<» 

de  iajf)^wfllfl,^§),  ime,  3^lft|^  ..tequ^llil  H  cpnvJien<i«  4'^aJNrUw^, 
par  pr^föreoce,  la notation  (14)  et  ia d^Domination  deracine  prin- 
cipale^  Ton  nest  obligä,  daniai  cet  ^gdrd,  par  les  parties  pc^^ 
deotes  de.  üaqaly^e  qu'ä  y  choisir  celie  qui ,  en  ätant  sa  definitioa 
de  la  forme 


I  •• ' 


(18)  Vc+Äi  =  Vr .  (cos  -  +  i  sin  -), 

remplira^  quant  ä  l'areümedt  ^«  nob-se'ulement  les  denx  condttum» 
g^iiöraleslfl«^,ttWte;''di6«plas,       ^^  • '  '    '    -I 


sm-  =  0, 

I,    a 
\     ■•  '•.  -      C         (C.i.) 


siiii^|it.,qiie  j^  sott  positive  ea  o^ntive.. .   .         ,      .,.  ..  ,    i  { 

.  ,]^  effeti,  cpmme^  eQ>vertud0.ca9)>.qvQeUesque  sotioot  tea'dwx 
quantit^s  röeHfUiOf  .et  j^j  Tarev^^de'  la.  ra«ine  leo  .qiiefeti6ii{  jüiin» 


piinclpafn  tt  des  loparttttinn  prtnt/päiix.  It» 

dela  pro|iri^ä  ()'ar»lr  (km*  iii«itie  od  aic  dont  le  cnsinuB  nie 
9*ra  jiimiti»  H^gntir,  et  ijne.  de  plo«.  ton«  leaar^a  t  <|ui  sobI 
propMs  ä  T^rlfier  let'  dciis  contÜttops  (grn^taleg  (13),  iie  cliSet«at 
«Mtre  eüi  ntnii^tquenicnt  quo  fwr  nne  oii'  plu«j«i7rs  cireonf^rcneee 
enti^rc»  Cin),  fon  en  est  conduit  «riifrainent  k  adopler  pmir  & 
«elui  d»  csB  aroB  I  qui  tiofi-Beule[iienfriM<  siiTpass«  pM  nanwrkjiie- 
Dient  2x,  tnuis  paa  in^nie  tc*),  par  con^equeiit  cetui,  «n  (facÄni- 
tive,  qui,  en  reinpllssant  \es  deux  Londilions  genera- 
les  (15),  sera  compris  entre  n  et  —n  (inclusiveni  enl). 

C'est  preciBemont  par  ces  dernier»  niola ,  et  sane  qu'il  y  aura 
faesoin  ä  present  de  proc^der  plus  Iniii  dans  le  raisonnement,  que 
Vot^jet  principal  de  celte  coinmuukcation  s«  Irauv«  dii£ni.  Eneffet, 
de  raüote  que  i'uvaU«.  auUefois  eiiuuci;  pnbliquement,  comrae  il 
Kßi  dlt  pliu  Iiant,  lopiniori  ^ue  .va>'ais  a\nie  da  la  prät^eoce  de 
i^a  determinaliim  de  9  eur  cellc  de  U.  (,'au,ctiy)  en  indiiviaiit  e« 
n^We  teAk{^  Les  molirs  de  cette  opinii^ii,  yai  voulu  aujgurd'hui 
nnii-sculement  —  ce  qu'il  y  a^ail  de  inon  devoir  —  uvciuer<  sincere- 
ment,  que  des  ä  presont  je  suis  d'accord  entierement  avec  M. 
Caucfay  de  ce  qu'il  bot  adftptcr,  en  d^finil^Qi^  sa.  d«V)i£re  d^ler- 
f  mination  de  9  (ä  savoir,  celle  qiii  n'exciue  pas  ni  l'uae  n'i  lautre 
des  limiles  +jc),  mala  eiicore  indiquer  brievement  —  comme  je 
Tai  fi^it  «i-dessua —  la  maniere,  presqu'ä  reloiiDemenl  simple**), 
an  moyen  de  laquelle  je  mc  suis  enfin  trouv^  mis  a  l'abfi  de  loute 
ambiguite  daos  ce  point-lä,  et  de  laquelle  certai  nein  enl  taut  autre 
^ne  mei  qui  s'ttitereose  pnur  la  paTtie  de  l'analyse  dont  *H  fi'agit 
se  troirrera  conduit  directemeiit  au  in«me  tiut.  De  plus  tl  eet 
rirident  de  ce  qui  a  ^te  dit  au  dessus  que  l'aveu  diint  je  vlent  de 
tne  drigager,  iinplique  necessairement  cet  autre  que  j'ai  reconnu, 
iDoianesi.  avec  M.  Cauchy  la  n«cessit<^  de  n'emplnyer  plus  le 
^gne  V  — 1  dana  la  d^ßnifion  d'expression  imaglnaire  ou 
(pouT  faire  u^age  de  ta  denominatifin  propos^e  par  moi)  de  qtian- 
lit*  aualytique  en  gen^ral.  An  reste,  ä  ce  que  j'espere,  j'au- 
rai  ToccaBion  bientdt  de  presenter  ä  rAcad^uiie  une  expnsitioii 
plus  compl^te,   et  fond^e  sur  les  principes  indiques  superGcielle- 


•)  II  eil  evident  de  ccia  qii'eü  ~£1R:1  on  ae  jionrra ,  lana  Tioler  la  de- 
flnilioD  (12),  Hda|iter  pour  d-litnllei  ni  Celles  de  M.  Lamarle  et  d'aa- 
Irei  (0  et  2n),   ni  Celles  [irnpoic-ei  pur  moi  Duparavant  (— ^n  J. 

**)  Que  jusqu'i  ce  jour  perionne  (Ji  ce  que  Je  aaU),  ni  mime  M. 
Ciuchj.  n'a  Jamals  mia  fi  pruGt  celle  maniäre  trea-iimple.  v'cat  qu'on 
ne  peoi  asiez  adiiiirer.  eu  ^^nrd  4  ce  qn'il  y  a  d'liaiiDrdeiix  de  tra*BitleF 
«Bf  l'ödilico  d'un  fij'Bieme  sEientifique  aTant  qu'nn  n'ail  eu  aoin  d'y  jeter 
liien  tei  fundemcnt. 
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E.  6.  .BJdrUmtz  D»  ißMi$$atuu  ßtiittpties  etc. 


nent  aojojiird'hiil ,  de  1a  th^mrie  dte  piissaiitM'  prioei^ales  ^i  d^ 
bgaridiniea  princlpamt^  wahs  qull  y  ataura  bdsokl  d'absmdoniner.  en- 
ti^MÜlbnt,  «oniüie  l'ä  fait-  derni^Ömeat  M.  C^ücrhy^)^  Ja;  tMorie 
jii8i|«*id  addpt^  d«»  quanüt^a  analytigues  et  de  la  remplacer.par 
nn  ayaten^/ jusqu'ä  b  ddBominatkHi  m4ne  »quantit^  g6aim6-> 
4rique^S:  eoti^ememt  nevveaii.  et  baa^  aur  dea  principe^  püre- 
iieiif  g^mdtriquesi .  > 


.-.  / 


■  f;  .  ••  : 


•,  >i 


■:  I  ■ 


■  f « 


if 


;  '' P'o«tk>;tfpfi)Yn.'  It  est  i^  propöa  d'anoönc^  id  d^  ce  qa*en 
'ÄjFef'j'ai  eu'l'ociräaibrt  plus  fard  de  faire  rexposition,.  mentioniK^ 
tf-dössos^  de  la  thöori^  des  paissances  priocipales  et  d^  loigaritb- 
ibes  ffrSnci^ädx  datis  nti  memoire  »»Sar  .  les  fonettöiia  Ü^  et 
Iiibg'^(;r)^' pr^sentd  k  TAciEidömie  de^  Sciences  jde  StocUiolm -däns 
te- iiiör  de  Joiii  1852.  • 

•'>^  ^edt^tis  (ert  Sti^dd)  !e  li.rt^ 


....      .    ■    •..  .         ■  <   :   '• 
M    ■...:•      -   .,.;■  .'     -■■■ .  :• 

..{ .j  »J     ;5     .'  —  ■  ;  .  •  ■  i 


•  I  •  • 


i'  ■ . 


E.    G:    BjSrlihg. 


T-^ 


,♦)  YoUrile«  cahi^tf  refeeuiiiient  pttbli^  (doni  J^  yiens  de  parjevici- 
dA««)ü)  dM  ClKerc.!«««*  d'aaalyse  et  de  ph^aique  mathimiilpqiie 
4^  M.,€aaGhy,., 


r  ■■ 


»V  ■'    ...••■■ 


■ . 


:'■  i  ~» 


( 1 


...       .  ...  ..  ,,j     .,..       .    . 

I '  •  •  ... 


I  I . 


>  I    .     . 


'  .1  I    •  I 


:  ::   •;  .  I  > 


.     f 


.      •        ■  ' 


,:■:    )  :  mWü 


•■  .     t 


■v  / 


•\  •.  •■ 


.1  :     _  .    ■ 


'      A^    J--   .    r  •■•-,» 


•  ■  '  •  •  - 


■ 

*  * 

.     .     .;    •■  ..'■.!  •: ;    .-.i   n  '■•\ 

'                              1 

•    ■     •.          .   ■    .1     .  ...       .: 

:■  •    ;'^"»ij';7    ■'•:  '1  :iij-'.  •: 

• 

II;  - 

•  «       •   v.  •- 

Sf^i&cfde' 'bo#  la. '  k'^ohition    algöln-itracf   de   ceirtdiqes 
.^i^    espqcQSrdfeqttations  d'un  degre  quelconquej     - 

.     .  ..•  ,      ■      par  .  .  •  .       .       ' 


•'Monsieur  De/ JB/G.Äjir/my,":       :^,'     ri', 

'  '' /*  - ''  'fiector,  llf^tnbre  de  TAcAd:-  des  sciennes  de  Stockholm 

■■'    .'-'•■ '•■■•ii-- '   -'i'-'-    ^'-Westerifl  ön-S'u^de.  ■■■■  ''-"''' 

.1.  .•  ..<|iii' •■  -:  ,  ■(  •»•.  .  '.         .1.  "i..i''       ;.»t 

(Extrait  de  i'iliper9a.dQ8  Traq8action»;4e  V kc^A,  di^jlisiqien^;^^ 
4e  Stockholm,   Söance  du'il.  F!^vr.  1852.)  , 

Par  hasard  il  m'ärifiva^y  ii  y  a  qiTeliqües  jours ,  de  me  redkbn- 
^9N?>4'iivjoir  yui  aatrefoiSj  daos  1' Archiv  der  M.%t|i.ein;  Mnd 
Physik  deM.  GruDert(Th.l.p.254),ravertissementd'ane!ii«f^tb8de 
nouveiiepour  resoudre  alg^briquement  lesequations  du  S'*^*^  d^grö» 
ezpos^e  dans  un  article  intituT^  „Neue  Auflösung  der  cübi- 
scfaen  Gleichungen,  ye.P;|Ierrn  4*  Cjockle  (Aus jC«^bi:iflge 
mathem.  Journal  No.  XII.  frei  fibersetzt  von  dem  Herausgeber).^* 
Od  peut  comprendre  ais^ment  l*id^e  de  cette  methode  au  moyen 
des  fignes  suivantes:"    *  .;;'  '  l» 

1)  Les  coefBciens  de  l'^qrtation 

rempiissan^t  l^ico^dition  3a(C=:6^,,  sl  ton  tcanspose  d'^bord.ie  .tei'j(9^ 
üfl  et,  puisquon  aura  multiplie  les  termes  de  Täquation  nouvelle 
par  Zaby  que  Ton  y  ajoute  aux  d^ux  -  membres  le  terme  a^x^f  on 
n'aora  qu'ä  resoudre  l'dquation  .    .     r 

a(oa-36)a:3=(aa:  +  6)3r  ••  '  ''^  '"  ^'r;<iiM; 

on,  ce  qui  revient  au  m^me,  l'^^uatioa  binome 
Theil  XXL  2 


a(a«-3Ä)  =  (a  +  ^»; 

et  2)  toutes  les  fois  que  les  coefficiens  de  l^^quation  propos^e  dc 
remplissent  pas  la  dite  condition»  alors  il  ne  faudra  qne  d'y  poser 

pour  la  r^duire  ä  une  equation  en^y,  du  3^^«  d^grä«  dont  les 
coefficiens  y^rifieront  la  condition  mentionD^e,  ponrvu  que  Ton  y 
adopte  pour  z  Tune  ou  l'autre  dßf  racines  d'une  certaine  äquatioii 
du  2»^"»«  d^grö. 

,,  ..jDela  ätaot,  ii  m'a  uitäressä  de  cherchBr  quell^  soii;  I(^^proM- 
sition  gdhärale  dont  la  präcädente  1)  ne  forme  qu'un  corollaire 
pour  to^  ^äi  ^rliculier  de  T^quailon  du  d<^^^,  d^r^;  atitant  plus 
que  de  prime  abord  je  m'^tais.  apergu  de  ee  qu'en  effet  cette  igaö- 
thode  de  r^solution  ne  dopend  pas  nuUeinent  du  coefficient  de  ia 
plus  haute  puissasce  deJr,  M  'que,,  |)ar  coos^quent,  eile  feralt 
connaitre,  ä  la  feis  les  racines  d*una^uation  du  m^^'^^  !^^&^  ^oüt 
les  coefficiens  sont  propres  ä  väriSer  de  certaines  conditions,  et 
Celles  d'une  Equation  du  (m — ly^me  d^gre  dont  les  coefficiens  rem- 
pliss^t  les  mömes  conditionä.    Kn  Vöici  le  rösultät'l  - 

1)  Pour  trouver  les  racines  d'une  Equation  quekonque  de  la 
forme  suivante: 


-t, 


idoilt  les 'öbbfttdeAd  n,  ^,  1;^  V^tit  pä^^  ttc 0  «tcpetkn >  v^rifi^flft 

■>i^  ■;•    ''-/^i    '■         .'",.■;     ,      ■     ■  '....■:    '■,       ;      .:.;■..  •        ■:'■.••:■•^J 

ItW  flUk^riE'^ttte  tfe  f^^udre  r^Kqikatibtt 

■  .'  I•;•'•»■^■<•;,.l'..•  ■         ."     ■;.  (     .    -  ■     ■    .     ■  *ij    .   "       .,.  •         ■    •  .:    .  i:t:::.:iii 

(1/)  j       -c  +  i^  c»— 3c6d[ 


j 


3 


I 

.  I    .  ■       f  •  - 


» 

Et  comme,  en  eflf^,  e^tte  ^r^osltimi  sabsiste  encore  dans 
le  cas  oü  d  soit  =0,  Ton  en  peut  conclure  imm^diateme^t  qua 
I^Äiöclfa^d.Öfe  totrtö-^^ttoh'  toinJ)J(^tfte  dtt  SJ«*»*  d«gr*      '     '  _'• 

•.'1j».",'»i'  Mli  •■<■  1.^  .•  .)  ■  (■  '',  'X  I  •        *'    t 

lu-    /■  '•* ,  '  ■ur*'.  .."    ...*  0^a  +  bx+cx%  .:  ;=  .'•  ..t*. 

dont  tous  les  coefficiens  v^rifient  la  condition  (a)/  poiirrbni  etrie 
puis^es  de  la  formulo:  . 

I.'"  '    ?-.-'(i  T 


/ 


de  cerMnet  t9p^ce$  ^S^tiOHms  tPmn^diffr^  ^ueifän^kigi        19 

poarva  que  Ton  y  fait  £3  n^(kriA|enter  l'utoe  apr^s  l'autre  des  denx 

racines  cubiques  imaginairesv.d«  Tuhit^.  i 

.    •.  f 

2)  PoiiT  trouver  les  racioes  U'ane^^^quation  qoelconque  d^ia 

fonne  sulvante:  ^  \ 

/••'^'     .   ' 

doDt  les  coefficiens  a,  b^  c,  d,  n*ötant  pas  =0  aucan^    vöfifient 
les  deux  conditions 

V 


.'      .1  .  ••!  "     i.-   ii,    ,      ,  f  K_ 

'  ,       -rf+Wrf*-|d»ce 


X 


r 


Et  comme,  en  effet,  cette  proposilton  subsiste  encore  dans 
le  casoü  e  soit  ==0»  Tpn  ep  peut  cpDclurß  inimödiatement.que 
les  raaoes  fle  toot^  ^quaiion  complete  du  3^^^  degrej,  de  la 
forme  (1) ,  doot  tous  les  coäfficiens  verifient» .  non  plus  ia  cpndi- 
tion  (a),  mais  les  deux  conditions  (ß)*),  pourront  ißtre  puti^d^s  de 
la  formule 

<  1        3rf>  -: 

1  t:     ;       !'■••■    i>  -.  ^  :    i:    \  '.    '•  "  W     '    .■  -  "    •       '     ■■  •  ■  •      •      ' 

povmiique.ron  ifi  faitic^  ^repri^seoter  successWnnänt  tootte  les 
racines  4«^«*  de  l'unitä,  k  I'exception  de  la  seule  +1. 

3)  Pour' lfOtti^i;..ie#  rftcined  d'uae  equatioB  quelcoiique  de  ia 
fpnne  suivapte : 

dont  les  coeffici^ns  a,  b,....e,  n'^tant  pas  =:0  aucun,  verifienttes 
trois  conditioqs 

■   1      ,     .  J  ■   .      ; ,:      ^     ,    .  '    .     .     •         \  "       ■      '  .         '  I     •         .         .  ■  ■       . 

■'  '■;■■..-■■.'>'»         ■         ••  .  .  "i  .  '■     .■   .•,■.  ^  .  •'■; ,  I  . 

^)  £n  effet,  de  ces  deiix  condition«  (^)  on  tirp,  ponr  fa  ^e^atipa  de», 

coeffioiens  tf,  ^^  C,   non  plus  la  furmule  (a),    mais  au  Heu  ceite  autre: 

2* 


2Q         BiO.^BJ^rling^y Methode  paar  iar^saHiÜpn  iUgHtri^e 
ne  laudra  que  de  ~  räsonare  1  ^quation 


H.  i 


«"*=*/  "^^ 


■  >  T 


^^  ^~"7-TT— (—• 

Et  comme,  en  effet,  cettet  PTpposkioi^.fivb^iste  .etic6ire;daoSi 
le  cas  oü  f  soit  =0,  l'on  en  peut  coiiclure  immediatement  que 
Ics  racines  de  toute  equation  ^ompl^te  du  4<*^fn«  dägre,  de  la 
forme  (2)^  dont  tous  ijßs  coefficiöiifi  verifient^  non  plus  les  condi- 
tions  (/?),    mais  les  trois  conditions  {y)*)y   pburront  ^tre  puistfes 


de  la  formule 


• . 


pqüiryu'qäe  Ton  y  fai^'^s^yöpr^sentei!  siicdesä(vemen^  toqtes  les' 
raisines  5««^«  de  funife,  ä  Vexceptiöb '  dfe'ia  M\^  4^1.      ; 

^j  .]Jiai|iteii|anIt^  TOlci  la  proposition.  ,    . 

Thäor^me*!. 

Pour  trouver  les  racines  d'une  equation  quelcon- 
qnb  -fle; 'la .  forme  suivanile  (7»  d^signant  un  inombre 
entier):     .-.   .    ■yr\.  i.i  » );  :'•!•;■.,::  «:  .*»<I»;!i 


,•1,  •  t- 


.'■:;•' 


dont  les  coefficieris  ctq,  ai,....am  (quel  que  soit  le^oer 
ficient  Om+i),  n^^iA^^t  p4ä  =5r0  äu^ciiB^  Tär4fient  les  (m-^^) 
conditions  . 


r   r 


'*')  En  effet,  de  ces  trois  conditions  (y)  on  tire,  poar  la  relation  de« 
coefficiens  £f,  j^,  f ,  et  pour  celle  des  coefficiens  ^,  a,  C^  non  pliis  les 
foriiiäii$s^(/^),  mäls  au  Heu  les  dear  üniTBtttes :    '     '  ' 


•VX-;i». 


■    1 


4» 4M*rtM*  tvice» ^i^mMmtituit, digriqtultmniu. \      21 


(A) 


ilne  faudra  que  de  rösoudre  räqaation 


f    -t 


m 


(F)       ^.=  ^ 


I  —  Ow+W    a"*^*  — 2(1+— )o'"    ^Cfm-iCfw+i 

■■  "        m  .  II*      m 


I    ■■■ 


el  JLia  dämonstratiöo  sera  donnäe  ä  rinstant.  Mais  cependant  il 
I  Mt  esMl^i«!  de  remarqu^r  lci,'«n  paltsant,  que.eette  proposition 
/  sabsistaDt,  en  effet,  encore  pour  le  cas  de  Om^i^^O,  oo.  ön  tifera 

I  imou^diateiiieot  cett^iavtr^V    =- 

Theoreme    2. 


l  ..,  , 


1)  Les  racines  de  toute  äquation  cotnp'lete  du  m^^^ 

■  J     V.-.- 

(II)     :  ■  '    ::  !.  (h3iio*f«ia?+<i2a:®+..iw+«maf»»,  ' 

dont  tons  les  coefficiens  v'^riffetit  les  (m — T)  condiiti- 
ons  (A),  pourront  etre  puis^es  de  la  formuie 

poaryu  que  ron  y  fait  Sm+i  repräsenter  successivement 
toutes  les  racines  (m-fiy^"*^«  de  Tunitö^  ä  Texception 
de  la  seule  -f  1.    De  plus 

2)  pour  trouver  les  racines  d'une  equation  quel- 
conque,  de  1^  forme  (ll),  dont  les  coefficiens  Oq»  Oi,  .... 
....  üm-i  (que.l  que  soit  le  coeff.  am),  n'ötant  pas  =0  au- 
eun,  verifient  les  (m  — 2)  conditions 


*)  A  savoir,  le  coefficient  binomial,   commc  k  l'ordinaire. 
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(B) 


am-H|  0»^  -  -ir^— V;»i—  1 


m— 1    ^ 
«m-1  4» 


V 


(Wr,.% 


1^  V^^i  *--V ' 


rl  ne  faudra  que  de  r^Boii<Ire  l*^quation' 


» .  •    • 


1       —  ««-1  + 

an-  5= 


;«  :  ^ 


Om—^Om 


$ ' 


t«  'i'Lai'ddnfoiistratloti  du   tfa^ptoie-  1.  p««!  ätre*  fefniM^  aiM 
qif'lfisoit:- ^    .^  ■-;.-■    '■•      ■-■  ■  '  ''=-.-'•    •      riX-    /  .     -j.^i  •'■■■';'-' 
Au  lien  de  Täquation  (I)  ou,   ee  qai  ref^ieiit  au  mdmey  A<&^Ui 
suivaDte 


t  ■  t 


m— 1 
fii 


on  obtiendra,  en  moltipliant  par  fia^  ^m-i  ^^^^  deux  coeffi6tei6is 
n'^tant  pas  =0,.m  riiojm.  1-atttre)  et  ^  pjoutaAl  auz  deux  mem- 
br^ .  (»^    a?^ ,  >  la  nouvell^  eqjuation 


.,«■»,  > 


.  I  -■■>  f  ■ 


i. 


I  > 


■i '  ■■/. 


f       ( 


«.     <  ■ 


•      r 


.    f. 


'   .       1 


^  /^<ir«|fA(^,|t(^^  d^4.9H^^!mmetx     %. 


8  f 


•  » 


<  ;  « 


i'.    /l'Mll    irr. 


!   \'.\ 


»•l-  ! 
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J'-.l 


f      f" 
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+  • 
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It 


-.'»ii;'    '"ä?,   --jrtHh'J-Mi      /ij;.      f 


3 
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II 
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■n> 
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V        » 


'f -■  :.>^ 


'  -  \ 


.  —  , 


o 
a 

OB 
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II 

r  JP    ■ 

II  "'^ 


'  .    'S    / 


SlK) 

f 

's 
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I  • 
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!   -i!»    •.■■:';i:  ,. 
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\ 


+ 

1^ 


I 


+ 
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t 
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J 

I 


» .  . 
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,n 


C0 


0. 


+ 


» 


? 
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II 
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r 


3 


3 


f    3 


1 1 


ou  bien  k  -T  6 

m+i  1    m-1  m:^"'"^     - 

c.  äcL.  ä  r^qoation  (I')  elle-möme,    toutes   les  fbis  que  les  coefB- 
cieB6  Oq,  ai,....am  satisfassent  aox  conditions  suivantes: 


2  \i»+i  "  - 


|! 


m-1  /2  Y 


c.  ä  jl.  aox  conditions  (A)  elies-m^mes,  mentionni^es  dans  le  th^o- 
r^nUB'  1^  et  que,  par  consäquent,  ancun  de  ces  IDoefBoiens  ne  ^it 
pasHssO  (tm  qu'en-  verttt,  de  ce.qui  a  4t^  dit  au  dessqs,  les  deQZ 
eoef^ciens  iäm  etfim~i  o'y  8ont=0,3^i  Tidi  ni  i'autre).         --^  *^-^ 

-'  C.  Q.  F.  D;     i  ^  i 

**  ■".        •  •  ■•  ..  ""  " 

Nota  1.  Que  les  coefficiens.  Oo»  Oi,.... Om-i  de  f^quation  Ql) 
ne  penvent  piais  sat&faire  a  la  fois  aux  conditions  ^) 
et  aux  conditions  (A^^  c'estqui  est  evident  de  ce  qu-^ 
eliminänt  Om  entre .  les  deux.  premieres  des  conditions 
i^),  on:.en  titera  larelatipn  r  -  - :- 


I' — . 


r?-     3  /       2  \«  f 


^ui  s*oppose  i^videm^ent  ä  lapremiäre  des  conditions  (B). 

Nota  2.  1)  Dans  le  cjis  oü  les  coeMciens  «o»  flu  —  öm  d'une 
äquation  proposee  compl^te  (II)  du  m<^^  degre  ne 
sont  propres  ä  satisfaire  aux  (m  —  1)  conditions  (A), 
mais  quau  Heu  ses  coefBciens  om,  am-i9....ao  rem- 
plissent  les  conditions  analoeues  qu'on  obtient  en  rem- 
pla^ant,  dans  les  formnies  (A), 

respectivement  par 


de  ceruoiim  espece^  WApßaüim  itun  (kffr(  qu^l^att^at^        % 

'•'•■•  i  *  .11..  '1  j  i  *.. 


am»  Om— 1 


>  •• 


«1»    Oo» 


les  racines  de-cette  öquation  proposäe  seront  donnees 
ävidemmeDt  par  la  formule 

moo,  ,. 

a:=2;^(€m4.i  — 1). 

Et  2)  pareillement,  dans  le  cas  oü  les  coefficiens 
Oq»  ^$  ••••  Om-i  d'uoe  ^quation  proposee  de  la  forme  (II) 
ne  sont  pas  tellement  ooinposös  qu'ils»  n'ätant  pas  =0 
aucoD,  satisfassent  äax  (m— 2)  conditions  (B),  mala 
qu*au  liea  9es  coeffici^ps  Om»  Om— i»  ••••  «i»  n'^taot 
pas  =0  airciiDj  rempliabent'  les  coYiditiQO^  analogues 
qu'dB  oUi^t  eil  resipla^nt,  dans  Jes  formales  (B), 


^0«   fi>  ••••  ö«i— i 


respeic^ir^meiit ,  paqr. 


,.  { 


Omy  .0«— 1 


f  •  •  •  • 


«i« 


les  racines  de  cette  ^qüation  proposäe  seront  donnöes 
övidemment  par  la  formale 


i,;..-- 


>•  .  .-1 " 


!.' 


,--«,+c«. 


■•.■'■■■'■%m>-  ■  ■  \  j- ■■■■'.•■ 


1  »1        .       »• 


1    •  ■■ 


.'  ..        I 


■.■t".< 


«    ;        •   .  H  •• 


.1 


,  » 


1  I   •     j« 


I  :• 


*     t 


'.'.•■'        ' »     ;'      i 


•  ■ 


>      '  >  I   • 


"..».;.     I 


.  \ 


I     : 


;•:        ......     I..V,       .uM 

■■"     •■':•»'    *;,■  ■.  >'      ■:•..-..■   i.'  j      ':i. }••.■■  «■">    •■)!  ,•■••;!•    '.  '.•■  -..i    ,-•}• 

t  I  - . 

I 

'  •■  'i  >-  •■   -  ■"      :     ■••■■      '  .  ii..':    ,i.; -n.-'j..^;      ;   I  { 

•    •    •  •.:    :  '  '  *•••  :■•?•  '  ■/  :■;  ■^:....    ,»-.  v:    •  i,   ,     >    .  ;. 

Monsieur  Dr^  J?.  6i  9j9rtitij,\ 

Lector,   meaiBre  de  l'^üftd.  Am  sciences  de  Stockholm 

■•■  'i  '  '      '    '•:;■:.     .:  Hirn  «-m/m 


1.  Pas  comme  q[uelqo«\:€hose  d^;  q^uveao,  seolemenf  pour 
contribuer,  tant's<^it  peU,  ft  appöffet^^plA^  Äei  rigueur  aux  raison- 
nements  et  aux  r^sultats  dans  1%  throne  des  integrales ,  soit  dö- 
finies  soit  indöfinies,  quil  m6 '^öTt  permis  de  publier  les  consid^. 
rations  suivantes  sur  Fintö^rale  en  question,  ä  propos  d'un  ar- 
tiele  iusöre,  ii  n'y  alongtemps,  dans  cet  Archiv  Th.  XII.  (p.  409 
et  suivs.) 

L'auteur  de  Farticle  mentionnö,   en  se  rapportant  i  la  g4n6' 
ralitö  pr^tendue  de  la  formule 


•^   ,Wf%     i\  ^ 


.        .    ='T7^ — -  arc(cos=  -7 ^+C,  (r  positiO, 

fut  amenö,  en  vertu  d'eiie,  au  rösultat  suivant: 

p^mn dx 2mgg 

^'  ^  a  +  b  cosa?  +  csin  j?  ^  V^^^*— c** 

0 

(m  designant  an  nombre  entier  quelconque),  et  particulidreroent, 
dans  les  termes  de  cet  auteur,  ä  „la  formule  connue*' 

i_   P^''  d^ar 1 

^^^  27t^       a-f  6cosa:-f  csino;      y"a«— jslZc«* 


^'  ^^f{^h*f!»i'yr''^*'*^^'^  ^' 


tont  611  y  Bni^ptys9mA-iKfi^i^f^-c^'i-P^m^ieta»,cwßi^am^^ 

cj       «,+ fr  P9s^  +  c  sin  JR        ■ 

-  €epeodatit'  on  ik'apfe^t^oit  a&ilitientV  'tton^^sailettiefat' 1)  ^di^  1«»' 
dem  fonnnies  (ß)  et  (y)  sont  inexacfe9''|)f<ytir  le  ca^'-'ä^-d'  tt<^g|tilt}Q' 
si  toutefois  on  entend  p^r  .le  i|igDe  V^.,  <y)inme  k  TordiDaire,  la 
i;acine  carr^e  fffßihkt^e,  maHt  ^n<jftiFe^.  oae  la^«rmule  de  po^- 
misse  (a)  ne  sufisUte  en  eftel  qae  dahs  le  cas  oü  la  variable  y 
seit  comprise  entre  des  limites  telles  que  les  deux  a-f)«tt09y  ei 
siny  soient  des  quantit^s  d^..iii6me  signe,  ^i  toutefois  on  se  tient 
ä  l'usage  ordinaire  fj'entendre»  par  lanotatiott.arc(eos=a?),  nn/arc 
compris  entre  les  limites  O^t  n*),   et  que 5'  de  plus^   3)  dans  le 

cas  de  a  num^riquenvfnt  '<  Vtf'+tJ^i    iü"  f^idtir  -  g^'^rWle^  de 
Tint^graie  dans  la  formule  (S)  ne  peut  pas  dtre  z^ro. 

Poor  savoir  ce  qu'il  y  a-  de'Wät  3ans  ce  sujet,   il  saffira>   ce 
me  semble.  de  ee«  quelques  lignes  suivantes.         '» 

2.    Afin  de  troiTFer  la  valeur  de  Piutögrale 


w        :^;i(;/atf^):fri!-"'0. 


en  supposant  qu'il  ne  s'agit  point  de  valeurs  de  x  telles  que 
a-f  reoso?  seit  =0»  nous  posöbs  d'äbörd' ' 

cos  a; = y,.  qa  ei^tdt  or  ^  aw  cos  y, 

d*oü  il  esfi;  d^ir  aue,    ponr  comm^ncer^    nous  ne  considörons  ici 
que  des  y4leMr94d^ '^  »comprises  entre  0  et  9r>  d'ou  vien^ 

(2)"     ,'••    •■•     ■-       Uyir^'MI^.rfr,    ■'■'' 
ou  mtoie 


:t 


*)  Qa'en  effet  rautenr  de  Tarticle  qu'on  vient  de  nommer,  ne  sc 
tient  pas  &  cette  döfinition  du  sens  de  la  notatiön  arc(co8=^),  et  '^*ait 
contraire  il  se  contente  d*y  fixer,  ä  l'exemple  des  ancien«,  la  notatiön 
plns  Tag^e  d'nn  qaelcuiiquc  desarca  dÄnt  le  cosinus  est  =:r, 
c'est  ce  que  Ton  peut  Yoir  assez  clairement  dans  rarti^cle  mentionne 
(pag.  410).  Of  lliest  bien  conn4>ai>tue|ieiReiit  a  qtieUes  suites  ^traages 
on  peut  s'exposer  par  de  teile  indiff^rence.  II  en  est  d'analogue  ä  dirc 
da  sens  de  la  notatiön  V  dans  le  meüre  artiele,      -  /■= 
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aii'intdp6-iaiidi8'>i)iie  3r  en'tOBidr  «era  <HxiiiMqaeJMi«Bti<:l/  et>(nr< 
consöqnent  on  aura  ♦         m/.v.'^:  '  :i;.  .       .iw,;;  ,.  .:  •  v  'i 


.  /  -. 


(4)  «to        ^      ^A.        «^^, 

ousbim» .  61-  Vp^  po^e«  .ponf  HTö^iur«  l^expressiop  dans  4)e  jseeond 

m^fobsf)  i.^me  ratipnii^le»  .:,       ::  .  s  :!;*       •!•  ' 

t 

./K\    .  ^4/L^     4/1— COS a? _.   .  o; 


<7)  J  H+^r^^ii^^  ^  .^/,«-r  "'^^^^"V  -^1^+^' 


suivant  que  «  soit  po8itif,Qji^,p^gat|fc  , , ,  ,,,,,,.    .,      :;,^  .,,;,..  j  ,, 


'>. '  ' •  ■  -S)-  --ft»-  *tfaiif  •<  yai.      ■  •  ^«^ " 


(8) 


t    > 


i.il't 


»/>     : » 


r — a  .   x^  * 


^''^  =  2-7fep'^V'^—      -^   +<^' 


et  efifin 


if    *  >*  f * 


•» 


1  /    )   t     .         .»".-.  •■**■.•     ■       <  •«•••■  1  ;.• 


(9) 


n  3):  aS^taitt  =sr«, 

dx  1     ä?    '  1      X 

— j^ — f   ■■   tes  *•  tjBp  «r  +  C,  OU  **  COts-  +  <?, 


suivant  que  a  soit  =r  o|i:c;i-.T-r*       ;       >     „*    ,.        .    .    ,h 


Qvte,  tontefois,,  en  s^fl^tf  ji^f^.forfnules  (7%  (8/)  et  (9)  sobsis- 
tent  encore  dans  le  cas  m^me 

7C  %  ^  %  Z7Ü 

(snppose»  comme  ir.  vTenc  d  etre  dit^  qu  il  ne  s  agit  pomt  de  va- 
l^rs^,f!ea;JiJ.ll^^.^e.^^+rcof;^^^ 

de  s'assvirer  in  observanl  1)  qae,  dans  ce  cas,  ies  seconds  meni- 
bres  des  formules  (2),  (3),  (4),  (6)  seront  affect^s  de  ^igfi^'cony 
fnure  ä  celui  dans  le  cas^  prc^c^dent»  ainsi  qu'en  vertu  de  cela 
aassi  Ies  seconds  iiieiiib^''de[^-'fbrihiiles  t^)  et  (8),  mais  quau 
contraire  ceux  des  formules.,  (7'^  et  (8'^  y  auront  encore  le  m^me 
su^e.  i]ue   dans  le  cas  pi^cädei^,i  v^  que  d^ns  le^nouvisau  jc^ 

dönt  Ü  s'ägiti ':~  ■  ,      .  \ 

•*        -— -•■  .;  ,  ^    ■":        .   r       'S"  ~=   ^  .    ■•.■.■•y\\  V.      \ 

''  ^'^  V  1  +  ^s^'  ^^*  =-tang  2  > 

2)  que,  du  reste,  il  estais^de  vertier  Hnmädiatement  la  formule  (9) 
pour  le  c^  m^me  dont  il  $'agit. 

Maintei^nt,  pour  ce  qui  concerne  Tint^grale  (1)  prise  enlre 
dis  llmites  ttoittt^eö- •  ötl'  j^cut  ^r^  tfe  B8  qd'Vletat  ff^tre 'Üt'^lefe' 
consequences  suivantes:  .       ,     .  , 

{   V.     -i  1)    a«  ^tant  >r2, 

l   -       •■*.?■.  j 

et,  par  suifbj  i»-HVcosa;..n,'^tant  pas  jainais  =:=0;  on  aiira^,, 

saivant  que  a  sera  positifQu  negatit,  -  „    ^-i  V 


dx 


zM4-rco8x' 


et,  par  consäquent, 

/^^         dx            .         2:7r 
a-frcosor         Vo* r* 


suivant  q«b  '^'  iexaj  J^os^t^f  ^pii^^^gfetlf.   ^  !; ,        ,^  ^ 


I   ^    tn-l 


•)  Faisant,  cn  <cffet,  • -^-«'n. 

V  _       ' 


l  .  .:  .: 


vsitifs)  e  et  ii  ieonverffent  ind^fiäiniint 


tandi«  qne  Ies  (pvsitifs)  t  et  i^  ieonvergent  ind^fiiinidnt'if^s  zero. 


...    '     >  .       i    ;    t  I'.  A  , 


et,  par  soite>  a-frcoso?  o'ätAnt  pas  =0  tant  qae  1),  a  6t«at  po- 
|?'fet^k.''ef'<|iie»;'a  Ütänt  'i.^gaiin'''a}  iera  BtartiS'Wir'^  fet  ^,' 

''f':->.j     ;•!   Ti.r  .    i    )    1::,,.      ,    \t     .    '  7  y^w^'ö'^  !'•<•'   •'"'    '••••      '/'iJi;;'..-; 


_   /*a^         dx       * 
a  valeur  principale  de  I  integrale^^ 


2  ._     -    •»-  -         ■       ■         -     ■ 


3?r 

t/         o+rcosar 

7t 


'■■[jt-i-')    .:'.  »    ■;.♦!    .  i  > 


'S)  Etant,   en  cff«t,  ^  '^ 

•^  ■•.;    ..   .5...       ,•  ■<.  .Oi'l     j     U  \ 


f  ••  :/".•'' 


_        2 

c.  ä  d.  =  +  . /-  ^       ^  arctg  (--  <p). 
V  er*  —  r* 


**)  Gouime  faisant,  en  «ffet,   , 


1.. 


arccosC \- 1) 


(*=0)  _ 

( 


arcco8(— > — «^ 
r 


tandis  qu'au  contraire,  tä  vkleur  '  g^n^rtte  de  Tune  comme  de 
i'aatre  de  ces  minies  integrales  derni^res  sera  =00 — od  et,  par 
coDsi^entj  vindetermunA» ;    d'ov  il  rä«]ilte  q«ev  d^ns  le  tas  doiit 

•—. est  =0=ür.  /        — ; > 

t 

niais  qae  la  valear  gän^r^l.^  del'une  et  de  l'autre  esUndöterminee ; 

^*    B)    oytaüt  n^gatfr,'  ''■ 


'•■im' 


Y  r+ai 


.■  I.At.  *•  •^'  »il   ■-»    i 


3ä 

i.H-  •'      ■..       :  .. .;     '.  ••■,  '         r.f,.. 


(i4.i/!:±?j*"  •  • 

J       a+rio8X  2Vr«— a«    * /i     4/ *•— «l 


Vr«— o» 


log 


=/ 


3ä 


■1      I 


a+rcosa?' 
d'oü  il  r^sulte  qu'ausbi  dains  ce  cas 


.  I  ■  ■  •     .  f  •  4  • 


.'«./'-•.■;.■  t     ,j 


a+rcos.^    ...  4/         a+rcoäx 


mais  qu^  )a  vakttr  g^ii^U  4Nsi  ipd^rmii^te^  ,      . 


>!• 


j.i;>.   3)..«*-i^aiit:«r*,   .  ■■■ 


OD  timttL'i    '■         ■■'•*'  ■.--»•  •    ■■«       .     .  :   V    •■•■•i»;; 


B)    a  ätant  =:— -r> 

^«         du  P^^      da: 

=  — cx>=s 


^        «+r^?^^     • .;  .r;^^     fi+TCOSx' 


37r 


y^fey'^rLr-   ^_  r_  /^"^    •" d 


dir 


3.    Maintenant,  p^ar  trouyer  lar  valeur  de  Untegrale 

•  ,  ■"»."■  ~  ■-  'i 

da: 


r i^ 


dans  ia  suppositioo  qu'il  De  s'agit  point  de  valeurs  de  x  telles 
que  le  d^nomin^teur  ^oit  =0,  oi>  peut  faire  usage  de  la  traDsfor- 
niatiöD  eiiiplbyää  pär  Täut^ür  de  hr'tibie  ^r<$6<iä'e^'^nV^^^^^^^ 

en  posant'  d'^boird 

■  -    - ■      :  j  :; 

6  =r cos «,^01^=53« sin«,   r=5:V6*+c*;         ^   ^ 
d'oü  vient        ;  *   ? 

dttr  ^  '  da: 

a  +  6cdsa:  +  csina>,    b>-f/rcos(a?  —  a) 

ou  bien,  en  y  substituant  y  «a  Heu  '^x — a, 

a  +  rco^y ' 

Cela  pos^9  en  verta  de  rattiele  präeäden^  2.,  on  en  obtiendra, 
dans  ia  suppösition  (qu'on  yi^nl;  dM^^iquer) 'i^u'!!  ne\8*Agit  point 
de  valeurs  'de  är'tälles  qide  le  dänominatiäa^'    ^  '  '         ^ 

a+bcosx  +  e'^Xr  dte^+t'cöi^<i^--^ö),'ii^t'=fiO;^  >    '•  «• 

et  tandis  que,  du  reste/~|^ou;  0:^4'«  ^ravcompris  entre  les  limi- 
mites  0  et  TV,  ou  memo  entre  n  et  27C,  les  formules  suivanf^^,  r,^. 


I 


E^-O.  BJörlifigi  Sur  tUUegriUe  ./—rr — \f ,  ^^.     .         «« 

1)  a«  ätaat  >6«  +  c«, 

suivant  que  a  spit  positif  ou  negatif. 

2)  a«  ^tant  <6«  +  c«. 


-    4/  r— o^:  a:-«4     ■*"    ' 


/^ 


3)    a*  etant  =  6«+c«, 

<^ L_f  2Zl£f  •  r»      —       ^  JT— g,  ^v 

a+Äcosa:+csiD:i:'~V^p:j:^^^    2    +^  ^"'^  V^H^         2    +^* 


emvant  que  ä  soit  =  V 6*  +  c*  ou  =;=  — V6^+c*. 
De  piii«>  quant.  ä  l'integraie  definie 

/^^  die 

o 

comme  on  a  evidemment 

*^-«       dx 


J         a+rcos(a:  — «)    J 


a+rcosa: 


—  a 


OD  en  obtiendra  ia  valeur»  en  vertu  de  Fartiele  2,  ainsi  qu'il  suit: 

A)  Lotsqu'il  y  aurä  Heu  d'adopter  poor  o  une  quant.  posi- 
tiFe  <3C,  c.  ä  d.  qüe  c.  soit  positif  (6' ätant  quel  qu'il  soit,  ppsi- 
tif  on  nägatif  ou  m^nie  =0)^  on  aura 

^^J     d-\^tcosx*J     ä  +  rco8x  \/  a  +  r cos x^ 


— a  o  ■    ■      .  7t 


Y*«^  !    dx' 
c,  a  d.  (vu  que  ia  premi^re  de  ces  trois  integrales  est  =  /         ,  ) 


/«TT-   ■ 


27r— a 

dx 


rcosx 


B)  Lorsqu'i!  y  aura  lieu  d'adopter  pour  a  une  quantitä  nega- 
tive (=:*--/3)  numeriquement  ^n,  c.  ä  d.  que  c  soit  nägatif  (6  etant 
positif  ou  nögatif  ou  =0)9    on  aura 

Theil  XXI.  3 


f     t 


/•           dx 
34  E*  G.  BJdrling:  ßur  FhUigrate  I-t^ rr-^-^- 


*  ■  • 

C)  c  etant  =0,  (6=r  ou  = — r) ^  on  aura ,  dans  le  premier  cas> 


J        a+TCosa: 


1 1 ii  1 


4 


et,  dans  i'atttre, 

/**       ifct:  .«  /*^       «^ 

/Hz  f        — '^ •'^-s^  /        ***■;= *• 

J      «  +  rcosa:      ^       a  +  rcosa:  ^ 

Par   cons^qoent  OH  aorü,   en  vertu  de  ce  qui  a  ät^  dit 
dang  rarticle  % 

1)  ft^tötaut  >*«  +  c^ 

suivant  que  a  soitpositif  ou  nögatif; 

2)  a«  itant  <6«  +  c^ 

la  valeur  principale  de  Iz=iO^  * 

la  valeur  generale  ind^termiDi^e; 

3)  0»  ^^ant  =6«  +  ^^ 

suivant  que  a  soit  positif  ou  o^gatif^ 

qüällted  quantUtfs  reelles  (0  Inclusive)  qtie  söient  I^ül 
deux  6  et  e. 

Bei^arguoDs,  en  finissant,  qu'ävidentaent>  aprds  ee  qui  a  4t4 
dit  däja,  il  n'y  a  plus  besoin  ici  d'aucune  explication  «uppl^men'> 
taire  a  i'^ard  de  i'int^grale  plus  gänärale 


da: 


bcoBM  ^csin^r' 
m  designant  un  nombre  entier  quelconque. 


/ 


\ 
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IV. 

üeber  krumme  Flächen,  welche  der  Gleichung 

^+»"  +  ^"==1  entsprechen. 

Von 

Herrn  Dr.  H.  Burhenne, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  hohem  Gewerbschnle  in  Cassel. 


Zar  Betrachtung  der  hier  aufgestellten  Gruppe  krummer  Flä- 
chen, welche  schon  an  sich  interessant  sind,  wurde  ich  auch  durch 
Rficksicht  auf  die  Krystallographie  veranlasst.  Während  die  Kry- 
stalle  in  der  Regel  von  Ebenen  begrenzt  sind,  zeigen  sie  dennoch 
nicht  selten  krummflächige  Formen.  Häufig  ist  die  Krunimung  der 
Krystallflächen  nur  scheinbar  ^  indem  sie  aus  einer  treppen  artigen 
Cömbination  schmaler  ebener  Flächen elemente  besteht.  Aber  es 
kommt  an  den  Krystallen  auch  Krümmung  der  Flächen  vor,  z.  B. 
heim  Diamant,  welche  so  stetig  und  gesetzmässig  erscheint,  dass 
man,  wie  auch  Naumang  in  seinem  Lehrbuche  der  Krystallo« 
graphie  urtheiLt,  zu  ihrer  Elrklärung  einen  auf  krumme  Flächen- 
bildung gerichteten  Plasticismus  anzunehmen  berechtigt  ist. 

Da  mir  keine  grossere  Sammlung  zu  Gebote  steht,  um  die 
im  Folgenden  erwähnten  Formen  mit  den  der  Kugelform  sich 
nähernden  Krystallen  des  Diamantes  zu  vergleichen,  so  beschränke 
ich  mich  für  jetzt  darauf,  die  geometrischen  Eigenschaften  eines 
merkwürdigen  Systems  krummer  Flächen  anzudeuten. 

Zur  Vorbereitung  diene  Folgendes:  Man  lege  durch  den 
Mittelpunkt  einer  Kugel  3  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  und 
noch  6  Ebenen,  welche  die  Neigungswinkel  jener  drei  Grundebe- 
nen halbiren.    Dadurch  wird  die  Kugelfläche  in  48  gleiche  Theile 

3* 
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getheilt,  weicke  ßphärische  Dreiecke  mit  Winkeln  von  45^90  und 
60  Graden  bilden,  und  auf  der  Kugel  symmetrisch  vertheilt  sind. 
Die  26  Eckpunkte  dieser  sphärischen  Dreiecke  sind  dreierlei  Art, 
nämlich:  6  Punkte,  in  denen  je  8  Dreiecke  zusammenkommen, 
12  Punkte,  wo  4  Dreiecke  sich  vereinigen,  und  8  Punkte  wo »6 
Dreiecke  zusammentreffen.  Verbindet  man  diese  Punkte  mit  dem 
Centrum  der  Kugel,  und  betrachtet  diese  Radien  als  Normalen 
von  Ebenen,  so  entsprechen  jene  6  Punkte  den  Flächen  eines 
Würfels,  jene  12  Punkte  den  Flächen  eines  von   12  congruenten. 

Rhomben  (wo  die  Diagonalen  wie  1:  V"2  sich  verhalten)  begrenz- 
ten Körpers,  und  die  8  Punkte  entsprechen  den  Flächen  eines 
regulären  Octaeders.  Diese  3  Gestalten  sind  bekanntlich  die 
Hauptkörper  des  regulären  Krystallsystemes. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  krummen  Flächen,  welche 
der  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  Gleichung 

^+^"  +  2**  =  l 

entsprechen.  Es  soll  hier  n  immer  einen  positiven  in 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückten  Bruch  bedeuten, 
dessen  Zähler  eine  gerade  Zahl,  also  dessen  Nenner  unge- 
rade ist.  Dieser  positive  Bruch  kann  kleiner  oder  grösser  als  1 
sein;  der  Nenner  kann  auch  gleich  1  sein,  so  dass  n  eine  ganze 
gerade  Zahl  wird.  Diese  Gleichung  umfasst,  indem  für  n  be- 
stimmte Werthe  eintreten,   eine  Gruppe  unzähliger  Flächenarten: 

Von  allen  diesen  Flächen  gilt  Folgendes: 

Die  krumme  Fläche  ist  eine  geschlossene.  Wegen  des  geraden 
Factors  2  im  Exponenten  'hat  die  Fläche  in  allen  8  Coordinaten- 
räuroen  dieselbe  Gestalt.  Da  die  Gleichung  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten,  also  x  und  y ,  x  und  z,  y  und  z  sicii 
vertauschen  lassen,  ohne  die  Gleichung  zu  ändern ,  so  zerfällt  in 
jedem  Räumoctanten  die  Fläche  in  6  gleiche  Theile.  Demujach 
lässt  sich  die  ganze  krumme  Fläche  in  6.8  =  48  gleiche  Theile 
zerlegen,  hat  also  dieselbe  Symmetrie  d.  h.  dieselbe  Zahl  und 
Lage  gleicher  Theile,  wie  der  Würfel  oder  das  reguläre  Octaeder. 

Als  Durchschnitte  zeichnen  sich  aus  die  3  Hauptschnitte, 
welche  in  die  Coordinaten  -  Ebenen  fallen,  und  die  mitten  zwischen 
je  zwei  derselben  liegenden  6  mittleren  Schnitte.  Die  Durcb- 
schnittscurven  der  3  Hauptschnitte  mit  der  krummen  Fläche  eqt« 
sprechen  einer  Gleichong  von  der  Form 
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und  ^e  Durchscbnittscurven  der  6  mittleren  Schnitte  halben  eine 
Gieichnng  von  der  Form 


,.+<^)-=.. 


Y2> 

wo  b  und  w  rechtwinklige  Coordinafen  bedeuten. 

.    Der  lladiusvector   der   Fläche,    d.   h.    die  Entfernung  eines  . 
Punktes  der  krummen  Fläche  vom  Anfangspunkte   der  Goordina- 
ten  werde  mit  R  bezeichnet,  so  dass 

und  wir  suchen  nun  ausgezeichnete  Werthe  von  R,  Anstatt  zu  * 
diesem  Zwecke  die  Differentiale  von  R  zu  bilden,  braucht  man 
nur  die  Syrometrieverhältnisse  der  krummen  Fläche  zu  beachten. 
Die  Fläche  lässt  sich  durch  die  3  Coordinatenebenen  und  durch 
die  mitten  zwischen  denselben  liegenden  6  Ebenen  in  48  gleiche 
Theile  theilen.  Die  Purchschnittslinien  dieser  Ebenen  sind  aus- 
gezeichnete Radiivectoren,  welche  in  ausgezeichnete  Punkte  der 
krummen  Fläche  treffen.  Betrachtet  man  zunächst  die  Fläche 
nur  in  Einem  der  8  Coordinatenräume,  so  zeichnen  sich  darin  aus: 

3  Punkte,  welche  in  den  Axen  liegen.  Für  einen  solchen 
Punkt  sind  zwei  Coordinaten  gleich  Null,  also  die  dritte  gleich  1, 
folglich  Ä=l; 

3  Punkte,  welche  mitten  zwischen  je  zwei  Punkten  der  ersten 

Art  liegen.     Für  einen  solchen  Punkt  ist  eine  Coordinate  gleich 

1 

Null,  und  jede  der  beiden  andern  ist  gleich  (ö)  >  folglich 

1  Punkt;  welcher  mitten  zwischen  den  drei  Punkten  der  ersten 

und  den  drei  Punkten  dier  zweiten  Art  liegt.     Für  diesen  Punkt 

1 

i  also  JB  =  3^2    »-^« 

Uebersieht  man  nun  alle  8  Coordinatenräume,  also  die  ganze 
geschlossene  Fläche,  so  zeigen  sich  auf  derselben  26  ausgezeich- 
nete Punkte  und  Radiivectoren  dreierlei  Art.  Nämlich:  6  Punkte, 
die  in  den  Coordinatenaxen  liegen,  und  für  welche  R^=z\  ist;  12 
Punkte,  die  .mitten  zwischen  je  zweien  der  ersten  Art  liegen,  und 
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für  welche  jß=2v2    nj  jg^.  g  Punkte,  die  mitten  zwUcben 

dreien  der  ersten  und  zweiteoiArt  liegen,  und  für  welche  Ä=3^*  »-^ 
ist.  Die  Radiivectoren  R  dieser  Punkte  vsind  die  Flächen -Nor — 
malen  der  3  Hauptkurper  des  regulären  Krystallsystemes.  Näm — 
lieh:  Jene  6  Radien  sind  die  Flächen > Normalen  eines  Würfekk^^ 
die  12  Radien  sind  die  Normalen  des  Rhombendodecaeders,  anO 
die  8  Radien  sind  die  Flächen-Normalen  des  regulären  OctaedersB.. 
Wir  wollen  diese  dreierlei  ausgezeichneten  Radien  durch  I?,,  R„  ^ 
R„f  unterscheiden. 


Jetzt  bezeichnen  wir  n  durch— ,  wo  g  eine  gerade  und  te  ein# 

ungerade  positive  Zahl  bedeutet,  während  der  Bruch  ^    auf    dU 

kleinsten  Zahlen  gebracht  ist,  so  dass  die  Gleichung  der  krammev 
Fläche : 

^       ^       € 
also 

R,  =1, 

ß,,,=:3Cä-D. 

Es  sind  nun  drei  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n 
grösser  als  %  oder  zwischen  2  und  1  liegt,  oder  kleiner  als  1  ist 

Q 

Erster  Fall,  wo  —  srusser  als  2, 

also  -  <  2  ist.    Die  Gestalt  der  krummen  Fläche  steht  gleich- 

sam  zwischen  Kugel  und  Würfel,  indem  sie  als  ein  Würfel  mit 
abgerundeten  Kanten  und  Ecken  erscheint.  Von  den  ausgezeich- 
neten  Radiivectoren  ist  R^  ein  Minimum ;  R,,  ein  Maximum  in  der 
Richtung  nach  R,  und  ein  Minimum  in  der  Richtung  nach  /2^,; 
und    Rf^f    ein   Maximum    nach    allen   Richtungen.      Nähert    sich 

n  =  -^  immer  mehr  der  2,  also  —  dem  q,  so  nähern  sich  die  Ra- 
a  g  T, 

diivectoren  hnmer  mehr  der  Gleichheit,  und  die  Fläche  wird  zur 

Kugel.    Wächst  n  hnmer  mehr,  so  wird  das  Verhalten  der  Radii- 


/  I 
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« 

▼^eeto^n  R,iftu'Bui  ^nmwc  nftber  ssliVlksV^  d.  b,  die  icramwe 
FÜUcli«  wSrd  dem  Würfel  iinm^r  ähnlicher« 

EiB&cho /ipecielle  W^rtbe  fifr  n  sind  zum  Beispiel: 
^=4^  t(=:  l,  so  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

also 

Oder:  ^=6,  ussl,  so  dsu;»  die  Gleichung  der  Fläche 

tl     also 

Ä, :  R,, :  Ä,,,=l :  V2:  V3. 
Oder:  ^=8^  ti^S»  so  da99  die  Gleichung  der  Fläche 

also 

Ä,:Ä,,:Ä,,;=1:V2:V3. 
Oder:  o=10>  t<=39  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

also 


Ä,:Ä^;Ä^=1:V2:V3. 
ü.  s.  w. 


Unzählige   Cebergänge   zwischen    den  Gestalten    von   Kugel 
nod  Wfirfel  treten  hier  anf. 


Zweiter  Fall,  wo  ~  zwischen  2  und  L 

» 

also  — ,  zwischen  -^  und  1  liegt    Die  Gestalt  steht  zwischen  Ku- 

gel  und  regulärem  Octaeder^  indem  sie  als  ein  reguläres  Octaeder 
mit  abgerundeten  Kanten  und  £cken  erscheint  Von  den  ausge- 
zeichneten Radiivectoren  ist  R,  ein  Maximum;  R^f  ein  Minimum 
In  der  Richtung  nach  R,  und  ein  Maximum  in  der  Richtung  nach 
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18^>;timd /2^y:ist  ^in.  Miidmüm  nai:h  allen  Ricfatui^eo;  Nälic 
sich  n  immer  mehr  der '2^  also  —  dem  -^^  so  nähern  sich  die  B 
diivectoren  irtiiner  mehr  der  Gleichheit  und  die  Fläche  wird  z 
Kugel.  Nähert  sich  —  also  auch  —  immer  mehr  der  Einheit,  i 
dem  K  und  g  immerfort  wachsen^  so  wird  das  Verhalten  der  jR 

^ir^ut  immer  näher  =:1:Y  5*V  3'  ^'  ^*  ^*'®  krumme  Fläc 
wird  dem  regulären  Octa^er  immer  ähnlicher. 

Specielle  Werthe  für  n  sind  zum  ßeispieh 
^=4,  t<=3,  so  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

also 


4  *r-— 


Oder:  ^7=6,  tt=5,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

6  6  G 


also 


3 a     


Oder:  9=8,  u=5,  so  dass  die  Gleichung  der  Fiäcbe 


also 

8 


Ä,:Ä^:ß^=l:yl:y|. 


Oder:  g=lO,  u=:7,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 
also 

ü.s.  'w.  ■ 
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unzählige  Uebä^äiige  swischen  deo  Crestidlen  der  Kugel  und 
des  r^ulären  ^Octaeders  treten  hier  auf. 

Dritter  Fall,  wo  —  kleiner  als  1, 
.  •  •  »  .  .  •  »         •  . 

also  —  >  1   ist      Die    Gestalt    steht  zwischen   einem  regulären 

Octaeder  und.>eiQeni  dreifach  rechtwinkligen  aus  den  drei  Axen 
gebildeten  Sterne^  indem  sie  als  ein  Octaeder' mit'  einwärts  ge- 
krümmten Kanten  und  Flächen  erscheint. 

Specielle  Werthe  för  n  sind  hier  zum  Beispielt 
^=;2|^  ^=3,  so  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

also  • 

•  * 

Oder:  g^=%  tf==5^  so  däss  die  Gleichung  der  Fläche 

also 

II  • 

Öder:  g=2,  u^7,  so  dass  dic^  Gleichung  der  Fläche 

^^+^  +  2^  =  1* 

also  ' 

1    1 

Oder:  g-=i,  u=5^  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 
also 

4  . 

Ä,:ß„:i««=l:Vi  =  VJ-     , 
ü.  s.  w. 
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Wir  iroUeD  noißhmate  ^ie  in  4er  Gleicfaimg 

* 

€       f      € 

enthaltene  Gruppe  von  krun,n.e„  Flächen  übersehen,  wo  ^  einen 
in  den  kleinsten  Zahlen'  dargestellten  positiven  Bruch ,  g  eine  ge- 
rade und  u  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,    Wflhrend  ^  vom  Dn^ 

endlichkleinen  wachsend  dem  1  sieb  n&hert^  liber  1  wachsend 
dem  2  sich  nähert^  yud  über  2  ins  Unendliche  vi^hst;  so  geht 
die  Gestalt  vom  rechtwinkligen  Kreuze  der  Axen  aus»  erscheint 
als  ein  Octaeder»  dessen  Flächen  und  Kanten  stärker,  dann  weni- 
ger eingefallen  sind,  nähert  sieb  immer  mehr  dem  ebeoflächigen 
Octaeder,  dann  schwellen  die  Flächen  dieses  Octaeders  immer 
mehr  an  und  die  Gestalt  geht  in  die  Kugel  über,  dann  sinkt  .die 
Kugelfläche  nach  den  Richtungen  der  Axen  immer  mehr  ein  und 
die  Gestalt  nähert  sich  dem  Würfel  ins  Unendliche. 

# 
Die  Mineralogen  mögen  aus  dieser  IVIannichfaltigkeit  von  For- 
men solche  ^ähl^n,  die  mit  einem  beobaehteteD  Diamanten  oder 
andern  Krystallen  am  besten  übereinstimmen. 

Die  im  Vorhergehenden  betrachteten  Körper  zeigen  sämmt- 
'lieh  drei  gleiche  zu  einander  senkrechte  Hauptaxen,  entsprechen 
•IsQ  dem  sogenannten  regulären  Kry  stall  Systeme.  Man^  konnte 
nun  djese  Betrachtungen  erweitert^,  so  dass  ein  System  von  Flä- 
chen mit  nur  zwei  gleichen  Hauptaxen,  und  ein  System  mit 
drei  ungleichen  Hauptäxjei^  zum  Vorscheine  kommt.  Zu  die- 
sem Zwecke  braucht  man  nur  die  Glieder  der  Gleichung  mit  ver- 
schiedenen Coefücienten  zu  verseben.  Dann  wird  durch  die 
Gleichung 


©v(ir+a)= 


ein  System  krummer  Flächen  mit  zwei  gleichen  und  einer  davon 
verschiedenen  Hauptaxe,  und  durch  die  Gl^cfaung 


(f)"+(D"+(D=' 


ein  System  krummer  Flächen  mit  drei  ungleichen  Uauptaxen  dar- 
gestellt, wobei  n  die  Bedeutung  wie  oben  hat. 

Im  Systeme,   welches  von  drei   zu   einander  rechtwinkligen 
Hauptaxen  ausgeht,  wird  fortgeschritten  zu  dem  regulären  Octaeder 
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(mit  drei  quadratischen  HaaptachDitteo),  Kugel  und  Würfel.  Ini 
Syatefliey  welches  von  zivei  gleichen  Axen  und  einer  davon  vor* 
sehiedeoen  ausgeht,  wird  for^eschritten  zum  Octaeder  mit  einem 
quadratischen  und  zwei  rhombischen  Haoptschnitten »  zum  Rota- 
fioDsellipsoid  und  zum  rechtwinkligen  Parallelepiped  mit  zweierlei 
Kanten.  Im  Systeme,  welches  von  drei  ungleichen  Axen  aus- 
geht, wird  fortgeschritten  zum  Octaeder  mit  drei  rhomlnschen 
Hauptschnitten,  zum  Ellipsoid  mit  dreierlei  Axen  und  zum  recht- 
winkligen Parallelepipede  mit  dreierlei  Kanten. 


Betrachtung  derjenigen  Reihen,  welche  durch  Ueber- 
springung  einer  Anzahl  von  Gliedern  aus  den  bekann- 
ten Reihen  für  log(l±^),  (1±^)'*  und  e^""  gebildet 

werden  können. 

,  Von 

I       .  

Herrn    Conrector    C.  Hellwig 

in   Furstenwalde. 


1. 

Bestimmung    der   Summen. 

Wenn  man  aus  einer  Reihe         ' 

aQ  +  aiX  +  a^x^  +....  +  anX^  +  an+i  ar«+*  +  etc. 

dadurch  eine  neue  Reihe  bildet,  dass  man  das  erste  Glied  der 
Grondreihe  zum  ersten  der  abgeleiteten,  das  (iz-f  l)te  der  Grund- 
reihe zum  zweiten  der  abgeleiteten,  allgemein  das  (m-^l)(n-f  l)te 
Glied  der  Grundreihe  zum  mten  der  abgeleiteten  macht,  so  las- 
sen sich  noch  n  andere  Reihen  aufstellen,  welche  sich  aus  der 
Grundreihe  durch  dasselbe  Gesetz  der  Ueberspringung  von  je  n 


I 
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Gliederti,  das  der  erwähnteD  eret^n  abgeleiteten  Reihe  zu  G^uiide 
liegt,  leicht  ergeben,  indem  man  dieselben  nach  einander  mit  dem 
zweiten,  dritten,  u.  s.  w.  Titen  Gliede  der  Grundrcihe  anfatigen 
lässt  Wir  Wollen  im  Folgenden  die  Summen  derjenigen  Reihen, 
welche  sieh  auf  die  angegebene  Weise  aus  den  bekannten  Reihen 
för  Iog(l+j?),  (l±a:)i"  und  et*  als  Grundreihen  herleiten  lassen, 
zu  bestimmen  suchen. 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  auf  diesem  Wege  aus  der 
logarithmischen  Reihe  entspringenden  Reihen  durch  Uq,  Ui, 
n^,„..Un,  so  wird  man  wegen 


(1)         log(l— ar)=—a?-ö-—Q— ••••—  — —  ^XT—«*«- 


n 


n\\ 


haben  müssen: 


^n\1        x^^^ 


Uq — "-^ä;— -      i_  o*"^ 


»  +  2     2w+3 


—  etc. 


X 


m 


_         2       ^n+3        a:2n+4 

x^      a:«-H      a-^w-l-f 


—  etc. 


~  etc. 


a^\^      a:^+2      a;^n+3 


Mn=  — — TT-^ 


•etc. 


w  +  1     2ii  +  2     3W+3 

Es  föUt  nicht  schwer,  Beziehungen  zwischen  den  Grossen 
U(^i  Uxi  %,...,t£n  zu  ermitteln;  in  der  That  liegt  die  Bemerkung 
nahe,  dass,  wenn  man  die  Differential quotienten  irgend  zweier 
von  ihnen  nach  x  bildet,  diese  in  einem  einfachen  Zu3aramenhange 
stehen.  Man  darf  nämlich  nur  den  einen  mit  derjenigen  Potenz 
von  X  multipliciren,  deren  Exponent  dem  Unterschiede  der  den  u 
angehängten  Indices  gleich  ist,  um  sofort  den  andern  zu  erhalten. 
Vergleicht  man  die  Differentialquotienten  von  U(^  und  Umy  wo  p 
einen  beliebigen  Index  von  1  bis  n  ausdrücken  kann,  so  hat  man 
die  Relation: 


(3) 


^    dUQ dtlm 

dx       dx 


Substituirt  man  hierin  für  m  nach  und  nach  1,  2,  3,.... n,  so 
resultiren  dadurch  aus  (3)  n  Beziehungen  zwischen  den  Differen- 
tial quotienten  unserer  Summen,  so  dass  jeder  durch  den  von  icq 
ausgedrückt  ist.  x  Man  hat  abier: 


I 
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(4)  log  (l—jr)=tiö+Wi+i«Ä +  .-.+«««, 

und  dies  giebt  differentiirt : 


Setzt -raaTi  die  ans  (3)  hervorgehenden  n  Relationen  in  (5)  ein^  so 
ergiebt  sich: 


(6) 


Der  Werth    des    in    der   Parenthese  stehenden    Ausdrucks    ist 
nun  nichts  Anderes ,    als 

1— ar«+* 


und  deshalb  wird: 

(7) 


1— ar 


dtio 1   

dx  ""0;"+^ — 1* 


wodurch  (3)  übergeht  in : 
(8) 


du 


m 


ar"» 


dx  ^  a;«+i — 1' 
Um  daher  Um  kennen  zu  lernen,  hat  man 

/x^dx 

zu  bestimmen.    Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(9)  ar»+i— 1  =  0 

durch  €q,  fi,  ^,.*.. Sn  und'setzt: 

« 

«o  bat  man : 

(n+l).€r"  n  +  1 

da  £r'"+^  =  I  ist.    Folglich  wird : 

Nimmt   man   nun,    abgesehen  von  der  Constanten,   —log («r — x) 
als  Werth  des  Integrals   /     >   so  erhält  man: 
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(«+l).t«iii  =  £o"*^^''og(«o^^)  +  *i*'*"^'Iog(€i—a:) +  ..... 

Die  hierin  vorkommende  Constante  C  kann  man  leicht  ermitt^l 
durch  die  Bemerkung»  dass  jede  der  Functionen  u  ßir  ;r=0  vei 
schwindet;   B^iii  man  also  in  der  letzten  Gleichung  ^=0,  so 
giebt  sich: 

C=  — 160"*+^  .  logfo  +  51""+  *. log 6,  +  ....  +  €||'«+^.l0g£«}. 

Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  vorige  Gleichung  un 
Vereinigung  der  mit  dem  nämlichen  t  nlultiplicirten  Glieder  liefenS 
hierauf: 

(10)   («+!). Mm  =  fo"'+^-'og(l  —  r^)+fi'»+Mog(l---a;)+.... 

«0  «1 

.... + £»»»+1 .  log  (J .r). 

Wir  wollen  diesen  Ausdruck  noch  einer  leichten  Transforma- 
tion unterwerfen,  welche  sich  auf  die  Beschaffenheit  der  Würzein 
der  Gleichung  (9)  gründet«  Ist  nämlich  n-f  1  ungerade,  so  ist 
eine  Wurzel  =1,  die  andern  sind  imaginär;  ist  abern-fl  gerade, 
so  ist  eine  Wurzel  =  +  l,  eine  zweite  = — 1,  die  übrigeq  sind 
imaginär.     Für  die  reellen  Wurzeln  hat  man  also  offenbar: 

was  aber  die  imaginären  anlangt,  so  gehören  dieselben  paarweise 

so  zusammen,  dass,  wenn  eine  durch  a  +  /3  V^—l  bezeichnet mrd, 

^  immer  eine  zweite  vorhanden  ist,  welche  den  Werth  «— /SV^ — 1^ 
hat,  so  dass  zugleich: 

1  * 

=  a  -  j3  V--1  ist. 


Dies  vorausgesetzt  kann  man  (10)  auch  schreiben: 

1  •      1  ^ 

(11)  («+l).Mm  =  ^4:i.log(l-fo^)  +  ^^^irfi-log(l-^i^)  +  •  • 

oder: 
(12)  („+!)  .tt..=T  ^^-i .  logd  -  w:). 
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Die  Gleichung  (II)  oder  (12)  enthält  die  Auf  iSsoiig  unserer  ge* 
^Dwärtigen  Aufgabe;  denn  sie  giebt  die  Werthe  der  n-f-1  gesuch- 
ten Functionen  u,  vpenQ  man  nach  und  nach  0,  1«  2,  3;....n 
dr  m  setzt 


■^- 


Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  der  Binomialreihe  über« 
£ezeichuet  man  für  sie  die  Summen  der  » -f  1  durch  sie  bestimm* 
ien  Reihen  mit  «o»  ^i»  s^^^'Sn,   so  wird  man  aus: 

(13)  (l  +  a:)i"=:l+f*.ar  +  f*i.Ä:«+ft2.ar3+.... 

.... +f*n-i  .^  + /*n.  a:"-f^ +,etc., 
WO 

il.li— 1  li.iA  — l.tt-^2 

'*>='^T~'    fa=         1.2.3 "•^•T- 

folgende  Reihen  erhalten: 

/SQ=zl  +  fin.  a:«+^  +  iM2»+i  •  a:*»+«+  etc. 
Isi  =  ^ .  ar + ftjt+i  a;"+*  +  A*2«+2  •  a:***-*^'  -fl  etc. 
<^*)        L  =  f*i .  a:« + ft«-hÄic''+'  +  f*2«+8  •  «^+*  +  etc. 

■  •  •  •  • 

■  •  •  •  • 

ff    *  •  ^        •  •  . 

\Sn=  ftn-i .  ^"  +  /^^ .  jr*«+*  +f*3iH-i  •  a:'«+*  +  etc. 

Dm  Relationen  zwischen  den  gesuchten  Grossen  zu  finden, 
maltiplicifen  wir  den  JPifferentialquotienten  von  ^o  nach  a:  mit  Xy 
wodurch  sich  ergiebt: 

ar.*^=  (w+1).  fi».a;«+i  +(2w+2)  ./%«+i  .^«»+a  +  etc. 
Ferner  ist:      ' 

^Äp +  (n4^2J  .«»f  i+(2«+*).fia«+2.Äa«f*-|;  etc. 

Addirt  man  diese  Werthe,  so  bekommt  man  als  erstes  Glied 
derjenigen  Helhe,  welche '  die  Summe  darstellt,  ft,  als  zweites 
Glied  derselben  ;r«+i  «ut  dem  Coefficienten  <n+l).fiji+(n+2).f*n+i, 
der  sich  vermöge 

_       fi-(n  +  l) 

reducirt  auf  fAn.ft«  als  drittes  Gfied  x^-t^  mit  dem  Coefficienten 
(2n+2).f4aii+i  +  (2«+3).j[i2»+«>  d-  h.  fian+i.ft  wegen 

_  fi-(2>t+2) 

f*2n+a  —  f*a»+i  •      2n+3      *  U*  ©♦  w. 
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Hierdurch  .findet  ms^:  .  / 

=  jit.{l+ftn.j:"+^  +  fi2n+i-a:*«+«  +  etc.} 

In   der  mit   ft   multipliclrten   Reihe  erkennt  man    bald  die   erste 
in '(1^)  und  gelangt  somit  zu  der  Beziehung: 

ds^^     dsi 

Unterwirft  man  nun  je  zwei  auf  einander  folgende  der  Reihen 
(14),  schliesslich  die  letzte  und  erste,  denselben  Operationen,  wie 
eben  die  erste  und  zweite,    so  führt  dies  zu  weiteren,    der  vor-  ' 
stehenden  ganz  analogen  n  Relationen  zwischen  unseren  Summen. 
Wir  formiren  und  ordnen  dieselben  wie  folgt: 

dso  dsn 

dsi dsQ  , 

di— **•*<>  ~^*  51' 

ds^ dsi 

(15)  (  d^'—'*-*^~^'d^' 

I  :  : 

•  •  • 

Zur  Bestimmung  der  rt-f  1  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen 
Unbekannten  ist  es  erforderlich,  n  derselben  zu  ejiminiren,  um 
för  die  {n  -f  l)te  eine  Bestimmungsgleichung  zu  gewinnen. 

Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  in  (15)  giebi: 


dhp  i\  ^_     ^^ 

dx^-^^^^^^'dx     ^'dx^'  ' 

und  die  der  letzten: 

dx^-'^^'^^^'    dx  ''^'    dx^' 

Jetzt  ist  es  möglich  geworden,   Sn  zu  eliminiren;    die  davon  be- 
freite Gleichung  heisst: 


U9b9r9prin9un§  Met  Amisiahi  um  ff^edem  e^.'  49' 

2^=fi.(f»-l).i«-i-(fi-l).2.T.-^--FÄ«.-^^^^ 
oder  '  '  '  K 

Die  Differentiatioo  dieser  Glejcbung  liefert: 

und.  die    zweimali§[e  DiffierentiatioD    der  vorletzten    Gleichung   in 
(15)  nach  und  nach : 

dsi^'- 
Durch  die  Elimination  von  *n-i  vermöge  der  Werthe  Rir  ""rnr» 

^^^'  und     jJ^   erhält  man  also : 


2^=  ft .  (f*— 1) .  (jit--2) .  ««-^- (fi— 1)  (fi-2) .  3ar . -j^ 


oder 

•    Ar» 

Die  Form  des  letzten  Ausdruckes  lässt  schon  unschwer  erken- 
Be»9  weleheiki  (besetze  diejenigen  Werthe  gehorchen  müssen^. die 
mau  hei  den  weiteren  Eliminatioden  erhalten  wird;  wir  gehen  da- 
her sofort  zu  derjenigen  Gleichung  über»  zu  welcher  man  nach 
Beseitigung  sämmtiicher  Unbekannten  ausser  ^o  gelangt;  sie  lautet: 

^^  =  n!^..^-(ii-l)!0*-l)^.(«+l)a:.^ 
+  (n— 2)!  (/t-2).-».  (n+l)i«« .  ^- .... 
+(-l)^i.2!(p-(n-l))i.(n+l)ia:«-i.^^ 

-r-l)-+».(^-n),(«+l);r-.^+(-l)»+i.*^i.^ 
Th«il  \Xi.  4 
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oder:  ,    - 

i 

(16)    (l  +  (-l)«a:«+X).|^J_(_l)-.(,^-„).(„+l)a;«.^+....  . 

•v. -^(n  -  2)1,  (^ -2V_a .  (tt  +  l)i  ir» .  2^ 

I 

» 

+  (n  — l)I(fi— l)nli.(n+i)a:.'^--n!/*«.5o  =  0. 


.  ^  ■ 


'4 

Gejingt^S)  diese  Gleichung  ku  intogriren,  so. hat  man 5o gefiin- 
den  und  kann  daraus  alsdann  auch  die  tibrigen  in  Fra^e  stehen- 
den Fimcdotien  bestirbtnen.  Dieselbe  Aüristilus6q  ^soheiht  folgeu- 
der  Ausdruck  geeigoet: 

(17)  .«6=C.(i  +  ira;)^, 

worin  C  und  a  noch  näher  zu  bestimmende  constante  Grössen  be- 
zeichnen. Diese  (Annahme  brin^  folgende  Diff^jentialquotienten 
hervor.: 


J2m 


-2 


^*^^  ^  g^  =  C.(n-l)!,i,-a.«»-i.(l+«a:)*'-(»-i). 

■^  =  C.  »i!  j«it-i .  K" .  (1  +  «te>*-». 


«         ' 


dx^ 


^^  =  C.  (n +.1) !  ftn  >+i .  (1 + (u:)/^-(«+i). 


.  r 


Sui^stituirt  man   ^i^s-e  neM.  .^fl*  ^^f^h?  v<^j>  -^  ia  (17)  in  4» 
Glfic^UJig  (16)  unter  Beruclwichtigwg  4^r  ^Reiati^^  .»  .,    .. 


n 


so  ei^äit  die  resnltirende  Gleichung  in  jedem  ihrer  Glieder  den 


»  ^    ■     iiirl'; 


€^M9priMffin0'  äimr  JImuM  mü  ^ii9derne0By        -      Sl 


•:•  IMMirttiiiaii.dlircIiMlofito  «nd  Eieht  dana '(l^fttsr)^  ao»  allen 
Griied^"bei<äi»,  so.  geht  (16)' über  10 :    •  ::.•:.<} 

(19)    (1  +«:r)M.t««+i .    "^(l"^£;gi  ^-<~»)"-*'^^j^V 

_„i  <«t^)nt'|-  (M:i)f  _„_o 

(1 + ao:)*     '         l  +  aar         * 
Setzt  man  hieivä  xzsid,''  bo  fbbrt  (lies  zu:^ 

«"+1  —  1=0,  I 


jr 


a  « 


•einer  Gleichung/'  deren  Wurz<3ln  wlr'schoo  früher  Horch  Sq,  Si, 
s^f....en  bezeichnet  haben.  Diesen  Wurzeln  entsprifchend  erhält 
man  n-j-1  sioguläre  Auflpstingen  utiserer  Differentialgleichung, 
deren  Summe  al&  das  vollsyindige  Iirtegral  denselben'  anzusehen 
ist;  also? 


<» 


1  ■        »        ■  .  •  1  •  •  "       .  .  .       '      . .         • '       .  .        ■  ...  .  •     b 


., .    ,1 


.-.i. 


r 

Die  GleichuDgen  (18)  lassen  erTvarten,  das&(  alle  übrigen  Unbe- 
kannten ganz  ähnlich  constituirte  Werthe,  wieso«  darbieten  w^r*. 
den,  und  von  diesem  jedenfatls  nur  in  der  Constanten  C  sich  un- 
terscheiden können ;  setzt  man  defhnacb :    , 

8i  =  C.(l  +  aar)M, 
so  ergiebt  dies  in  Verbinditfig  mit  (^S).»  (17)  und  (18)  f  • 


■  '  !  '.  I 


ir 


Bezeichnet  man  ferjoer  die.  Cpostante  ?pn  f^i  ^it  C'V  so  mu^fp^p. 
dem  entsprechend  haben: 


CzJÜ'.-y  d.h.  C"  =  Cl\,u.  8.  w. 


'  .         .  .  *     ;  * 

.  . :  •    .  ■    -  t  "• :  r  ■  >  • » [         f\* 

Hiernach  würden  sich  die  Werthe  von  Si  und  52  schreiben  lassen  :* 

1  1:.      •  J  l 

\jf^"  •'.■-••-•      ......  1  .     •.'...■  ^  ;•»  ■  i'^    ,  v-nf 

1.  1  •■■■"•"l     •  ■■■••'■     ■■ 

und  ihnen  analog  53,  f4,..*.s«i. 

4* 


52       C.  Beilwi ff:  Beirsckiunff  derjeniie»  Reihe»,  weleke  durch 

.  Zur  UestimmuDg  der  Constänten  Co»  Q»  C^, ....  C»  führt  die 
Bemerkung,  dass  sämmtliche  FuDctfonen  i  i&r  orssO  Terschwiii- 
den,  mit  Ausnahme  von  Sq^  Welches  =1  wird;  setzt  man  also 
a;=0»  so  erbUt  man  die  Gleichungen: 

M)  "l"  Ct[  "l"  C^  T  ••••  +  Cii==  1, 

1111 

Co  •  — + Ci  • -• +Cl| . --+...«+Gi . -- ==0» 

«0  *i  ^a        ■        ♦*« 

•  •  •  • 

•  •  •  •  • 

•  •  •  • 

Co  •  ^+Gi .  j^+Ci^.^+....+C«.  — =0. 

•      •■ 
Für  die  Wurzel werthe  b  gelten^   mit  Ausnahme  von  ^sl»   die 
Gleichungen:  «  ^ 


?^  +  i 

uöd 


l+r  +  r^+-+;5=0 


wie  sich  durch  einfache  Betrachtungen  nachweisen  iSsst;  folglidi 
giebt  die  Addition  der  Gleichungen  (21)  zuerst 

•     •   •  1 

(n+l).Ci>=l  oder  Co=-ti- 

Verändert  man^  aber  jene  Gleichungen  in  der  Weise ,  dass  man 
die  zweite  mit  B2,  die  dritte  mit  £2*  u.  s.  f.  die  (n-f  I)te  mit  c^" 
multlpllcirt  uiid  addirt  sie  dann,  so  bekömmt  man: 

(n  +  l).Ci  =  l  oder  C\  =  ^j- 
In  gleicher  Weise  wird  weiter  folgen: 

Cb=:  C3  =  •••.==  Ca  =  n  +  1' 

Bezeichnet  man  daher  durch  Sm  eine  beBebige  unserer  Summen»  - 
so  muss  man  haben: 

1  1  1  ' 

(22)  (n+l)-iw=  ^ (l+«o^)'*+^(l+n^)'*+..-.+^ (l+w:)A* 


Sw 


Ue^enprH^fWW  ^ft^^  AimuM  mh  ßUedem  ete.  53 

•der 


(23)  («+1).«-.= -»^(l  +  eKc)^. 


Wir  schreiten  endlich  zur  Betrachtung  derjenigen  keihen,' 
welche  aus  der  Ezponentiialreihe  sich  bilden  lassen,  durch  Ueber^ 
springung  von  .je  n  Gliedern.  Beseichnet  man  hier  die  Summen 
der  ft^-l  Reilien  durch  Xq^  Xi,  JC|,*...JPiiy  so  entstehen  aus: 

(24)       *?«H-*+2i  +3]  +....+;^  +  (ITFI)!  +  «»«• 

die  folgenden  Reihen: 

^+1         ^te-l-3         a:»«+»    ' 

^M-f-s         ^r^H-s         :r'**'H 

^' =* + ^Tf^f  +  (SJiW!  +  ^TF^ + **"• 

a:»        3?»+»         «*•+*        a:»»H»  ^ 

-*•  ==  2T  +  Öi+^I  +  (2n-M)!  ■*■  (3n+6)!+'*^ 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  .  • 

•  •  •  °  $  • 

•  •  •  •  • 

Differentiirt  man  eine  beliebige  dieser  Reihen  nach  or,  so  erhftit 
man  Glied  fiir  Glied  die  ihr  vorhergehende,  so  dass: 

<Lh. 


(28) 


2.^= 


*.-,= 


dar»' 


(26) 


y     _d«-^ 


f 
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Berücksichtigt  man  nun  die  Bedingung: 


..\-. 


(27) 


Xq-I-Xi  +  -$2+  ••  ••  "t^  -2mi-2  +  Xn^i  +  Xn  =  €*, 


... » 


SO  ^rgi^bt  sich  fojgende  piffereDtialsleichjjng :  ^ , ,  > 


c^^„  ,  li'^iJf, 


^,x':V.:.  . 


•mI    * 


.'; 


^*'*l,.'d^>  (te« 


i. 


Um  zur  Auflösung  dieser  ^Gleichung  ,zu!geUni^9twoliell*\t^ir 
zuvorderst  die  rechts  stehende  Function  von  x  ausser  Apht  l^seo^ 
und  zu  integriren  suchen  die  folgende  Gleichling:  '  "  * 


(29) 


d«X„.   d-^^Xu  .  d^-'^Xn.        .d^Xn  .  rfin  .  ' 


dx^ 


+  "a^-i  +"^S^+-+  «i»«  +  rfa:  +-^«^=0. 


Nun  liegt  hier  die,  Vermuthung  nahe,  dass  Xn  einen  Ausdmick 
darstellen  yy^rd^y elcher  irgendwill  e'  afs  Fiactör  enthält,  in  wel- 
chem Falle  wir  die  bifferehtiälqiiotiiefit^n  der  Function  *^ihr  selbst 
proportional  setzen  dürfen;  eis  sei  demnach: 


•  1  . 1 V  ; 


Hieraus  folgt  :^ 


1. ' 


d^Xn  dXn 


dx^ 


=  a. 


dx 


=  ß.X, 


n> 


»Kr    1 1 1 ;  1  • . 


-.  ^^ 


•      f. 


d'X, 
d:c» 


d^Xn o   dXn  '  „ 

"■'d^-P'da^^-'^'': 


k 


d»Xn  d^'^Xn       ^d^^Xn 


cPX 


dx^ 


=  a. 


dx^ 


dx^ 


dXn 


und  es  wird  also: 


^ 


;a=' 


,  •* 
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#  •      .  •  ( 


d.  h,    ■  ■..     .-•:■  ..!-•■■■•;        •■ 

(31)     $=a*,  r=it»„...i=:«^*,;  ii=«»-s  v=^«*. ' 

An^  (2ft)  evg^ebt  sieb  feroers 

ij'.       •         ■..-.-•  • 

'      '  '        '•      '.  •  '      '•  •    ,        '  .         . 

d.  h.  wegen  (30): 

Dmdirt  soian  hier  durch  Xn^  schafft  Alles  auf  eine  Seite  upd  er- 
setat.y,  f^>  %,.,.'§  durch  ihre  iWerthe  aus  (31)»  so  ist: 

(32)  a»+a«-i  +  a»-^a  +  ....  +  aa  +  a  +  l=0, 

eine  Gleichung^  welche  dieselben  Wurzeiwerthe  hat  wie  (9),  eine 
Wurzel  der  letzteren  ausgenomhieo >  diejenige  nämlich,  welche 
=:  1  ist ;  sieht  man  als  diese  ^o  ^n  >  so  sind  die  Wurzeln  voh  (3^) 

Es  war : 

dXn 


mitbin 


dx  ,      dXn         , 

-r—  =«  oder   -CT-  =  adXy 

■An  An 


logZn  =  o;:r-f-G 


oder 

(33)  Xn^C.^^^.    . 

Die  letzte  Gleichung  liefert  den  n  Wurzeln  von  (32)  ent- 
sprechend eben  .so  viele  singulare  Auflösungen  der  Differential« 
gleichung  (2tf);  ihre 'Summe  muss  als  das  vollständige  Integral 
derselben  angesehen  werden,  alsc^: 

(34)  2r„=Ci.e^»'+qB.e*«*  +  ....  +  G,.eV. 

Die  übrigen  Functionen  ergeben  sich  hien^us  vermöge  (26)  durch 
Differentiation: 

(35)  ^  ^n-a=Ci.fi*.e*i*  +  Ca.fa*-«^**+—  +  C'n.Cn*.*V, 


66      C.  Helimi§:  BetracAiunf  derjeni^m  ifeiken^  weMe  durch 

Betrachtet  man, in  den  Gleichungen  (34)  nnd  (3B)  die  Cals 
reine  Gonstanten,  so  werden  dadurch  die  Integrale  von  (29)  jdar- 
getf teilt;  denkt  man  sich  aber  die  C  als  gewisse»  noch  in  be- 
stimmende Functionen  von  x^  so  k5nnen  (34)  und  (36)  die  Inte- 
grale zu  (28)  liefern.  Unsere  nächste  Aufgabe  wird  also  darin 
bestehen,  die  C  unter  dem  letzten  Gesichtspunkt  zu  bestimmen. 
Wir  Aferentiiren  zu  dem  Ende  (34)  und  (35)  so,  dasa^  wir  ans 
die  C  mit  x  zugleich  variabel  vorstellen ;   dies  giebt: 

.     1     - 

dXn     ^   .   -  dCi     -  _ ,  dC^  dCn    ,  , 

dXwi    '  ^       ^  dCt  .  ^  _  dC^  dCn      _,  ^ 

1        •  •  •  •  • 

■  •  •  •  •  •         ' 

■  •  •  •  •  • 

^Hierzu  ist  aus  (27)  hinzuzufügen: 

(37)  Äo=e'— (X„  +  j^i  + ....  +  Xi+Xi) 

I 

oder  wegen  (26): 

t 

t 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen: 

dXu Y  dXn^i Y  dX^  _  -KT  1   d^Xn        y  . 

-^_  Jin-i,     ^— _A._a,  ....  -^ _ JC,  und  -^^_  J^o, 
80  erhält  man  durch  (36)  und  (38) : 

•  •  •      ' 

•  •  •    .       •     • 

•  •  • 

•  •  • 
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Gleiehfiiigen  mfisseB  zat  Bedtimmoiig  tod  Ci»  Cs»  ••••'^oh 
fldirep.  Wir  multtpliciren  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  pi, 
die  dritte  mit  ^3.11.  8.  f. ,  die  letzte  mit  Qn-n  indem  wir  unter 
9i»  Q9»  ••"'*  Qn^i  unbestimmte  Fadtoren  verstehen,  deren  weitere 
Bestimmung  wir  uns  vorbehalten;  ist  dies  geschehen ,  so  addiren 
wir  und  bekommen: 

dC      •••• 
(40)  -^•e'^'-(l  +  9ih+Q2^i*+-+Q—ih—^) 

dCU 

dCn 


•••• 


Will  man  hieraus  z.  B.  -4^  finden^  so  darf  man  nur  die  q  so 
bestimmen,  dass  sie  folgenden  Bedingungen  genügen: 

■  •        •  •    .  • 

■  ■        •  •  • 

f     •         •  •  •    . 

Dies  geschieht  aber,  wenn  die  Gleichung: 

(42)  •l+ei«  +  i>2«*+   •.  +  Pn-i««'-^=0 

zu  Wurzeln  t^»  h » *•**  ^  bs^t.  Mithin  sind  die  q  CoefBcienten  einer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bekannt  sind,  und  als  solchö  ebenfalls 
bekannt.    Mittelst  (41)  geht  nun  (40)  über  in : 


dCt 


oder 


(43)  ^.(€i«-i+*^.«i»-H... +-^  hH-^  .ei+— )=e^(i-^a 
Setzt  man: 

80  wi, 

(44)  f».(r-fi)=e"+f"-H<—»+... +«•+«+!.       mgl.(32) 
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Weil  ^w  (^)  .«H  Wurzela  c^  %)l..^  s«  bat^  «a.  uil  auch:  ; 


aUro'!  .  •  •,-.'.".:/•  ■'    •••;•  '•■■■ 

t 
<        ,       '    *  i  -         ■ 

I 

^8         e        ^8  ^         e        e2  ^1        e      *i Li       e 


•••• 


^n-1  ^n-l  ^n-l  ^n-1 


'  ■  ■  '  1 

Vergleicht  man  daä  letzte' Polynom  liiif  d^em  in  (44) ,  w  ergiebt 
sich: 


,  .  I» 


'   9n-2  -       j        ^n-2       ,      ' 


r —  .«1=^1  oder  ^^ — •  ^l.+  £i +«A  • 


•  ■         .    <      .  •  •  • 


t     ' 


g 


i^ra  nun  den  Wertb  de^  Factors  yon.  -^  in  (43)  keiiiBieo;  zn 

lernen^  müssen  wir  in  (45)  £='Fi  setzen  und''dani1  flft  die  GoefB- 
cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  6]^  ihre  Werthe  aus  (46) 
einführen;  oipltiplicirt :  man  also  den^  ersten  Werth  in  (46)  mit 
«i"— *,  den  zweiten  mit  ^i«-^  u.  s.  f.,  den  drittletzten  mit  fi*,  den 
vorletzten  mit  z^  und  den  letzten  mit  1,  so  enthält  jedes  Giied 
des  Polynoms,  welches  den  Werth  von  P  für  6=.ei  darstellt, 
«i*^^,,  jedeii  Glied  ausser  dem  ersten  «i«-*',  jed^s  Glied  \itisf6r 
den  beiden  ersten  «i<%-^*  u.  s.  f., '  ^i®  ist  hur  in  den  Jrei  l^zten, 
6i  in  den  beiden  letzten  Gliedern  und  1  nur  im  letzten  Gliede  vor- 
handen.   Mithin   wird: 

P^,j = TO  6,  «-1  +  (n  - 1)  «1«-«  + ....  +  361«  +  2fi  +  1. 

Multiplicirt  man  dies  mit  l  — «i»  so  kommt: 


v  •*  Gäö^nprin^iPtff  «Mr  AnstaHtm^^Neäem  Bti.  ^ '  OB 


Folglich  erhalten  fi'iV  lals  denr^^^erttf  JUMsqre^  Factors: 


1  •,  t  •  1 


■;li'|l  'S '''■  /*'•.)   ■■     ■'!    '   ■.!  '       t!  •••»  ;.'        •*  r"'.^     ••       ;•■ 

und  Oi3>^iäi»!'iri''^ol8fedes6eä:'       '   '"'        ' 

also  ^ 


1 


wo  K-i  eine  reine  Constante  bezeichnet.  Es  ist  l^lär,  '$dass  die 
Werthe  von  C^«  C^y  >...  d  aus  dem  zuletzt  gewonnenen  Atisdrucke 
dadurch  heryorgehen,  dass  man  den  Index  1  nach  und  nach  in 
2,  3,  ....n  Verwand'eltl  Wh  tönrien  dähe^r,  weil  i{^f^z=i\  i^t,  schreiben : 

....c;fi=Äii — ^xj'^      «•^w 

Hierdurch  geht  (34)  über  In:  '  .  •  . 

;      .         .* 
/«    '  •        .   '  I    *  '      ■ 

d.  h.  weil  die  Summe  der'Wurzeln  (Cj,  eij—- ^ny==--'  ^^^  muss: 
und  deshalb: 

(49)  j    r       ■'     :'        *   :    ^  •:      '         '        : 


6U     C.  Htllwig:  Bftraekiuni  derjenigen  Reihen,  weiche  durch  . 

Die  3estiinmnDg  der  Constmitten  K  betreffend,  so  sebeti  triir 
aus  den  Reihen,  durch  welche  unsere  Functioneti .  JT  repris^Ürt 
werden,  dass  jedes  X  ausser  X^  fflr  a:=:0  verschwindet  Dem- 
gemäss  erhalten  wir  aus  (48),  a:=0  setzend: 

und  aus  (49)  gehen  noch  n  —  1  andere  dieser  ähnliche  Beziehun- 
gen durch  dieselbe  Annahme  hervor,  wenn  wir  die  letzte  Gleichang 
fiir  Xq  in  (49)  als  entbehrlich  auslassen,  also  dass  wir  haben:  . 

zr^~Y^^\  +  Äjj  + . . . .  +  Ä», 

r 

(50)      ^-1 


n 


Die  Elimination  bei  diesem  Systeiii.  von  Gleichungen  bewerk- 
stelligen wir  wieder  ebenso,  wie  bei  (39);  nennen  wir  also  die  hier 
einzuführenden  unbestimmten  Factoren  o^i,<r3,. ...(Tfi-i,  so  fährt 
dje  Addition  zu:  '  - 

Ari.(l  +  <yi6i  +  <ya«j'+ +  <y«-i..ci«-i)  . 

1+  ATa- (1  +  «^1  fa  +  <y«?a*+  •  •••  +  <y«-i  •  ^a"""*) 
(51)  <+..'-  +  Ä«r(l  +  <Ji««  +  tfa««*+.f.-+<^-i-««"""*)  : 

Um  hieraus  Ki  zu  finden,  haben  wir  für  die  er  ganz  dieselben 
Bedingungen  zu  stellen,  wie  für  die  q  in  (41),  und  mfissed  also 
auch  für  die  c  die  in  (46)  berechneten  Werthe  gelten.  Dann  wird  i 

Den  Werth  des  Factors  von  Ky  haben  wir  schon  frfibeir  be- 
rechnet zu 


ütterMfHii§mif  Hner  AaamU  um  eUedtrn  «te. 
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ancl  um  den  Werth  des  Factors  von 


-1> 
n+l 


ztt   ermitteln,    dürfen 


wir  nur  1  zu  der  Summe  der  io  (46)  eotbaltenen  Werthe  hinxu- 
fhgen;  dies  giebt: 

F=fi«-i  +  2«4«-*+3«i«-»+....+  (n— 2)ei«+(n-l)€i  +  ji, 

also 

=  n  +  l, 

mithin 

n+l 


F= 


] — Bi'. 


Hierdurch  resultirt: 


*,.- 


(n4-l).ti» 
1-h 


— TT  •  1 1  ttlsO    Kt 

n  +  l    I  — Si  '■ 


(n+l).«,«' 


d.lL 


&  =  -ä 


n+r 


:Dem  Imalog  wird  sein: 


^-;rn  »~«+i"*  "~mt 

Durch  die  Substitution  dieser  Wertbe  in  (48)  und  (49)  erbSit 
man  jetzt: 

*^      n+l  ■  it  +  l  •  *  +  l  »+I 


.a 


^        ' 


*-t=.?Ti+ÄT*"'+MT*'*'+-+Ä''-'' 


Xi  =  r^ + rvT  •  e*'* +-^ .  «'•'+....+-7^  .  e*«'- 


■+l-^iHFT"^iHä 


MT'^" 


(Ö8)"\        ':-i-''.  .■         -l    '       ■        .       ..       .  ^'  .     i:.     ■•■.    .■'.•..•■;    :    •:  ;..    ... 


02         C.  Heiluißx  Seirttßhtung  tUrfenipen  HHken,  wUeke  durch 
Dies  lässt  sich  wegen  eo  =  I  iuid!£*t^.4i=  1  in  folgende  Form  bringen : 

'  «0,     ,  *l  «g  fn 

■  • 

.1. 
Bezeichnet  man  daher  durch  m  einen  Index ,  der  die  Werthe 

0,1,2,. .,.n  iach  und  nach  {dinimfent^  feoi  vrerden  die  Ißleichangen 

(53)  repräseptirt  durch:  i 

,     (54) (n  +  \.X„  =—  . c'o*  +  —  . e^.*  +  —  .,c'.»+....+  ^ . «r«*;; ..-  . 

oder  auch: 

(55)  (n  +  l).X„=  -?  r^.eV'.         •'•""» 

t  ■       >  '  t  •        '  -  i 


f      • 


Wir  können  den  Ausdruck  in  (12)  noch  dadurch  etwas  umee^     i 
stalten,  dass  wir  iT  .:•    » 

«?0  *=  **«>  ^'l  =  *^>  %  =*  ^1  »*•••  ^n  =  Wn  —  1 

setzen;  dann  wird  der  Factor  von  log  (1  —  £r^)  in  «n  nichts  Ab- 
deres,  als  „^^  d.  h.  1,  welches  übereinkommt  miK'  "~j^I'^  * ll)e«- 
halb  kann  man  j^hreibenr  ,  ;^ 

Durch  die  Vergleichung  der  Formeln  (23),  (55)  und  ifll^  j^'i6-' 
langt  man  daher  zu  dem  Sat^^,. 

Stellt  Fia:}  eiTie'def  Ifi^ni?tldn«n|ipg,  (I -t-^)^,  <l^ar>« 
und  e'  dar,  und  man  bildet  aus  der  für  F(a:y  geltenden 
Reihe  dpr^b  Ue{)erf  pringung.voii  je -n  <|rli0dern'jneae 
Reihen,  so  ^ib8  die  Sumhi^h  dieser  lR>iti4A,**  wenn  Co» 
Bi,  e^.,.,£n  die  Wurzeln  der  Gleichung  af^+^  — 1=9  be- 
zeichnen, bestimmt  dureh 

(57)  /«(^)  =  MTrfoV^-^(^'^)' 

SO  dass  für  miitith  uiid  nac^h^  (^,1,2, ....?{  ktt  se'ts^n  ist. 


••V  'V' 


>l»#grjyii^»ii#  «Amt  ämmki  p&m  Cügdtm  e$e.    "         g9 


Hfittm  Wir  4ie  BeiBev \9f((l  +»)i  (l^xy*  6dere^»m  Gründe 
gele^^  ^ö  wäre  die  Sunnuenbeslipiikiinig  Wr  die  abgeleiteten  Rei- 
ken  abbäiigig  geworden  von  der  deicbnogt 

,   l  +  (-l)«.a:-+»=0  .    ■    , 

und  m^n  hätte  also  bei  ungeradem  n  wieder  die  Gleichung: 

für  ein  gerades  n  dagegen  die  GleiehuDg; 
(58)  ««+1  +  1=0 

auflSsen  mSMefn. 


IL 

,  I  •  • 

•  t  ,  . 

•■  '.  :        •    .     '  .    .  •  ■     •     ■ 

Elimination  von  x  aus  den  für  unsere  Summen 
g'eftthdeiie'n  Oieidhungeii. 

Wir  haben  in  den  l^isherigen  Entwickelungen  n  +  l  Summen 
als  FuDtttionen  ihn  a  bestimmt^  die  Elftnii^fttion  ton  x  zwischen 
je  zweien  von  den  Gleichungen,  welche  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  Summeii  und  or^atisdriicken,  mu^s..zu  eiber  von  x  unab- 
hängigen Gleichung  zwischen  den  betreffenden  beiden  Summen 
fuhren,  so  dass  im  Ganzen  auf  diese  Weise  n  von  einander  unab- 
hängige Relationen  zwischen  ,den  jedesmaligen  tI  -f  1  ^  Summen 
entstehen  werden.  Wir  wollen  jetzt  versuchen /' diese  Relationen 
festzustellen. 


t# 


Durch  die  Gieichuug  (57)  wird  folgendes  System  vonGleichiMi- 

gen  repräsentirt: 

''       .  •    .  '.      .  !  ■  »■   ■  '••  •        j  •'  ■ 

/  (n  +  1) .  /oa:=  Fit^x)  +  F{bt,x)  +  F\b^x)  f.....  +  F(f«a:), 

r  -.   .     .-  »i     -  .  i'.     ;  ,     -m  -i     '  ^|  "I        *         II.'.  -      .'»      |,..     W. 

,(«+ ]).A^=-F(foJ?)  +  -  FiB^x)  +  -F{.t^)  + ....  -V-FiBnxy 

(59)  *»+l> Vyc=*ri*'<*<>*>  ^  rsf<^') + A*X«a*)+-'"4 A'l(«<i*)' 

!  t  .        •  i  •  : 

•  •  »  •  • 

•  •  ■  *  ■ 

(n+\).fnX=—F(B^)  +  ^F(s^x)  +  ^„F(e^a:j+.'...^^^F(s„x). 

r   •         *         i         .•  •       ■  .'■■'■ 

Qa  c^==l  i^t,  .«tp'folgf  hieraus  zu^ä^hst  durph  Addition: 

(60)  F(€ox)r=zFx=foX+fiX^ft^^....^f^ä::  -  :i '-  »  - 


64  ,  C.  Hellw^igx  Btirachinmg  ä^enigm  Reikem,  weieU  durek 

'  Um  auch  eioe  beliebige  der  ^anderen  Fuik^tioneiL  Ff^dvrch  die 
FoDctioneo  /  darzueteUeo ,  multipliciren  wir  die  zweite  GieichiMif^ 
in  (59)  mit  o^,  die  dritte  lüit  «»3^  u.  s.  f./,  die  letzte  mit.  ^i^  W4» 
o>i>  (02>***«o>ii  unbestimmte  ^actoren  bezeichnen.  Durch  Addition 
erhSit  man  dann: 

t  11  1 

F{sqx)  .  {1 +r  •  »1  +fr«  •! »«+ .—  +7;;  •  ««1 

1         1  1 

l-|-F(fiar).tl+7-»i  +  i-»- »2+--+r;i- »«) 
1  h  h  «1 

J+^(«2^)41  +  r-  «i  +  r2'ö)a  +  —-+7U' ««}  +  •••• 

I  11  1 

[....  +  F(6«a:).{l  + — .(»1  +  r-2'«)2+—+ni'«'»J 

\=(»  + l).{/o^+ ß)i./ia;  + (»2. /i^ +••••  + »Ä*/«^)- 

I         ..... 

Will  inan  hieran«  z..  B.  F{tiX)  finden,  so  ifeschiebt  dies  durch 
die  Annahme: 

a  ^  ^—  ^ 


1.1  .1  .1  _n 

(62)  ^        *  ^  ^ 

j         •  •  • 

■         •  •  • 

•  .    •  • 

;  ■       •         *  • 

•  •  • 

'1  1.1 

Hierdurch    zeigen    sich    o>|,  (»29***«<on   als    CoefScienten    der 
Gleichung: 

(63)  €'«  +  Ci()i.€»-*  +  l»2.«""*+»...  +  0>n-i.C  +  W«  =  0 

an»  wenn  diese  zu  Wurzeln  Bq^  £2»  ^s—* ^«  ^^^'    ^^'  setzen: 

(64)  Q=(5-0.(«-««).(«-0...-(«— ««)* 

woraus  in  Verbindung  mit  frfiheren  Bestimmungen  fai&rvorgeht: 

:e=p.(e.^fo)=^(€-i). 

Nach  (45)  aber  ist: 

■  '  .  ■       ■ 

dies  multiplicirt  mit  b — 1  giebt: 


woraos  man  ni  Berficksichtigung  von  (46)  schliesst: 

(66)  Q=«»  +  €,:€«-i  +  €i*.««-«+.,..  +  £i«-».««+€i«-i.f +^«. 
Die  Vergleicbung  dieses  Ausdrnckift  mit  (63)  lehrt,  daas  man  hat : 

t 

«od  nun  ergiebt  sich  aus  (61) : 

um  hierin  den  Factor  von  F(e.a?).— r  zaberechnen«  darf  man 
Dar  in  (65)  £=€£  setzen;  er  ergiebt  fich  als: 

(n  +  l).Hi«, 
«iid  es  wird  folglich: 

Hieraus  lässt  sich  schon  schliessen,   dass  man»  wenn  durch 
iein  beliebiger  Index  zwischen  1  and  n  bezeichnet  wird,  haben  muss: 

/'(fiar)=f<o./o:p+£rf»./iar  +  f^a-Aa:  + .... +  €i"./;^ 

oder 

(66)  F(s«ar)=  ^*€i^./wr, 
wShrend  (60)  sich  schreiben  lässt: 

(67)  F(x)^^y  frx. 

r=  o 

Ffir  die  Logarithmenfunction  ist 

F(€#*)  =  log (1  —  tiflc)  und  F{x)  =  log  (1  —  x). 

Statt  der  in  (66)  stehenden  Summe  wollen  wir  das  Zeichen 
S(Ui  und  fi3r  die  in  (67)  enthaltene  S{t)  gebrauchen;  hierdurch 
Verwandeln  sich  (66)  und  (67)  fär  diesen  Fall  In : 
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f)6      C.  Hellu>i§ft  BetracMuna  derjenigen  Reihen,  welche  durch 

Iog(l-£Är)=Ä(/^  und,  lp5(l—^)=  «(/),-. 

d.   h.   wenn  man   von    den   Logarithmen   zu  Exfiorientialgrussen 
übergeht:         ^  • 

oder 

(68>  ,       .     w;=|v-6«(«) 

und 

oder 
(69)  a:=:l  — cW. 

■ 

Dein  analog  ist  bei  der  Binomialfnnction : 

li+ff^)i*=iÄ(^f)  und  (l  +  i)i»=S(6), 


also 


1  1 


d.  h. 


1 
(70)  f,a;  =  tÄ(6f))Ä'-l 


und 


1 


(71)  JP=:{iS(6)}M-L 

Bei  der  Exponeiitialfunction  endlich  h^t  man : 

e*i*=:Ä(c£)  und  e*=5(c),  ^ 

d.  h. 

»■  ■ 

(72)  HX=z\o^S{ei) 

und 

'  (73)  a:  =  logS(e). 

ISun  findet>  wenn  t  Werthe  zwischen  1  und  n  annimmt ,  die 
Gleichung  Statt: 

'  .  ,  ■  I  • 

und.  aus  den  beiden  Reihen : 


J*  1 


und 


lässt  sich  durch  Multiplication  der  ;uf  ter  eioander  stehenden  Glie- 
der und  nachherige  Addition  bilden: 

Ahmt  man  die  Bildungsweise  dieses  Ausdrucks  mit  den  in 
(68),  (69),  (70),  (71),  (72),  (73)  stehenden  Summen  nach,  so  erhält 
man  Gleichungen,  welche  nur  Summen  unserer  Reihen  enthalten 
und  von  x  frei  sind.  Diese  von  x  freien  Gleichungen  werden 
repräsentirt:  ' 

bei  der  Jjogaritbmenfunction  durch: 

(74)  ^  ( l  -  e«(^ )" + (1  -  e^O.)«  -  ^ .  (1 — e^^'«*)) 

.     +(l_c5(0)«-a,(l.-..€S(^«*))a+....  +  (l~e5(0).(l.- 

...        .  +(l-e«(«))«=:0;  .  ^         . 

bei  der  Binomialfunction  durch: 
^1  .1 

(75)  .  (S(6£)^- 1)«+ (S(6)^- 1)«-  ^ .  {S{bi)  - 1) 

1  1  1 

+ {S{by  - 1)»-«.  (Ä(6f)— 1)«+ .... + {S{by-r  1) .  {Sibiy- 1)«~  1 

+  (Ä(6«)'^-l)»=0; 
'  übd  bei  der  filsfionentialfunetroA  durch :  ' 

'  '  '  '  . 

(76)    log»S(€)  +  log«-iÄ(e).logS(£,)  +  log«-25(^;  log25(^,.)^_, 
'     ;        ....  i  log  Sie) .  log  «  - 1  S{ei)  +  log  ^S(ei)  =  0. 

S^tzt  man  tn  '^diesen  drei  Gleichungen  för  i  nach'  und  nach 
1,''2^3,  ....  Tt,  sd''eifhält' man  in  jedem  Fälle  n  Vpn .  einander  linab- 
liäogige,  mit  x  nicht  behaftete  Relationen  zwischen' ^en  Summen 
der  durch  Ueberspringung  von  je  n  Gliedern  aus  unseren  drei 
GruDdreihen  abgeleiteten  Reiben. 


III. 


.  •'•  ■' 


Zusamm^enstejlung  der  durch  die  vorigen  Bestioimun- 
gen  bedingten  Formeln  für  die  Fälle  n  =  I  und  n=2. 

I^immt  man  die  Anzahl  der  zu  überspringenden  Glieder,  d.  h. 
»=1  an,  so  hat  man  die  Gleichung:  •  .  1;-^  Hk 

.  -5* 


68     C*  Beiiwi§x  BeiracMiung  derjenigen  Reihen^  weUke  durch 

aufzüMsen  nnd  evhSlt  daher  die  Wurzelwerthe 

io=:-fI  undfi=:  — I. 

Für  die  togarithmische  Reihe  ist  also: 

ar*     as^     x^ 
to— —- 2       J"' — 5      ®*^'» 

t>|  =  — «— -Ä  — g-— etc.; 

2to=log(l-ar)  +  log(l+ar)=log(l— «^, 

1-ar 
2t>i=log(l— a:)-log  (l+ar)  =  log|-qp^. 

\ 

Als  Gleichnng»  wodurch  Vq  und  Vx  verbunden  sind»  erglebt 
sich,  da  iS(/)=9o+^i  «od  5(^)s=9o--vi  gemSss  (67)  und  (66) 
ist,  aus  (74): 

(l-««'<»4-»i)+(|— e»e-»i)=0 

oder  I 


(77)  «••.{«''' +  ;;:j  =2. 


Ffihrt  man  in  diese  Gleichung  die  hyperbolischen  Coraras 
und  Sinus  ein»  so  lässt  sie  sich  schreiben: 

(78)    (Cost>o+Sinro).Cosri=l  oder  Cosoi=:Cos9o'~'*Sinoo. 

Die  obigen  Reiben  ffir  to  und  v^  besitzen  in  allen  Gliedern 
einerlei  Zeichen ;  bezeichnet  man  die  ihnen  entsprechenden  Reihen 
mit  abwechselnden  Zeichen  durch: 

-  _Ä*     a^     x^ 

i=a?---ß-+-g — etc.; 
so  hat  man  offenbar : 

nnd  umgekehrt, 
nnd  erhält  demgemäss: 


VHenprtn§uii§  eüur  AmtaU  m«  eUeäerm  ele. 

2  Fl = v:^!.  log  (I  -aV:=T)  -  V^=T.  log  (i  +  *  V^ 

L.  ,    l+«V~=T 


ao  irie: 


(79)    '  «''..f«''.-*^^  +  -^:v^>=2. 


«r..{«r..vri^. —1^1=1 


( 


eine  Gleichung,   die  sich   durch  Einführung   der  hyperbolischen 
and  trigonometrischen  Functionen  verwandelt  in: 

(80)  cos  Fl. (Cos  Fo  +  Sin  Fo)=l  oder  cos  Fi = Cos  Fo-Sin  F©. 

Die  obenstehende  Reihe  fi!r  Fi   ist  die  bekannte  Reihe  ffir 
arctg  or  und  es  ist  also: 


(81)  log(l+a:«)  =  log(l+a?V-=r)+log(l-d:\rZT) 
und 

(82)  2;V'^=T,arctga:=log(l  +  a:VCIT)---log(l--a:V"^). 

Hieraus  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

log(l +«  V^nr)=log(l  +  x^i  +  VI^.arctg;r 
und 

log(l  — ar  V^==T)=log(l  +  a:«)*— V'in'.  arctg  or 
oder,  wenn  man  zu  Exponentialfunctionen  fibergeht: 

und 

(84)  l-arV=T=:VT4l?.«-V^-»»«*8'. 

Bezeichnet  man  dem  Obigen  analog 

log(l+a?)— log(l— or)  durch  2.  Arctg  or, 
so  erhält  man  den  letzten  Formeln  entsprechend: 

(86)  l  +  a:==Vl— a;«.cArcig* 

und 


70     C.  Hellmi§^  ßelt)»hi$mi^derjefaffen  Rethrnymeii^ 

(86)   -   n  :   «    l-t-a?^Vfr=^^>-4^'ctt.        J   -   '      .^- 
Für  die  Bipopiali^e'^e  hAompi  map  för  dei^  Fall  f^=^\  t^ 

5o = I + fti^.a:^.  +  fi3 -^  +  etc. , 

■  '■    « 

,   2«,=(l+a?)/'-(l-a;)/'; 

und  al«  fileichang  zwischen  <o  u"*!  'i  vermöge  (75): 

,.   •    ,  .-.    ■■  ■       .1..:  s    ■  ^■:.  ■ ,.  ..  •,   .  ■-•.:■   •     •. 

(«ö+'i)''— l  +  («o— *i)''-i=Ö  . 

Diese  FormelD  lassen  sich  noch  yetmuge  der  in  (85)  und  (8( 
enthaltenen  Werthe  umbilden,  nämlich  in:      ' 

I- 


oder 


^  jo— (Vr^^)^. C!os(|x . Arctg;r) ;  ' ' 


1  (  I .  ■  f ' 


ebenso: 


5i  =  (Vi  -  a;«)^.  Sin  (f* .  Arctga») 

und  ^.',!'  •}  . .  J        /         ^  -j   ^  '        *^  i.      J 


V  t  ,   .  •..      ,..    .  .♦  ,;<,   ..„  .    .   .,.        t       .,.     .;,._   .     .         •  •       .T, 


.,         .     ■    .^     t   ' 


so^(V  i  +^)'' . 2Cft.(| •  Arctg&) =2 


d.  h. 


•  t 


(88)  »«"  +  «1«= — ^ 


.  t  .- 


(|'^''=*8|) 


Die  Reihen  in?t  abwecbiselnden  Zeichen  sihd'bier: 

Äo=J-^f*i*^  +f*3«^-- etc.. 


Sji  =  l*a:— f*a  •  Ä?' + (»4 .  a?*— etc. , 
und  man  hat  dabei: 


K 


t  y 


N 


So==«o[^=^- V-pl]  uod  Si  =  y — f.  5i  [;r =a?  V  — 1]' 

UDd  umgekehrt 
Hieraus  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

2  ^0= (1  +  «.  V^^y + (1 -a?  v::^^)/' 

I 

und  ' 

SO  wie  die  Gleichung: 

1  1 

ode^    ■    ■  =     ••  .•.■•.•>■■.■.■.•.■•  ,•'--,;■  .,j 

-■    .  ■  '  ■  ...  » 

(89)     '  So"-l(l+|^  •  V=^)^+(l  -  ^ .  V^)M1=2. 

>  .  '  . :    •  •  •  .•      .  •  ' 

Diese  Gleichungen  sind  4en  vorher  ausgefährten  ähnlicher 
Umbildungen  föhig  mittelst  der  Formeln  (83)  und  (84);  sie  gehen 
über  in: 


Äo= (\ri  +  a?*)A».  cos  (fi.  arctga?) , 
Si  =  ( V 1  +  i"^)^ .  sin  (|x .  arctg  j:)  ; 


'  ii  • 


und 


(90)  V + Sx^=  ——n — 7^^  • 

cos^'        — '"     ^  * 


(i""*sD 


I   <-  -f- 


Die  Exponentialreih^  endlich  liefert  fiSr  dei  Fall  nz^uli 


x^    'a^ 


-Xo  =  l  +  2"!"+  4|"  +  öte.. 


x^  .  x^ 


Reiben,  als  deren  Summen  bezuglich  der  hyperbolische  Cosinus 
üDd  Sinus  gelten;  dabei  ist: 

2^=e*  +  c-*  und  2J!ri=0*~cT^*, 


72     C.  Heiiwi§:  SeiraeMmp  derjentpen  JUeikett^  meUke  Oureh 
so  wie  wegen  (76): 

Iog(2ro  +  -yi)  +  log{-Xi— yi)=o 

oder 

(91)         (2[o+2r,).(jfo--Xi)=-Xi«-jri*=i, 

eine  Gleichung,  welche  die  belsannte  Beziehung  Cos'o; — Sin 
=1  giebt 

Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  sind  hierr 


Reihen  9  deren  Summen  respective   durch  den  trigonometriscl 
Cosinus  und  Sinus  bezeichnet  werden.    Man  hat  dabei  weiter: 


und  umgekehrt. 


also 


und 


2afo=c*-^-*+«-*-^»^^ 


».=^.  <..v^_^.^, 


nnd 

eine  Gleichung»  welche  die  bekannte  Relation  cos'^r-^sin'j; 
enthält. 


Setzt  man  die  Anzahl  der  In  der  Grundreihe  zu  übers{ 
genden  Glieder  oder  n=2,  so  hat  man  die  Wurzeln  der  Gleicl 

zu  bestimmen;  sie  sind: 


0^t€nmi»n»t  ttiur  AmaU  mm  tUtdern  tte.  73 

«0=1.  h=-l+lV9.^^T.  H=-l-lV'S.^/^=Ti 

nimmt  man  'also  «filr  f|   die  Fomi  «+p.V — 1    an,  so,  wird  i% 
=«— /J.  V— 1  und  es  ist: 

«=-2'  <'=2'^' 

Die  ans  der  iogarithmischen  Reihe  fflr  fi:=2  sich  ergebenden 
Reihen  lauten: 

x^      x^     x^  a^     x'^    , 

«0=— "w g g — etc.,   ti=— a?— ^— -»-— »etc., 

Ar*     o:*     a:'       .    , 
»,=—- 2 — -g j— etc.» 

UDd  man  hat  ffir  sie : 

3»o=l«>g(l  — «)  +  log(l— «1«)  +  log  (1—«,») 
=Iog(l  -x)  +  log(l  +  «+««) 

oder 

3to=log(l-«»), 

1  1 

3«! = log  (1  — «)  +  -  •  Ipg(l — «i«)  +  -  •  log(l — %jr) 

=Iog(l  -a?)  +^.Iog(l— «ijr)  +  «i  .log(l  — ^, 

1  1 

3v2=log(l— ^)+  p-  log{l— fio?)  +~i-log(l— «ja:) 

=log(l  —  j:)+fi  .Iog(l  —  ^ar) +H.  log(l  — ^o:). 

Wegen  der  kurz  vorher  fBr  C|  und  f«  feststellten  Werthe 
ist  aber: 

=  «.Iog(l— £ia?)(l-«tar) +/J.  V^T.logj^^ 

1    1+r^^v^ 

=«.iog(t+:r+^»)--p.^^.^^  ^;^ 

=«.log(l+«+a:»)— 2/J.  arctgp^. 


■ 


H     C.  Hellwiff:  BetracMmff  derjenigen  Reihen,  welche  durch 

In  gleicher  Weise f wird:  .  .       '   ,   ' 

• .  •  ■ 

Bx .  log  (1  —  fjo?)  +  «a .  log<l — t^) 


•'      •'•:  •  .     •  ■•  ■.    It/r  -.  ;  .•       .•  '•  ." 


wodurch  man  mittelst  Einsetzong  derWerthe  von  «  und  ß  findet: 

'         '  ' 

und 

■  1  x\r^ 

3i>a=log(l— a:) -Jlog(l  +  j:  +  a:«)  + V~3.arctg^~- 
Die  von  o;  freien  Gleichungen  heissen : 

(1  — .gf o+»i+«'ft)«  +  (1  —  C«'o+»i+»») .  (1  —  C»o+«i»i+«2»«) 

+  (1  —  e'^o+^i^i+f»»!)«  =  0 

und  ••  '    1    ■     ,  ;      ■        i    .  :•; 

(1  —  e»u+»i-H2)2  -|r  (1—  C^o+^i+tf»)  „(1  —  £»o+*»«'i+«t»i) 
+  (1  —  C«'*+*2«'l+«lf  2)2  =  0. 

t 
Subtrahirl  man  und  dividirt-  alsdann  durch  den  vorhandenen 
gemeinschafUichen  Factor^   was  angeht »  sofern  nich^,  Viz=:iv^  ist, 
so  fahrt  dies  zu: 

•■  (1  -*•  C»crf  f i+fa)  +  (1 T-  C*o-Ni»i+«at2)  +  (1  ^  «»o+*««i+*A«l«)s:f:0. 

•  I  •  f  j  • 

Die    Addition    und   Berücksichtigung    der   letzten   Gleichung 
giebt  hierauf: 

Q^adrirt  man  ferner  die  vorige  Gleichung,  nachdem  man  ihr 
erstes  ps^rent|ieti$ches  Glied  auf  die  andere  Seite  geschafft^  und 

subtrahirt  die  letzte  davon^  so  erfolgt: 

'■  ■     i  '       '  ' 

(1  —1  c^o-f  «1  i'i+*2«»4) .  (1  —  e^o+^a^i+^i^a)  =  (1  —  c»o+»i+»«)«. 

Föhrt  man  hierin  die   apgezeigte  Multiplication  und  Quadri- 
rung  aus  und  berücksichtigt  die  vorhergehenden  Relationen^  so  ist: 


'      '  üeht^frtnouMg  einer  AiiMikiwn  Giiedem  -ete:  7fr 


*•■•''•• !  .      '        ■"  /  . 


Gfii  DCM^  jßin9,9ifeite  qicbt  mit  iiq^inSren  GrQssen  •behaftete: 
Gle&chipig  Iiprz«ste|le»,  gebejQ  wir  der  obei^tehendeo^  4arcl|  Subr. 
tractiop  ^i^us  den.  beiden  er^tepi  Ton  x  freien  Gleicbungeor  ellt«M^^. 
dcDeo^  Relation  die  Form: 

also 

■»'■■■  •  •  :         .    ■     ; 

3— e*ö+*'i+''a 


6*1»^+,*«»« -|:  C*««'i +*!»*  = 


■  '   "     ■-  i  .    :  €!"♦ 


Durch  Einfuhrung  der  Werthe  für  (^  und  e^  und  einfache  Re-* 
ductionen  gewinQt  man  hieraus: 


/ 


und  man  erhält  folglicti:  > 

4^3  3  —  ß^o+^i+fa 

(94)    2.cos.yfa-Pa)==g*(«^i4-t>»).       ^  J^ 

* 

Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  lauten: 

^o  =  -3  — -g  +  9— etc.,  ^1  =  0?— .-j  +y— etc.. 


•         j 


86  dass- '    ''  '•  •    ' 

und  umgekehrt 
^    Daher  wird: 

* 

•  

Was  die  von.  o?  freien  Relationen  zwischen  Fq»  Fi  und  F2 
betrifft,  so'  stimmen  dieselben  mit  (93)  und  (94)  vollkommen  über- 
^in  und  man  bat  Biir  Fq  ffir  «^^  Vi  fiir  loi  und  F«  ffir  r«  zu  setzen. 


76      C.  Beiiwigi  Belrackiimp  derjenigen  Reihen,  welche  ^kirck 

m 

Ans  'den  Torstehend  behandelten  Fällen  kann  man  achoq  das 
Verfahren  abnetimen,  welches  in  den  öbrigen  angewendet  werden 
mnsa,  un^  lassen  wir  deshalb  nur  noch  die  Formeln  fHr  die  ans 
der  Binomial*  und  Exponentialreihe  im  Fall  n=3  entstebendeii 
Reihen  ohne  weitere  spedelle  Berechnung  hierunter  folgen. 

Ffir  die  ersteren  hat  man: 

3fi=:(l+a:)A*+«i.(l+«i«y*+«i.{l+««^y', 

oder 

35o=(l  +  «y*+2(l-ar+a:«)*.cos(/*.arctg-53:^/ 

3#i=(l+a:)^-r-(l  — a:+a:*)5.{cos(^arctg2^j^— VS  •8in(f*.arctggp;^j» 

^  a:V3A      /^  arVS 

35a=(l+a:)A«-<l— a:+a:«)«.|cos(^arctg23;3^y+V3.8in(fi4urctg2^;^ 

1 

+  l(5o+«l5i+«i.J^-l}»=0, 

1  1  1 

{{lo+'i +  «a)^-- 11* +K5o+'i +«»)'* --ll.K^  +  ^.'i+^i.-^)*- II 

1 

oder: 
•     (95)    3.(5o  +  fi  +  H)S  +  |(5o«+*i*+«i*)-(*o-«i+A).«s+*k-<^J^ 


und 


(96).  2.co«{i.a,ctgVl.,^l(,^^J 

1 

('6»  +  »i»+«.«-3j6*i«t)^ 


I 
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Fdr  Ae  Exponentialreibe  endlich  wird: 

3 Jl^se* +  e'«* +«*••»  =  «*+ 58. e  •.co»— g~» 
3Ji=e»+ei.e*>*+«t.e»«'*  =  «*— e  ••{cos— -j— +V  S.sin— j— |. 

log»  (i!;,+jri  +  Ji)  +  log  (Xo+Xi  +x^.  iog(j[o+ n.^i  +««-Xi) 

+  log«(Xo  +  «i-^i+«i-X«)=<^ 

iog»(A;,+ JT, + jr^+ iog(Jfo+*i  +-x»>  log (A;>+^.lrl  4-<i-^ 

# 

oder: 
(g?)  i[o»  +  Jfi»+^»-32[o2r,X,  =  l 

mid 

(98)        log(-Xo  +  -Xi  +  -^=;^'^^^*g2Jto-(^TO' 

-  Die  im  Vorigen  mitgetli eilten  Entwickelangen  zeigen/ dass  im 
Fall  11=1  die  betreffenden  Functionen ,  welche  die  Summen  der 
au«  einer  Gmndreihe  abgeleiteten  beiden  Reihen  auedrOcken,  durch 
eine  mzige  Gleichung  mit  einander  verbunden  sind;  diese  Glei« 
choag»  welche  wir  unseren  drei  Reihen  entsprechend  in  (78)  nnd 
(80),  (88)  und  (W),  (91)  und  (92)  vorfinden,  lässt  sich ,  die  jedes- 
maligen in  ihr  enthaltenen  Functionen  als  Coordinaten  betrachtet» 
als  .Gleichung  einer  ebenen  Curve  ansehen,  die  also  den  Zusam- 
menhang dieser  Functionen  geometrisch  darstellt.  In  derselben 
Webe  lassen  sich  die  Gleichungen  (93)  und  (94),  (95)  und  (96), 
(97)  nnd  (98)  als  Gleichungen  von  Oberflächen  auffassen,  von  denen 
je  Bwei  zusammengehören  und  eine  Curve  im  Räume  liefern,  welche 
dann  den  Zusammenhang  der  jedesmaligen  drei  zusammengehüri* 
gen  Functionen  in  geometrischem  Bilde  darlegt. 
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Ueber  die  CoDrergenz  der  unendlidien  Produkte  n^ 
einige  Tbeoremeii  aber  die  Confergens  gewisser  un- 
endlicher Reihen. 

Tob 

Herrn  Doctor   F.  Arndt, 

Lehrer  wm  der  Remlccbale  so  StralsnadL 


Vm  eSo  noesdiidies  Produkt  mit  lauter  positiven,  nic^ht  yer- 
/Mbirindenden  Factoren»  welches  mr  unter  der  Forü  (i-ftc^), 
(1-f  «x)(l -f  tl»)  etc.  darstellen  können,  hinsichtlich  s«ner  Gonver- 
geot  oder  Nicht -Conrergenz  zu  prfifen,  braucht  man  xwar  nv 
die  unendliche  Reibe  log(i-f  aq)  +  iog{l  +  u^  +  log(]  +«^).+:cti^ 
in  eben  der. Hinsicht  zu  nutersuchen;  aber  die  Theorie  der  Cbn- 
vergenx  der  «nendlichen  Reiben  ist  noch  nicht  in.  dem  Grade \mis* 
gebildet  9  dass  man  die  Sache  hiemit  als  erledigt  betraelvteD  dOiAe. 
Caucby  hat  in  der  Analyse  alg^brique  Note  IX.  gezeigl, 
wie  die  Untersuchung  von  den  beiden  unendlichen  Reihm     '    > 

U|9  «2»  %9  214,  eic, 

Ui^  V>  «8^  ««4^  etc.  /     /* 

ubhfingig  gemacht  werden  kann,  indem  das  fragliche  Produkt  gegen 
einen  endlichen,  von  Null  verschiedeneu  Werth  convergirt,  wenn 
diese  beiden  Reihen  convergent  sind,  gegen  Null  dagegen»  wenn 
die  ernte  Reihe  convergent,  die  zweite  divergent  ist.  Dieser  Satz 
enthält  also  ein  sicheres  Kennzeichen  für  die  Fälle,  in  welchen 
die  erste  Reihe  convergent  ist.  Für  den  Fall  aber,  dass  die  Reibe 
tt|,  t<a»  U3  etc.  nicht  convergirt,  sind  mir  noch  keine  allgemeinen 
Sfttze  bekannt»  weshalb  ich  denselben  hier  eitier  besonderen  Un- 


MSochong  üiltorvrerfe«  ^Uebeidi^  sch^MPt^  Cau^Jiyl^  £eliai^dli)9g 
les  Gegenstandes  der  nuthigen  Schärfe  za..  entbehren. 

Um  die  Betrachtung  äbersichtlichei^  zli  fhalten',  '  schicke  ich 
twei  Lehrsätze  yoräiis:  '  «  ..  h  -     ^  '  f  ^    ... 

Lemma  I.  Es  sei  Uj^  ti^*  tis,  etc.  eine  unendliclie 
Reihe,  deren  Glieder  dadseibe  .Vorzeichen  biaben; 
C\i  C2,  c^f  etc.  beliebige  Grossen,  deren  numerische 
Werthe  eine  endliche  Grosse  C  nicht  übersteigen; 
unter  diesen  Voraussetzungen  wird,  wenn  die  Reihe 
tfii%»<^  ^^^'  CO n vergeht  ist,  die  folgende  CiUi,  c^%,  CsUaetc. 
ebenfalls  convergent  sein. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  der  in  Be- 
tracht kommenden  Grössen  mit  den  entsprechenden  grossen  Buch- 
staben, so  ist  w^+«2+....+Uii==db(  1^1+1^2+....+ (7ii)==db^«>  w^ 
Sn,  indem  n  unendlich  wird,  gegen  eine  endliche  Grenze  conver- 
girt.    Da  nön  die  Summe 

80  folgt,  dass  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  beistehende  Reihe 
CiVi,  Csi/s»  C^ü^,  etc.  ebenfalls  eontefg^t  ist;  tiath  einem be-  • 
kannten  Satze  ist  folglich  auch  CiUj,  e^t^,  c^ti^  etc.  eine  conver- 
gente  Reihe. 

Lemma  II.  Es  sei  t/i,  u^,  %»  etc.  eine  unendliche 
Reihe«  deren  Glieder  dass.elbe  Vorzeiorhen  habeD. 
h»c^»c^  ^tc.  Grossen  von  einerlei.  Vorzeichen,  deren 
Damerische  Werthe  sämmtlich  nicht  kleiner  als  eine 
ron  Null  verschied e^ne  positiv&Grö«se  Csind;^nter  die^ 
sen  Voraussetzungen  wird,  ivenn  die  Reihe  Ui,U2,U3  etc. 
Uirer,gent  ist,  die  folgende  «M»  i^tt,,  03113  etc;  ebenfalls 
iiversent   sein. 

Beweis.  Behalten  wir  die  obigen  Bezeichnungen  bei,  seist 
Pi+ti2+....  +  «»=±:±((7i+l7a  +  ....+ C7«)2=+Ä„,  wo  »S;  mit  n 
ugleiefa  unendlich  gross  wird.   Da  nun  die  Summe  Q  t/i+C^üa+.-i; 

..  +  G,Un'Z(Xüi+ü^  +  ....+  ün),  so  folgt,  dass  C^ü^;  i^Ü^ 

^173  etc.  eine  divergente  Reihe  ist;  nun  ist  Cj^i +C2«2+ •••• 
••=+(CJ  Vi  +  Cal72+— •)»  folglich  ist  die  Reihe  CiUj,  02^2,^3113  etc- 
benfalis  divergent.  .  * 


Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  in  dem  unendlichen  Produkte 
^  +  <h)0  +  %)(l  +  ^)  ^^^*  aUe  tt  dasselbe  Zeichen  haben  üod 
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setzen  nach  der  durch  ihren  Reet  begrenzten  Mae1aarin*«eben 

tf 
Reihe  log(l-|-ti)=|  ,  ^.  wo  S  zwar*  eine  onbekannte  Fanktipn 

von  u  ist»  aber  zwischen  0  und  1  jiegt.  In  dieser  Gleichung  kamt 
man  fClr  u  succ.  ti«,  tin^-i»  ti«4.2  etc.   setzen ,    da  die  Funktion 

I<^(1  +  «)  m^t  ihrer  Ableitung  T-TTi^  ^^®^*'S  ^^^  ^^  tfssO  bis 
u^=^^n  oder  bis  u^=^Um\i  etc.    Hiernach  kommt 

(a)         iog(l-f  ti»)  -f  iog(l  -f  ti»f  i)  +  ....+log(l  +  tcii4«-i) 

wo  9n9  9t^u  ••••  ^M-ffM-a  sftmmtlich  zwischen  0  und  I  liegen. 
1/Vlrd  nun  Un  unendUch  klein.    Indem  n  unendlich  gross  wird,  so 

nfihert  sich  ^  ,  ^ —  der  Einheit»  also  kann  man  sich  n  so  gross 

genommen  denken,  dass  dieser  Bruch,  indem  tt  femer  wächst, 
immerwährend  kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Grösse, 
oder  auch  Immerwährend  eine  positive,  von  Null  verschiedene 
Grösse  fibersteigt    Nach  Lemma  I.  und  II.  wird  folglich  die  Reihe 

gleichzeitig  mit  der  Reihe  »«,  «n-f i,  Un-f-s  etc.  convergent  oder  A- 
vergent  sein.  —  Wird  ti«  dagegen  nicht  unendlich  klein,  so  kann 

auch    der   Bruch   n-s — = r  »'cht  unendlich  klein  werden, 

alse  bleibt  das  vorhergehende  Resultat  auch  ftlr  diesen  Fall  rieht%. 

Die  Gleichung  (a)  fährt  daher  zu  folgenden  Sätzen: 

Satz  1.  Wenn  die  Reihe  tfi,tis, tfs  etc.  lauter  Glieder 
mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  convergent  ist, 
so  convergirt  das  Produkt  /'=:(l  +  tti)(l'f  <^(lHh<b)  ®tc 
gegen  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grenze. 

Satt  %  Wenn  die  Reihe  Ui,  Us,  »3,  etc.  lauter  dlie* 
der  mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  divergjont 
ist,  so  wird  das  unendliche  Produkt  PzsJtoD  oder  Null, 
jenachdem  die  Glieder  positiv  oder  negativ  sind. 

Diese  beiden  Sätze  gelten,  wie  leicht  zu  sehen,  auch  dann 
noch,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  tfi»  tij^,  ti^,  etc.  zwar  niclit  von 
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Anfang  an  «inerlei  Zeicbeo  haben,  sich  aber  doch  eift  eidlicher 
Werth  V  von  n  angeben  lässt,  so  dasg  Un.son  n:^p  bis  nx;=0P 
sein  Zeichen  nicbt  ändert. 

■  ■ 

'Wenn  aber  die  Reibe  nicht  so  beschaffen  ist,  dass  ibre  Glieder 
zuletzt  dasselbe  Vorzeichen  bekommen,  so  finden  die  Lemmata  I. 
nnd  II.  auf  die  Gleichung  (a)  nicht  mehr  Anwendung  und  man 
muss  ein  Glied  der  Maelaurln'scben  Reihe  fainzunehiften.  Es 
kann  nämlich  ^uch  gesetzt  tv^erden: 

(b)  logPiit  =  tln  +  t^4-l  +  *«*«-f  tlii44ii-.l 

(/       tfa       y      /         UnA^l  y  /  ^it-Hn^l  V) 

WO  (1  +  ttn)(l  +  Mn+l)  ....  (1  +  Mn+m-l)  =  Ai. 

Bezeichnen  wir  die  Summen 

lln  +  tt«+l  +  .... +  t«i«+m-l  durch    Sm, 
ttn*  +  tln+l* +  ....  + ««ji+m-l^  duröh   tm. 


•^*(i+s;s;)"+"«+^'G+4x««+xy + ••• 

Da -alle  &  zwischen  0  und  1  liegen,  die  Glieder  von  ^  sfLitraift- 
Heb  positiv  sind,  so  folgt,  wie  vorher,  nach  Lemma  L  und  IL, 
dass,  indem ^/n  in*s  Unendlich^  wäcbst,.die  Summen  tm»  Tm  ent- 
weder zugleich  gegen  endliche  Grenzen  convergiren  oder  zugleich 
onendlicb  gross  werden.  Die  Summe  Sm  kann  aber  convergiren 
(iL  h.  sieh  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähern),  oder  diver- 
giren  (d.  fa.  an  den  Werth  -f-oo  oder  — od  streben),  oder  oscilli- 
ren  ^)  (d;  h«  sich  gar  keiner  endlicben  oder  unendlichen  Grenze 
nähern). 

Aus  dem  blossen  Anblick  der  Gleichung  zieht  man  nun  fol- 
gende Schlüsse: 

Satz  3,  Wenn  die  Summen  Sm»  im  gegen  endliche 
Werthe  convergiren,    so    nähert   sich   das  Produkt  Pm 

einer  endlichen,  vott  Null   verschiedenen  Grenze. 

•-"■.■ 

Sutz  4.  Wenn  Sm  gegen  einen  eAdlichen  Werth  con- 
vergirt,  tm  unendlich  gross  wird,  so  nähert  sich  Pm 
der  Grenze  Null. 


*)  Diesen  Begriff  hat  Stern  eingeführt  (Crelle's  Journal  Bd.  37), 
iFO  dieser  verdiente  Mathematiker  die  Theorie^  der  Gonvergenz  der  Ket- 
tenbräche mit  positiven  Gliedern  erledigt. 

Theil  XXL  6 


83   F.  Arndt:  üeber ^eC^werffetiB  der  unefktttckeHPrmMOentM 

Saixi.  W^nti  j^i  gegen  die  Orense  — od  geht,  t 
nähert  sich  Pm  der  Null. 

Satz  6.  Wenn  Sm  gegen  die. Grenze  -^ od  geht,  ab 
tm  ^egen  eine  endliche  Grenze»  so  geht  Pm  an.  d 
Grenze  -|-od. 

Sats  7»    Wenn  Sm  oseiilirt,  tm  gegen  eine  endiicl 

Grenze  geht,  so  wird  Pm  oscilliren. 

j» 

Satz  8.  Wenn  Sm  osciliirt,  ohne  eine  bestimmte  en 
liehe  Grösse  zu  übersteigen,  tm  an  die  /Grenze  -f 
getit,  so  nähert  sich  Pm  der  Null. 

Beispiel  zu  Satz  7.    Die  Reihe 

1     1     1     1_1_1_1_1_1_1     1_1_1  .  1  . 
4"*'4"*'4"*"4     9999     9999     9"^16+^*^" 

wo  die  Glieder  von  der  Form  +(~  )  >  und  wo  jedes  Gljed  so« 
mit  demselben  Zeichen  .Torbommt,  als  sein  Nenner  anzeigt,  ose 

<1\^  111 

jgj  +  etc.  5=  2+ö  +  £g  +  ®*^  'S*  convergent,  folglich 

i>=(H!)-(.-0X'4)"0-ä)"04)"-- 

• 

ein  öscillirendes  Produkt.    Um  sich  von  dem  Gang  dieser  Fnoi 
tieo  ein  Bild  zu  entwerfen,   dient  folgende  Betrachtung.     8eta 
wir  P^=^  PiP^P^bP^^  etb.  und  schicken  folgende  Bemerkung  votaa 
Nach  der  Maclaurin'schen  Reihe  findet  sich 

-»i«g(i±p)+(»'+i)«iog(iT(^^=±i-|(-feJ 


9% 


'     ■  m+I  —  «tt  '    ■  m+l 

daher 

wo  die  Vorzeichen  sich  auf  einander  beziehen.    Femer  ist 


■ 


w\m  lefieht  m  ers^beu^  4bAer 


(1       \(«»4-i«)« 


IMa  Maxitta  de$  Produkts  P,  Bfinilfch  pi,  P\P%p%>  PiPzPiPAP&^t^- 
fMfden  Uernaeii  foftwikread  kleiner,  da  f»2P3  <  1,  p^p^  <  1;  u.  s.  w^ 
abmao  wordeo  die  Minima  pip^-,  fhPtPtP^»  PithPtP4P6P6  ^tfL 
SmimihT^^d  kleiatr,  da  P3P4<1»  P6P^<lf  ■•  »-  ^•;  da  fodU^^i 
M«4^«''*-J^+A>J«  ^^  PiP%P3'"'P^i^i>PiPtf  sö  aMtfift 
j«de5  Maximum  daa  gruaate  Minimum.  Hieraus  ist  lerakbiJic^h,  4aaa 
Pm  sich  keiner  baslimmtea  Grenze  nähert. 

Betapiel  -zu  Satz  8.    Die  Reihe 

2^2    3    3     3M^4^4^4     ®^^'     . 


VII  die  Glieder  von  der  Form  Jb'~~>  «n^  ^o  jedes  Glied  so  oft  mtt 
dflmadhen  Zekkcn  vorkoiiimt,  als  sein  Neoner  anaei^t,  «lafiUlrt 
zwischen  Onndl»  wShrend  die  Reibe  der  Quadrate  2f  öl  +^fä} 

/'1\2  111 

+4f  TJ  +etc.=2  +  3  +  I  +  ®*^*  divergent  ist,  folglich  hat  das 
iBf&dlicJie  IVodukt 

fai  Werth  NnU. 


^)  Alle  in  dieser  Abhandlung  aogevandten  Logarithmen  sind  hjiier- 

6* 
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Id  der  That,  hier  i«t  Paiir=5«g-Ä«g....  =  (1  -^gXl— 5)(1— .y)(l — g)-— 
....(1— 2-^j7j)=0  für  «1=00  (Satz  2),  fjBroer 

WO  e'me  Basis  des  hyperbolischen  LogarithmeDsystems  bedeutet. 

Betrachten  wir  in  der  unendlichen  Reihe  ni,  u^y  u^,  u^^,  etc. 
die  Summen  der  positiven  und  negativen  (Glieder  jede  für  sich, 
so  lässt  sich  noch  ein  Schritt  weiter  gehen.  Bezeichnen  wir  in 
Ui-{-U2+  *"»  +  Un=Sn  ^^  Summe  t^er ■  positiven  Glieder  mit  ^^  die 
der  negativen  mit  <s,  s6  dass  9ff=zQ^a,  sovfolgt  nach  Satz  1.  und  2^ 
dass  das  Produkt  Pm  gegen  eine  endliche,  von  Null  verschiedene 
Crrusse  convergirt,  werin  ^  und  c  sich  bestimmten  endlichen  Gren- 
zen nähern,  gegen  Null,  wenn  q  an  einen  endlichen  Werth  geht, 
und  c-f^-i-co  wird.  Diese' -Resultate  folgen  indessen  schon  aus 
den  Sätzen  3.  und  5.  Wenn  aber  die  Reihe  der  positiven  Glieder 
divergent,  die  der  ne^tiven  convergent^  die  Reihe  der  Quadrate 
^  der  Glieder  divergent  ist,  so  i^ieht  man,  dass  Pm  an  die*  Grenze 
^QD  rückt,  und  dies  Resultat  lässt  sich  aus  den  obigen  Sätz^i 
noch  picht  ableiten,  da  hier  die  im  Vorhergehenden  mit  Sm»  tm  be* 
zeichneten  Grossen  zugleich  +Qo  werden.    Also 

Satz  9.  Das  unendliche  Produkt  (l  +  Mi)(l+%)/(l+tt8) 
etc.  rückt  an  die  Grenze  -f  oo,  wenn  die  Reihe  der  po- 
sitiven u  divergent,  die  der  negativen  u  convergent  ist 

Von  allen  möglichen  Fällen  bleibt  demnach  unsern  bisherigen 
Betrachtungen  zufolge  nur  derjenige  zweifelhaft,  wo  die  Reihe  der 
positiven  u  sowohl,  als  die  Reihe  der  negativen  u  divergent  ist, 
die  Reihe  der  Quadrate  der  Glieder  ebenfalls  ditergirt,  und  da« 
bei  4ie  Summe  Ui-\ru^'\-u^-\-  „,*  entweder  -f-oo  wird  oder  so  os* 
ciüirt,  dass./ sie  nlcKt' fortwährend  kleiner  bleibt  als  eine  end- 
liche Grösse.  : 

Beispiel  1.    Die  Summe  V r^  —  ^'^V^  ■^3  +  '*^4^4  +  '^g 

1  V      :  ;  .  11     1    . 

*    —  =  etc.  wird  unendlich  gross,  dertn  V  —' >—  flir  nS4,    wie 

0  .  n      n     to    ~ 

leicht  erheilt,  also  die  obige  Summe  von  Vian  ^  T+f^+ß+  otc* 

1111 

Die  Reihe  der  Quadrate    2'*^4'^3'^9+ ®*^-   ist   ebenfalls    diver- 
gent.   Das  Produkt 


(i+v5)(i--^(i + V3)a-^a+vj)a-i)  etc. 

*  ■     ■  * 

kaAn'  also  nach  den  obigen  Kennzeichen  nicht  geprüft  werden. 
Dass  es  unendlich  gross  wird^  lässt  sich  auf  folgende  Axt  nach- 
weisen. '/ 

Seteen  wir  (1  +  V  j)  (1  +  V  g)....  (1  +V^^)=P',  so  findet  sich 
leicht  P^^a  +  V^a  +  vl)!^.;^'  Nun  ist  yl^l^K 
V->-  fdr  n>4,  V4-i=|,  folglich  /^>4-5-6-7-.-+I'  <>der 
durch  Multiplication  und  Heben  P'>  ^(«  +  2)(nrf3),  also 


ft->(l+V2)a+V3).-2^qf2Ö-' 


der  Brach 


II' 

wird  unendlich  grösd  mit  n,  folglich  auch  Psif 

Beispiel  2^.,  Ton  den  drei  Produkten 

(l  +  l)(l-i)(H-l)a-J)(l  +  l)(l-4)  etc..        . 
(l  +  l)(l-4)(l+2)(I-i)(H-3)a-4)  etc., 
a  +  l)(l-i)(l  +  l)(l-l)(I  +  l)(l-S)  etc. 

oscillirt  das  erste,   das  zweite  wird  +€0^   da»  dritte  MulL 

■ 

Beispiel  3.    Die  Reihe 

2    V  2^3    2    3^2^3^4     §     3     4  ®**'' 

9 

deren  Bildungegesetz  leicht  erhellt,-  oscillirt  zwischen  0  und  -i-co, 
wShrend  die  Reihe  der  Quadrate  divergirt;  das  Produkt 

3  134123451293456 
^--2'2'2'3'2"3*2"34234'2*3*4*5  *"^ 

convergirt  gegen  Null^,  n->ks  sich  auf  folgende  Art^zeigen  lässt: 
DieMaama8iitdl+2.1+|,(l+^)(I-i),(l+g)(i_J)(l_|),etc.^ 
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\  ■ 


12      8  V 

sie  convergir^D  geg6o  iit  Null«  da  g-»  g-»  iq,...«  eine  dtvergireode 

Reihe  ist  (Satz  2.),   folglich  nähert  sich  P  ebeofalls  der  Null. 

Seta^en  wir  jetzt  die  Maclaurin'sche  Reibe  noch  weiter  fort» 
so  ist 

1^1  1  1  /    u    \^ 


folglieh  i  wenh  wir  die  Grosse 


• 


mit    C^t;.  bezQicbnea, 

(c)         log  Pm=  Un,  t  +  Vu^l,  r  +  Dn-f»,  r  + ....  +  Vn^^n-l,  r 

1  \(  ""  Y \f    ""+*    V'i   , (      «»+—1     Y\ 

wo  alle  B  zwischen  0  abd  1  liegen.  Bezeichnen  wir  nun  hier 
die  Summen 

Pn,  r+   I7ii4-l,r +  .•••+ ü»i+m—l,r    mit  Smy 
Ui?^  +  Un^^  +  ...•  +  Wbi+m-l^  mit   im. 

so  hat  man  wiederum  sechs  Sätze>  welche  ebenso  lau- 
ten werden  wie  die  Sätze  3.  bis  8.,  und  der  zweifelhafte 
Fall  wird  der '>seib,  yuro  Im^äs-I'^  witd>  9m  entweder  ebenfalls 
-|-  Qci  wird  oder  «iscillirt^  ohne  kleiner  zu  bleileti  ^U  eine  end- 
liche Grösse.         r      : 

Dies  Resultat  hat  insofern  eine  sehr  ausgedehnte  Anwen- 
dung, afd  d^e  unetidBche  Reibe  ttn^»*,  «n+i^,  thi^^  etc.  föf  hlir- 
länglich  grosse  Werthe  von  r  häufig  convergent  seih  wird^'  wenn 
auch  die  Reihe  Ui?,  Un-i-i^,  Un\^  etc.  eine  divergente  ist,  wo  dann 
die  ßeschaffenheit  des  unendlichen  Produktes  nacb  den  obigen 
Kennzeichen  iotciil  zweifelhitft  bleiben  kann.  Ist  z.  B.  die  Heihe 
der  tt«  wie  in  Beispiel  1«  folgende: 

so  convetgirt.  die  Reihe  ^er  Biquadrate 

■  •  (ö'+a)'+(ö"+ö)*+- 

die  Reihe  £4,  r»  t}n\\,T  <b^c.  ist  hier 


itzt  man  nun  zur  Abkürzung: 


»  » 

II      n 

MI»'       kSJu 


+ 


+ 
3 


I 


+ 


+ 


+ 
3 
I 


II, 

M|M 


+ 

MIM 


8 
+ 


+ 


8 
+ 

s 

I 


iL 


j 


v-y 


CO 
8  1^ 


+    t; 


8 

+ 


^«9 


S 

•  + 


t 

I 


I 


+ 
S 

l 


>  findet  sich 

17«  —  Vn  +  Dii+i  —  F»+l  +  ....  +  üm^hn^^  V^m^ 

Nach  einem  bekannten  Satze  convergiren  a'm,  c"m,  ^m^    iQ' 
^  m  «Bendlich  wird^   gegen  besthnmte  endliche  Grenzen;   fer- 
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ner 


ist  för  n>4,    (-)  ~2  Vw)^2  (")'  ^'®^  ^"^  ^"^  '*°®'***^^' 
gross)  fotgüdh  ri^ert  sich  17« -r  ^1^'+  l7»+i  —  rfi+i-t-...J+  C^iffl*-^ 
— ^Vn^m-i  det  Grenze' +00,  folglich 

(l  +  VJ)(l-y(l+Vl)(l-U(l+Vi)(l~i)  etc.  =+c» 

(nach  dem  analogen  Satze  6r); 

Um  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit  dieser  Theorie  zu  be- 
stimmen, *  kommt  es- auf  die  Beantwortung  der  Frage  an,  ob  es 
Reihen  t?i,  v^,  %,  t?4,.etc.  mit  positiven  iSliedern  und  von 
der  Beschaffenheit  giebt^^dass  die  Reihe  t7j[/^,  Vai', «3^,  etc. 
immer  divergent  ist,  wie  gross  ß  genommen  werden 
möge? 

Diese  Frage  muss  in  der  That  mit  ^Ja^'  beantwortet  werden. 

Wird  nämlich  ziierst  Vn.  nii^t  unendlich  klein ,  so  ist  die  Sache 
von  selbst  klar.  Wird  Vn  dagegen  unendlich  klein,  so  stelle  ich- 
folgendes  Theorem  auf: 

,,Wenn  das  Verhältniss  — ^y  unendlich  gross  wird, 

loe.— 

indem  n  ins  Unendliche  wächst,  so  ist 

immer  eine  divergente  Reihe  für  einen  beliebig  gros- 
sen Werth  von  ß.  Wenn  aber  das  obige  Verhältniss 
kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grosse,  so  kann  man 
ß  so  gross  nehmen,  dass  die  in  Rede  stehende  Reihe 
immer  convergent  ist. 

I. ,  Unter  der  erstbn  Voraussetzung  vrird  man  n  so  gross  neh* 
men  können,  dass  das  VerhiiUiiisSj  wenn  n  ferner  wächst,  einen 
beliebig  grossen  Werth  h  fortwährend  übersteigt,  daraus  folgt;^ 

1      11-^  _J^ 

ß  ß  ß  ß  = 

die  Reihe  w~ä,  (»  +  1)""ä5  (w  +  2)-a  divergirt  nun  für  t  ^1,   man 

kann  aber  n  so  gross  nehmen,    dass   A>]3  ist,   folglich  ist  Vuß, 
Vn-\^ißy  etc.  ebenfalls  divergent. 

II.    Unter  der  anderen  Voraussetzung  bleibt  das  Verhältniss 

..•..•:  ß 

kleiner  als  eine  endliche.  Grosse  g,   daraus  folgt  Vnß/^.n'^^iiie 


eint^mTke9rmiimMeräieCcnur§en%gemi9setunendückerR^       89 

•   ?  f  ß 

Reibe  ff^^y  (>^  +  I)'f  etc.  convergirt  nun  für  —  >  1>    nimmt   mao 

also  ß^  g,  so  wird  die  Reihe  VnP,   Vnri-iß,   etc.  convergent  sein. 
So  ist  z.  B.  die  Reihe  ' 

i  . 

(^Vto?iy,   (ar-Vi^)ß,   (a-V'?F3)/i,  (o-VäTT)/», 

divergent  für  einen  noch  so  grossen  Werth  von  ß.    Denn  hier  ist 

»11  loa  —     Viogn.Ioga       »og« 

. ' .  . .  '    •       '  .   .  ,  ' .      ■ 

welcher  Werth  mit  n  uneDdiich  gross  wird. 


Auf  Principien,  denen  ähnlich,  weiche  im  Vorhergehenden 
angewandt  werden,  beruhen  folgende  Sätze: 

1.  Die  beliebige  Funktion  f{u)  sei  mit  ihren  Ableitungen 
f{u)y  f\u),....f^-'^{u)  stetig  in  der  Nähe  von  ti==0  und  ver- 
schwinde mit  denselben  für  u=0,  auch  sei  noch  die  folgende 
Ableitung  f^^{u)  stetig  in  der  Nähe  von  0.  Wenn  alsdann  die 
Reihe 

convergirt,  so  wtr<^ 

ebenfalls  eine  convergente  Reihe  sein. 

Nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  ist  unter  den  getroffenen 
Voraussetzungen,  indem  6  zwischen  0  und  1  liegt, 

fiir  hinlänglich  kleine  Werthe  von  tc,  folglich 

nun  nähert  sich  f^(&nUn)  der  Grenze  f^^(0),  welche  nicht  oo 
sein  kann,,  also  bleibt  diese  Ableitung  zuletzt  immer  kleiner  als 
eine  endliche  Grosse,  also  convergirt  die  Reihe  f(un),  /(un^-i), etc. 
(Lemma  L)        . 
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2.  Die  Funktion  f(u)  sei  mit  ihren  Ableitungen  f'(u),  f'(u)^... 
....  f^"^^(n)  stetig  in  der  Nähe  ron  tt  =  0  und  Terachwiod^  nät 
denselben  für  tf=0/auch  sei  die  Coigönde  Ableitung  f^*^(u)  noch 
stetig  in  der  Nähe  von  Null»  verschwinde  aber  nicht  ffir 
t«=0;  wenn  alsdann  die  Reihe  «i*^,  u^^^,  etc.  divergirt,  so  je- 
doch/ däss  tin  mtt   --  unendlich  klein  wird«  so  wird /(tf|)« 

f(u^>  etc.  ebenfalls  eine  divergente  Reihe  sein. 

Hier  wird  nämlich  die  Ableitung  /^^(^nUa)«  indem  n  unend- 
licb  gross 9  also  Un  unendlich  klein  wird,  gegen  eine  von  Null  ver- 
schiedene Grosse  convergiren,  also  zuletzt  immer  das  Vorzeichen 
von  /^'"(O)  haben«  woraus  die  Behauptung  nach  Lemma  IL  folgt 

3.  Die  Funktion  f^ü)  sei  mit  ihren  Ableitungen  f(u),  /^(u),... 
.... /^'"(ti)  stetig  in  der  Nähe  von  2«=0  und  verschwinde  mit  den- 
selben für  u  =  0,  auch  sei  nocK  die  folgende  Ableitung  f^'^^^u) 
stetig  in  der  Nähe  von  Null;  wenn  alsdann  Un  von  einem  ge- 
wissen Werth  von  n  an  immer  dasselbe  Zeichen  be- 
hält, und  «1^»^^,  «a*^^»  «3*^^,*...  eine  convergirende  Reihe 
ist,  so  wird  die  folgende  f(u)i,  f(u)29  etc.  ebenfalls  convergent  sein« 

4.  Die  Funktion  f(n)  «ei  mit  ihren  Ableitungen  f(u)j  f(u),... 
..../2«(t£)  stetig  in  der  Nähe  von  .«=0  und  verschwinde  mit  den- 
selben Ihr  ti=0,  auch  sei  noch  die  folgende  Ableitung  f^^i-^ti) 
stetig  in  der  Nähef  von  Null,  ver  seh  winde  aber  nieht  ffif 
u  =  0;  wenn  alsdann  die  Reihe  «1^*"+^,  t£2^'"+^  etc.  divergent  !s^ 
so  jedoch,   dass  Un  von  einem  gewissen  Werth  von  n  an 

1 

immer  dasselbe  Zeichen  behält  und  mi#—      verschwin-, 

n  • 

det,  so  wird  die  Reihe  /(mi)>  /(t^)«  etc.  ebenfalls  divergent  seia 

5.  Nehmen  wir  an,  dass  fiß)  verschwindet  und  setzen  nwk 
der  Maclaurln'schen  Reihe: 

/(«)=«/'(0)+^AO)+....+o^T)/^-HO)+rS;i^e»), 

wo  die  Funktion  mit  allen  Ableitungen  in  der  Nähe  von  Null  ste- 
tig sein  muss,  so  kommt 

WO  allgemein 

ü„  =  «^»(0)  +  ^AC») + ....  +  i^^li)  /^^^(OJ  ist 

Aus  dieser  Gleichung  wird  man  Resultate  ableiten  kOnnen^ 
die  den  in  den  Sätzen  3.  bis  8.  ausgesprochenen  analog  sind« 


n  eiauieni  Dinet^  in/ürtui»  äei  igdiolyrioy^ 
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VII. 

Pirecte  Auflösung  des  Rösselsprungs. 

Von  * 

Herrn  Hofrath  Dr.  31  C lausen 

zo   DorpBt. 


Den  Anfang  z^  einer  systematiscben  Auflösung  der  Aufgabe: 
mit  dem  Springer  auf  dem  Sohacbbrette  !n  64  Zögen  alle  Felder 
m  berübren,  und  auf  das  erste  Feld  zurfickzukoraraen ,  machte 
lekanntlieh  Eul  er  in  den  Berliner  Memoiren  ffir  1759 ,  wo  er  eine 
odirecte  Methode  angiebt,  eine  Menge  verscbiedener  Auflösungen 
er  Aufgabe  zu  finden.  Ich  bin  auf  eine  besondere  Auflosung  der 
Aufgabe  gekommen,  die^  wie  es  scheint«  so  direct  als  möglich 
um  Ziele  fährt,  und  bei  einer  grossen  Gleichförmigkeit  den  gan- 
en  Gang  auf  einmal  übersehen  ISsst. 

feil  ibeile  za  dem  Ende  die  Felder  in  i  kleine  QuftdratiB  von 
e  16  FeMem;  jedes  dieser  Qnadrate  wieder  in  4  Abtheilvngen 
^OD  je  4  Zügen,  die  in  mch  zurückkehrend  sind,  oder  so  gelegen, 
iass  man,  von  einem  beliebigen  Felde  derselben  anfangend,  in  4 
Zügen  über  die  drei  übrigen  Felder  gehen,  und  auf  das  erslere 
V'eld  zurückkehren  könne.  Diese  Abtheilungen  zeigen  das  folgende 
Schema,  worin  die  erwähnten  FeUor  mit  0  bezeichnet  sind: 


»1     1 

1   1  io 

0 

0 

.  I«l 

o| 

Ol         1 

0 

0      1 

Ol 

1     1       0 

0 

-L.1-L2. 

Ol  ,LL 

0 

|0 
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Man  kann  nun  ebenfalls  in  IQ  aureinan  der  folgenden  Z 
fibei  alle  ähnlicbl legenden  Abtheilungen  der  4  Viertel  des  Sei 
bretts  geben,  und  auf  ein  beliebiges  Ansgangsfeld  zurOckkom 
wie  man  aus  den  folgenden  Darstellnngen  siebt. 


\-^\  1 

51     1     1 

1       1-* 

)    !■ 

« 

2I 

öl    1 

1     1 

1    \^ 

|1S| 

1»! 

1    1    |ie 

1    iH> 

'■»I    1    1 

'-'i   1 

1      113 

l"l 

1    1 

13 

1      \      |ll 

llöl 

M-^l    1 

1  IIJ 

1      |IU| 

l«l 

Ül      1 

1 

3 

\    1 

7 

|2 

1**! 

1       4 

1    |ö 

1|          1 

5|    1 

1     |l"l 

1     \'^\ 

11 

i     1 

1|    1    1 

1     Iti 

1      1      |5 

la.     1 

|ö|      1 

|i,i| 

1      |4 

i:S|     1     1 

>l      1 

1     1     |l^ 

1      1       3 

|U,    1 

l'^l 

Es  kommt  jetzt  also  nur  darauf  an,   diese  4  Zfjge  zu  e 
einzigen  zu  yerbinden,  welcbes  leicbt  auf  folgende  Art  gescb! 


2i,iim4i|.|j,MH 

s»H2|a|ao|ss[w|7 

22 

is|  1  |MH17««|  s  ps 

K 

181«0|17j  4  137l&6t23 

» 

18131|C14|45|12|»|S2 

35 

S1146(t3|S8|48|361» 

21 

»l|15|48163|28|ll|iM 

öl 

„162|»|,.|33|60p 

10 

Es.  Itn^  süch'boch  mehr  wiederkebrendö  LSsdog^n^d 
andere" Coinbinbti wen  der  4  Gruppen  finden;  nocb  ndir 
wenn  man  mit  den'  Gruppen  zu  je  4  Zügen  wechselt 
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.  Tin. 

Ueber  eine  combinatorische  Au%abe« 

Von 

Herrn  Hofrath  Dr.  T.  Claus^n 
zu  Dorpat. 


Id  den  englischen  mathematischeD  Journalen  findet  sich  eine 
a  neuerer  Zeit  vielfältig  bearbeitete  Aufgabe:  ,,Die  Anzahl  der 
(Verbindungen  zu  je  p  Grössen  zu  finden,  die  man  aus 
iGrussen  bilden  kann;  so  dass  jede  Verbindung  zu  q 
irussen,  und  nur  einmal  voricoramt/'  Man  ist  jedoch  von 
ler  allgemeinen  Auflosung  der  Aufgabe  sehr  weit  entfernt ,  und 
uit  nur  einige  specielle  Fälle  gefunden.  Selbst  von  dem  einfach« 
iten  Falle,  wenn  p=3,  9=2  und»  eine  beliebige  Zahl  ist,  hat 
Dan  nur  für  besondere  Werthe  von  n  die  Auflösung.  Es  ist  schon 
on  Dr.  Kirkman  und  Prof.  Steiner  gezeigt  worden,  dass  im 
Btzteren  Falle  eine  Auflösung  nur  dann  möglich  sei^  wenn  n  von 
er  Form  6A-4-1  oder  6A-|-3  ist.  Nun  behauptet  Kirkman  im 
Philosophical  M^gazine^^  Juli  1852  p.  527,  und  findet  seine 
leinung  bei  späteren  Untersuchungen  nicht  entkräftet:  dass  eine 
.nflösung  für  n==21  und  33  auch  nicht  möglich  Sei.  Es  ist  mir 
lier  gelungen«  durch  ein  indirectes  Verfahren  fSr  diese  Fälle  Auf- 
sungen  zu  finden.  Es  sind  nämlich  die  Combinationen,  wenn 
ao  die  Grössen  durch  Zahlen  bezeichnet,  folgende: 


M 


7.  Ciautem  Veier  *(iu  ««mfihtatorüeJie  tMf/tAt. 


n=2I. 


1.    4.    5. 

2.  la. 

18. 

3. 

IT.  18. 

5. 

10. 

12. 

7. 

10. 

13. 

10.  14.  19. 

1.  10.  11. 

2.    3. 

8. 

3. 

4.  11. 

5. 

15. 

17. 

7. 

17. 

21. 

10.  15.  ». 

1.    8.  18. 

2.    9. 

19. 

3. 

20.  21. 

5. 

8. 

11. 

7. 

8. 

9. 

11.  13.  20. 

1.    6.  13. 

2.  11. 

21. 

9 

4. 

8.  12. 

5. 

6. 

la 

7. 

18. 

20. 

11    12.  1«. 

1.  15.  20. 

2.  12. 

14. 

4. 

17.  19. 

5. 

14. 

20. 

8. 

13. 

19. 

11.  14718. 

1.  14.  21. 

2.    4. 

20. 

4. 

13.  21. 

6. 

8. 

20. 

8. 

14. 

15. 

12.  18.  2L 

1.    3.     T. 

2.     6. 

10. 

4. 

10.  18. 

6. 

11. 

15. 

8. 

10. 

17. 

12.  13.  17. 

1.  16.  19. 

3.    6. 

19. 

4. 

9.   15. 

6. 

14. 

17. 

8. 

16. 

21. 

12.  19.  20: 

1.     9.  12. 

3.     5. 

9. 

4. 

7.  14. 

6. 

7. 

12. 

9. 

13. 

18. 

15.  18.  19. 

1.  2.  ir. 

3.  10. 

16. 

4. 

6.  16. 

6. 

9. 

21. 

9. 

11. 

17. 

16.  17.  20. 

2.     5.    7. 

3.  12. 

15. 

6. 

19.  21. 

7. 

15. 

16. 

9. 

14. 

16. 

2.  13.  15. 

3.  13. 

14. 

5. 

13.  16. 

T. 

11. 

19. 

9. 

10. 

20. 

n=33. 


1.  14.  15. 

2.  11.  12. 

4.  15.  18. 

6.  14.  16. 

8.  20.  24. 

1  11.  24.  33. 

1.  16.  17. 

2.  19.  20. 

4.  19.  21. 

6.     8.  19. 

8.  10.  32.  1  11.  23.  32. 

1.  24.  25. 

2,  17||p4. 

4.  20.  23. 

6.    9.  12. 

8.  13.  31. 

11.  21.  30. 

1.    2.  29. 

2.  13.  33. 

4.  il.  27. 

6.  31.  32. 

8.     9.  29. 

11.  19.  28. 

1.  12.  22. 

2.     3.  31. 

4.  25.  28. 

6.  10.  11. 

8.  23.  26. 

11.  20.  29. 

1.  13.  19. 

2.     8.  28. 

4.     8,  17. 

6.  24.  29. 

9.  28.  31. 

11.  13.26. 

1.  11.  18. 

2.     5.  18. 

4.  24.  31. 

6.  22.  25. 

9.  24,  27. 

12.  16.  21. 

1.    3.  10. 

3.     9.  11. 

4.     5.     6. 

6.     7.  28. 

9.  19.  22. 

12.  19.  25. 

1.    9.88. 

3.  12.  U. 

4.26.  29. 

6.  2!.  26. 

=9.  18.  M. 

12.  29.  24. 

1 

1.     8.  90. 

8.  16.  18. 

4.  14.  33. 

6.  23.  33. 

9.  14.  20. 

12.  IT.  81. 

1.     5.  31. 

3.  17.  19. 

5.    8.  12. 

7.  27.  30. 

9.  15.  23. 

'  12.  18,27. 

1.     4.  32. 

3.  20.  22. 

5.    9.  13, 

7.  21.  24. 

9.  17.  32. 

12.'  29.  3(^ 

1.     6.  2T. 

3.  29.  32. 

5.  10.  14. 

7.  12.  15. 

8.  16.  30. 

18.  88.38» 

1.  26.  28. 

8.    5«  27. 

5.  11.  15. 

T.  11.  14. 

9.  Ifk  26. 

12.  8(8.  «8^ 

1.  '7.  5». 

a.    4.30. 

6.  lA  83. 

7.  18.  81, 

KL  87.  89. 

£8..  18.80. 

1.  21,  28. 

1    &  85.     5.  Siu  30.! 

r.    8.  82. 

le.  8&.  88. 

13.  18.  86» 

S.  26.  S7. 

• 

3.  16.  33. 

5.  24.  32. 

7.  29.  33. 
T.  18.  32. 

10.  17.  23. 

lil.  90.  98* 

d.  21.  32. 

3.    6.  13. 

6.  22.  26. 

10.  18.  24. 

13.  14.  «. 

2.     4.  22. 

3.  24.  26. 

5.    7.  17. 

7.  25.  26. 

10.  20.  31. 

13.  17.  2T. 

2.  14.  23. 

3,     7.  23. 

5.  21.  29. 

• 

7.  10.  19. . 

10.  13.  21. 

18.  15.  88. 

■    •  •  •         ■ 

2.     6.  30. 

3.  21.  S». 

5.  16.  ^ 

8.  11.  16b 

10.  16.  28, 

l#':^.J»«' 

2.    9.  85. 

4.    7.     9. 

Ä.  20.  28. 

8.  14.  18. 

10^  22.  30., 

M^»>^ 

8.  Vf^.  15. 

4.  10.  18. 

6.  18.  SO.     a.  15w  81. 

11.  17.  28; 

14».  «1.41.. 

2.    7.  16. 

4.  1«.  16. 

6.  ])Jk  \ts 

6.  S7.  88* 

11.  95.  81» 

U.  1*.  (Mb 
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9ft.3T. 

IB.»*.». 

lfl.90L  9S. 

IT.  »1.  25. 

1«.  2S.  ai. 

W.  SA.  «. 

IT.  »a. 

15.  16.  Ä 

W.  SS.  &>. 

90.  M.  27. 

1».  2T.  82. 

33.  ST.  «. 

M.SO. 

15.  I».  ». 

18.  30.  92- 

21.  «.  3». 

IT.  1(1.  38. 

31.  «. 

1«.  19.  M. 

18.  33.  38. 

16.  33.  zr. 

IT.  28.  29. 

20,  2ä. 

23.  iK.  29. 

22;  23.  3t. 

19.  ai.  33. 

16.  22.  29. 

».32. 

28.  30.  33. 

ir.  20.  30. 

16.  29.  31. 

18.  1».  2«. 

Cm  leichter  zu  übersehen,  dass  alle  Verbiedangen  zn  je  2 
ilkoromen,  hab»  ich  fönendes  Verrafareo  angewandL  Jede  Ver- 
nduo^  zu  je  2  Ul  von  einer  diittea  GEiisse  begleitet.  Ich 
breibe  nun  alle  vorkomineodeD  Zahlen,  wie  im  nachstehenden 
vidrate  fiir  n=2I  geschehen: 


I4|11|20|I3|19|  9|1I|I6|   6|15|   a|l8|  4|    ]|I0|  »\  T|121  f.|  3|21| 

16|  4{ai|  2|l4j  8|18|  G|10|  9|I3|19|II|  f>|  ) 

I7|I6|  r|ia|2ü|  3| 

I6{  »\  6in|ai|  3|H|l3|  2|l4i  7|*)|  e|l.»llfi 

1|  4|I5|19112 

H 

8|16|17|ll(|  6|  5|2<t|   lil3|  4|l4|:il|  9{1l|I9t  2)  3|1^15i  ^\l■^ 

2 

1 

1»  i»|ia|i4-.ii|iii|ii:  81  iiii:\\\-/\  fi|  a,2i>tiT|  3|  4|lii[  T| 
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1(1    6|l:i|  4  1S|21|I4|  :i|12|ll|  5t  M|  7|l(i|2U|  2{   1|IT 

« 

» 
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" 
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la   I 

■^U    4|I5.Ü]1« 

1H|   2|  a|14|  H|!»J6fll|10|  5 

1 

6 

15 

14 -Jl 

lli|    llO|lyiB|7 

-ail7|13|  3|  2|  5ll2|  a|   8|n|  4| 

s 

14 

15  a 

I0|  7    6|   4    1[  5 

16|l2|n|  2|  3|H(l3|ai|20|19 

l( 

10 

21 

4    3 

H|läl9|  ä|lT|   ]  llilli|20|jB|6 

12|  9|U|  7[13 

> 

11 

b 

16  \( 

12|2|i:l|n|20110|    1|  5|7|19|2I 
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14|  » 
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e 

12 

19|  5|1S 

3i2I|  H|  7|   9P011TI   1|ISI16|  4 

14|ll|13 

2  10 

18 

3 

21  IS 

11|20|  9|  «1  7|1T|   61  4119H5J14|21(I0     1 

13 

6 

[6 

3 

5 

I|I4 

2tl2;  7|  9|.  8|I3|I9|  6[10|   4|I^|I5|2I  20 

11 

18117 

13 

10 

19 

n 

IB|  6|I9|2«|2I|  2|15|  J|    I|I7|I1|  ^l'*    &!  ^ 

81  9 

4 

7 

» 

1 

a|i8 

2|ll|  3112)  H10|le!2(>|17|13|l5|  6|21 

I4|.9 

5  20 

11 

* 

itifi 

14112|I5|1B|  3    B|21|   7|  !)|  e|lU|10|JT|  2  !3 

7    8 

3|ll 

B|I9 

1|  2|  &|tä{   4  15|l4|13|13|10|lfl|17|  ej2l  21 

11    2 

B|Ä 

T|10 

b\  3|19{  6|21|I4|IÖ|[2|13|]8|   l|lti|  H|  4  11 

1  17|  7|  a|  4|13|  3|m|12]ll|H)|  »1  6|21|2Ü|]9|  2|  8{l(i{ia|l4 

einer  Diagonale  der  natSrlichen  Folge  nach.  Bei  jeder  Verhin- 
mg  ZD  zweien  gehe  ich  von  der  einen  Zahl  in  der  Verlical-  und 
<o  dei  andern  in  der  Horizontalcolumne  fort,  bis  wo  die  Colum- 
n  eich  schneiden,  und  schreibe  in  dem  Durchscfanittsfelde  die 
gleitende  Zahl.    Man  sieht,  dass  auf  diese  Weise  nach  vollen- 


»6 


T.  Ciauten:  Oeker  ebte  camäimaimi»cke  imfjßgke. 


deter  Auflösung  die  eine  Hälfte  des  Qaadnits  ansgefuHt  sein  imiss; 
nnd  dass  jedes  Feld  nur  eine  Zahl  enthalten  kunne.  Schreibt 
man  nun  dieselben  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  in  die  andere  BSlft^ 
so  ergiebt  sich  ein  magisches  Quadrat,  in  dessen  Horizontal-  und 
Verticalreihen  alle  Zahlen  in  jeder  Reihe  yorkommen»  und  das  in 
der  Weise  symmetrisch  ist,  dass  wenn  man  es  über  die  obengenannte 
Diagonale  zusammenbiegt,  es  in  den  aufeinanderfallenden  Felden 
gleiche  Zahlen  enthalt.  Dasselbe  Quadrat  hat  .noch  die  Eigen- 
schafit,  dass  wenn  man  durch  zwei  beliebige  Felder  z.  B.  6  mid 
15  in  der  besagten  Diagonale  Linien  in  horizontaler  und  verticaler 
Richtung  zieht,  die  Zahl,  die  in  den  beiden  übrigen  DurchscÜnit- 
ten  der  4  Linien  yorkororot,  hier  17,  in  der  Diagonale  sucht,  und 
ebenfalls  durch  dieselbe  in  beiden  Richtungen  Linien  zieht:  dass 
dann  die  in  den  9  Durchschnitten  dieser  6  Linien  stehenden  Zali- 
len  ebenfalls  ein  magisches  Quadrat  bilden.  Das  obige  Qua- 
drat enthält  also  solchergestalt  70  andere  magische  Quadrate  tob 
9  Feldern. 

Für  die  Fälle  n:=7,  13,  19  habe  ich  ebenfalls  Auffilsungei 
gefunden,  bo  dass  ich  glauben  mugte,  es  gebe  in  allen  FälleD, 
wo  n  Ton  der  Form  öA.-f-l  oder  6A4-3  ist,  Auflösungen. 
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IVerschiedene  matheiöjitische  Bemerkungen   und  Auf- 
'    gaben;  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber 


▼on 


Herrn  Hofrath. Dr.  T.  Claus en 

lu  Dorpat. 


1.  Die  von  Ihnen  im  lOten  Bande  des  Archivs  S.  204.  an- 
geführte Methode  von  Servois  mittelst  des  schiefen  Winkel kreu- 
2es  unzugängliche  Entfernungen  zu  messen,  lässt  sich,  wie  mir 
scheint,  noch  vereinfachen,  Ilat  man  den  Punct  C(Taf.  I.  Fig.  1.) 
gefuuden,  in  d^m  der  Winkel  ACB  dem  des  Winkelmaasses 
gleich  jst,  so  driehe  man  es  an  derselben  Stelle  bis  es  etwa  nach 
£  und  D  über  zugängliches  Feld  zeigt.  Man  stecke  die  Linien 
CE  und  CD  ab,  und  gehe  auf  jeder  bis  zu  den  Puncten  E  und 
Dy  wo  die  Winkel  AEB  und  ADB  dem  des  Winkelkreuzes  gleich 
sind;  dann  ist,  wie  leicht  zu  übersehen,  DE  =  AB.,  Ausser  dem 
Vortheile,  das^  man  nur  eine  Linie  zu  messen  braucht,  hat  man  • 
noch  den  Vortheil,  die  Operation  ausführen  zu  können,  auch  wenn 
zwischen  C,  D  und  E  Hindernisse  liegen,  die  eine  Messung  der 
iiinien  CE  und  CD  nicht  gestatten. 

2.  Auf  dem  beiliegenden  Zettelchen*)  habe  ich  vier  ver- 
schiedene magische  Quadrate  gescliriebeh ,  in  denen  in  jeder  hori- 
!%ootalen  und  verticalen  Reihe  di^  Zahlen  von  1  bis  6  alle  vor- 
kommen. Es  wird  nun  gestattet  in  jedem  Quadrate  besonders 
die  senkrechten  Columnen  beliebig  zu  verwechseln,  wodurch 
also  die  Zahlen  in. Jeder  Horizontalreihe  in  andere  Reibenfolge 
kominen,  jedoch  so,  dass  alle  Horizontalreihen  auf  dieselbe  Art 
ümge|9 teilt  werden.  Pas  so  erhaltene  Quadrat  wird  jetzt  eben  so 
lii .  Beziehung  auf  die  Horizontalreihen  beliebig  umgestellt.  Es 
(irSgt  sich  nun,  welche  von  den  vier  Quadraten  lassen  sich  durch 
diese  beiden  Umsetzungen  in  eine  solche  Stellung  bringen,  dass. 


*)  M .  -«•  unten. 
Theil  XXI. 


wenn  man  sie  über  eine  Diagonale  znsammenbiegt,  die  aufeinaiH 
derliegenden  Felder  gleiche  Zahlen  enthalten?  Welche  sind  apf 
dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf  beide  Diagonalen  symmetrisch t 
Und  wie  beweist  man  ea,  dass  es  unmöglich  ist»  wenn  soldies 
stattfindet? 
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3.  Ein  Tischler,  hat  eine  Tischplatte  von  der  Forai:  ^ii^ 
rechtwinkligep  Parallelogramms  CDEF  (Taf.  1  Fig.  %)^  woW 
die  Hälfte  ABEF  sicli  über  AB  auf  die  andere  Hälfte  uroklapi^ 
lässt.  Das  Fussgestell  ist  von  der  Form  GHJK,  und  die  Hälfte  4|f 
Platte  ^^CD  iii(t  mit  demselben  in  einem  Punkte  so  verbundtti» 
dass  sie  sieb  io  der  Horizontalebene  frei  berumdreheo  lässt^.  JB'' 
soll  nun  dieser  Verbinduogspunkt  bestimmt  werden,  der  eine  soldie 
Lage  haben  muss,  dass  der  Tisch  zusammengeklappt  symmetrÜMfc 
auf  dem  Fuss  ruht,  und  wenn  man  ihn  aufklappt   und  In  «einer 


^ 


Ebene  rnn  eine  Viertel  Umdrebmig  drelit,  die  Lage  in  Beziehung 
anf  den  Fass  wieder  symmetrli^cb  t«ird. 

Man  verlangt  die  Auflösung  derselben  Aufgabe  in  Beziehung 
anf  eine  rechtwinklig  gleichseitige  Tiscbp|atte4fi4)  (T^C^  Ir  Flf;.  3.)» 
die  sich  vmk  BC  zusammenklappen  V^ei  und  auf  einem  Fussge- 
stell  von  ähnlicher  Form  EFG  ruht,  wobei  ich  hemerbp». ;  dass 
b  diesem  Falle  die  Drehung  nicht  ^inen  Viertel  Umfang  beträgt, 
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X. 


Vier  Sätze  über  das  reclitwinklige  Dreieck. 


t?  rV,; 


Herrn  Hr.'  HHenihal^ 

Director  dea  Progymnasiuma  za  Röascl. 


Unter  den  im  Braunsberger  Programm  von  1845  gelieferten 
viempdfunfzig  Aufgaben  fiber  das  rechtwinklige  Dreieck  föhrten 
No.  16  9  il,  47  und  48  auf  cubische  Gleichungen.  Dass  die  in 
len  Grenzen  der  Möglichkeit  liegenden  Bedioguiiigen  ^  dee  Natir 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  entsprechen,  konnte  bei  jenen  yier 
Aufgaben  aus  Rücksicht  auf  Raumersparniss  nur  durch  Ermitte- 
Inng  des  Maximums  und  Minimums  der  betreffenden  Funktionen 
«9d  durch  AufUnden  der  Wurzeln  von  biquadratischen  GleidMW^ 
gen  nachgewiesen  iverden.  Der  in  Hinsicht  auf  die  Schäler  ange- 
sessenere, wiewohl  weifläufigere,  tmd.  Ich  habe  Grund,  hinzuzu- 
^geiiy  schwierigere  Nachweis  auf  elementarem  Wege  folgt  biprr 
fai  der  Form  von  vIqt  Sätzei^ ... 

Bezeichnet  man  im  rechtwinkligen  Dreiecke  m,iA.  c 
die.Hypotenusej^  mit  a  iindA  die  Katheten,  mit  F  den  In- 
ball  und  mit  A  die  Hübe,  und  setzt  c-f  <i==««  c-^a^szd, 
dann  ist:  ^  • 


Mo    UlUnihuit    Vier  8äMi»€r  das  recktminhl^  üreMt 


Beweis.    E/ä  kann  c >  2a  Min. 
i    ..•    •     .  ..<.    ■ 

t 

ly  Ist  c:=z2a, 'dann  ist 

denn  ans  c=ia  folgt 

also 

*»  =  9a«(A). 

Aus  c=2a  folgt  ferner 

DeiüDach  ist 

2F=a6=oV3  (B). 

(A)  durch  (B)  dividirt  giebt 


^2        gffl 


2)  Ist  c^2a,   dann  ist 


!              _              _  '               1    * 

2^>3y3; 

denii  ans  c^  2a  folgt: 

c— 2a^0. 

'S 

aber 


Also 


od^r 


(c  -  2a)«= c* — 4ac +4aa  >  a 


c«  +  2ac  +  a*>6flc— 3o« 


•'  _  (c4-a)*=;i»>3ii(2c-a)  (A).    ' 

•      -  »  ■      f.-   ;      .'  :  •..  '    ■ 

Aus  c* — 4ac  +  4o*>0  folgt  femer 


*        « 


UiienUmi:    ¥i9t  SOM  Mer  dm  reekiwMsil§e  DreiML     10t 

>3(c*-a«) 
oder 

(2c-a)«>36«, 
2c— a>6v3  (B). 

Ans  (A)  und  (B)  aber  ergiefit  sidli,:daa8  um  so  mehr 

««>3a6v3 

sei.   Für  ab  gesetzt  2F  giebt: 

J»>6FV3 

oder 

^>3V3. 
II.      gv|3v3. 


Beweis«    Es  kann  c>7a  sein« 
1)  Ist  c  =  7aj  dann  ist 

2P=3V3; 
denn  aus  c=7a  folgt:     ^    . 

c — a=c2=6a^ 
ab6 

d»  =  36a*  (A). 

Aqs  c  =  7a  folgt  ferner: 

6==Vca-a«=Vl8a*^=4aV3. 
Demnach  ist 

2F=a6=:4a*V3  (B). 

(A)  durch  (B)  dividirt  giebt 

rf*        36a« 


2F~4a«V3 
2)  Ist  c^  7a,  dann  ist 


=  3V3. 


2P^.3V3; 


denn  aus  c^ 7a. folgt:    e-^aJ^  ün3,    mit  e-^a  nraitiplic 


oder 


>{\ ) 


also 


und 


Daraus 


(^-^•<^«(5-«) 


^^SüMf  +  a^^  <iie^1ia\ 


c*— 8ac  +  7a»^0 


c»  7a«  S 


e.-?^--2ac+««+?j"^0 


oder 


V  ' 


d.  i. 


c»-2ac  +  a«^|(c«— ä^, 


Ans  c  ^  7a  folgt  femer 


also 


c»5^49a«  oder  a«+*>^49a*. 


O    1  ii  •  :   >r  .     / 


6«^48a«, 


y       .  .  ^'.'. 


und,  mit  b  muHiplIcirt: 


oder 


b^iaVS 


Ä»^4a6v3 


^^3a6y3^(B) 


r*. 


I       .. 


i 


Au  (A)  und  (B)  aber  ergiebt  sich,  «SM  tiitt  M  I^At 

sei.   Pftr  o^  gesetit  SK  giebt 


oder 


iP^6Fv3 


g.>3v3. 


™-    A>V      ä^ — 


Beweis.    Es  kann  c^  a    "^Z      sein. 

<         ^ 

14.4/5 
1)  Ist  c^a—^ — ,  dann  ist 


denn 


aus 


folgt: 


jr- V  ^T— 


.  3  +  V6   ... 


Ans  c=a  — 5 — :~Vi  fero«^ 


6+2V6— 4 


6  =  V^^Z^y  a«(i±^y^a«=ay 

V1  +  V5 

Demnach  ist 

1     o*        •4/i±V5      1+V6        4/I+V8.4/3+V8 

V1+V6  \  j  g^v  8)(3- V  s) 4/21^8-2 
J4^=*\  — -gzif =«»V  ^~T^ 

saV  — I —    (b). 
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(A)  durch  (Bi).dmdirt.giebt:         ,  ..; .  iß\  I.  .••  -f  \  ■->•> 

*        3+V5      Wyj-I     4/7+3V5.4/V5-1 

_4/7+3v5     ^/(7+3VS)(y5rH)_4V22+,10V6,.  , 
-VV5=T=V 8=3 «=V'-r-ij ■' 

also 

t      4/1I+6V5 
Ä"=V        2 


2)  Ist  c   .o — 2 — »   ^ä»*"  '**  Ä^V  — ^ "' 


aus 


folgt 


»      I 


c^a — 2 — '  ^> 


aber 


i- 


Also 


oder 


(c  -  « l±^)«=c*- fli^a+y  5);+ j,»^S0. 


c«+2ac  +  o»>ae(3+V  5)— a«— ^j^ 
,,  .  „^2  V  .2c(3  +  VS)-a(H-V5) 


oder 


e+„=.>^„M±£3ir:£(H:i^   (A). 


v..,-.-  ' 


Aus  c»  -  «c  (l  +  M6 j  +  «'       y   >  0  folgt  ferner  * 

und 

'    .  3+V5'      •  -■ 

c»>ac«(l  +  V8)— oV^^iJ^  (l^). 

I 

Auch  folgt  aus  rf*  — ac(l+ V6)+o* — 5 —  >  0^  und  f«6iih  maiv  mii 
— 2 —    multiplicift: 


Witnihmi:   VHt  Bäiu  über  dm  rwkMnkM§€  üttlBok^    IM 

oder 
also 

»der 

oc  (1  +  V5)  — a'c — 2""^        "~T — 2        ^  '' 

I      I 
»  ■      *  •  . 

Lus  (B)  und  (C)  fblgt,  dass  am  so  mehr  f 


ei ,    also 


?">  3ac»  — j a* — s — 


c»— 3ac» — 4"  +  '"       2 — ^^' 

2c»— 3ac»  Ü^  +  o»(2+V  6)>0, 

1  +  4/6     a» 
2c-3a^^'^  +  ^(2  +  V5)>0, 

^       3a     3aV5  .  a»,^  .    ^^v*.  « 

2c  -^  +  j  >  2a+tiV  8-^(2 + V  5), 
2c-a1^^>a(2+VÖ)-^(24.VÖ) 

>(«-^(2+V5) 

>  «(1-^(2+ V5) 

«s aS 

>a2--5^(2+v5) 


I      .,.; 


I      f 


>'^(2  +  V5): 


Dieses  mit  $4-VS  moHipIicirty  gtebt 


mt  8äim  Mtrdm  r^emmMm  »MMi 


2r0+Vlf)— «a-KJO  >^(n+6f  B) 


and  mit  s*  Jnoltiplicirt : 


^  2  ^"^ 2 — *' 


ood  f&r  —  geMlii  k\ 


>Ä.M+«5V8 


a 

Also  ist     ' 

Aus  (A)  QDd  (D)  abar  folgt,  daM  iiiia  M(  mehr 

sei,  also 

'  ^4/  11+8*« 


IV. 


ilV^ 


t 


Beweis.    Es  Imtf  «>>  «(t-^^VS)  sein 

.     < 

1}  IsfeasA^-f-vS^,   dann  isf 

d     4^/11  +  5^5. 
_^y ___, 

denn  aas  c=&a(2^-y5)  fb%i: 

c— a:j=:dÄaa(l  +  V5)    (A). 
Aus  c=:a(2-f  V5)  folgt  ferner: 

••  • 

Demnaclr  ist 


(A)  dordi  (B)  dividirt,  giebt 

d        H-V8    _4/  6+2V5  _A/2(3'fV5)(V8.f2). 
*  ~  2 Vt6^^  ~  V  4<y5--8>~ Y  4(5-4) 

als« 

r=V  """ä — 

2)  Ist  c^a(2  +  V5),  dann  ist  j^y  -^^^^;    denn    aus 
a(2-t-V5)  folgte 

e---a  ^  a(l+V5) 
id,  mit  c— a  multlplicirt: 

.    .  •         .     :         '  .  .  > 

c«— 2ac+a«  ^  «c  +  «cVB — fl* -*  rf'V  5, 


a,l«o 


c>--ac(3+V6)  +  i^(2+V5)  ^0. 


Durch  ^i^  dividirt: 


oder 


.         <*••— 2~' 


ako 


c  — a:9rf 


^V:^  (A) 
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Ans  c^a(2  +  vi})  folgt  femer       '       "      ''      '     '*■" 


" ■, 


c»^a«(9  +  4y6). 


»   f  -^ 


V8— 1 
Dieses  mit  — g —  maltip|icirt  giebt 

Daraus  folgt  weiter        »    -    . 

VV5-1>    4yil+5v5 
^r-<«V — 2 — 

,  und  mit  —  multiplicirf : 

C        I 

I 

.4/  V5— l>aÄ4/ll  +  6V5 


t.  * 


VV6— l>a64/ 


oder,  für  —  gesetzt  A: 

c 


W  v*p!  >  »y  ä±^  (b;. 


*    '    V  :y..       '-^ 


11+  5V5  «'  *  i 


V  ,  • 


Aus  (A)  uod  (B)  ergiebt  sieb,  dass  iinii  so  mehr 

sei.    Also  ist  .•:,•, 

-^      «il>4/ll+5v5 


>w 


h 


%\ 


Anmerkufig  IC-  :'.&»tzt  man  die  Bedingungen  und  Behaup- 
tungen in  trigonometrische '  Funktionen' um  y  dalin  läuten  die  vier 
Sätze,  wenn  q  der  jBegenTi^nk^l  vouvjt  heisst: 

1 

I.    1)  Ist  sina  =  Ä9   dann  ist 

8iti  ttoomtc  .  . 

<i  • 

2)  Ist  sina^s,   dann  ist 

-jj— j^->  3V3. 


1 

IL    1)  Ist  8ina=,£,  dann  tat-  - 


ö=5|2^=3;/3. 


smacosa 


2)  Ist  sina^^,  dann  ist 


;> ' 


smacosa  < 

in.    1)  Ist  sma= — 5~~*   ^^^^  '®* 

l^shia      4/11^51/5 


smacosa 


V 


2)  Ist  sina^ — « — ,  dann  ist 


'    » 


l^^sina  J^a/11+5v5 
^ipacosav    if         2 

IV.    1)  Ist  sina=V5— 2,  dann  ist 


1  —  sing  ;_ A  /  11 
sinacosa     Y* 


+5V5 


2)  Ist  sina?*  V5— 2,  dann  ist 


1— sina>4/ll+5V5 


smacos 


L^V^ 


Die  Beweise  lassen  sich  offenbar  nach  Analogie  der  gegebe- 
nen fSbren;  z.  B. 

II.    2)   Ist  sin  «wi^  9   dann  .ist' 

(l-slo«)»>^^ 


■**^ 


sin  a  dös  a^< 

<1 

Aus  sina^Ä  folgt: 

cosa^=-V3 


■<  ' 


and  am  so  mehr: 

> 
< 


.  ^  qosLa^4fiinay3. 
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<1  ' 

Aas  Sinais-  ergiebt  sieb  feraors     (  -  n.'i    i-i  u     M 

If-ShlÄ^-sr.' 

Mit  1 — sin«  multiplicirt: 

y 

(1— siii«)*^=— -s-sin«    ^ 


oder 


\'- . 


l^-^2siiitf-f  sinV— s^'f  x^sina^Of  ^ 


:•:  1;.i    M 


7 
Mit  j  multiplicirt: 


sr -<^  r  sio  it  rf  sin  %  ^  ft 


r 


1  7  > 


•  3  3  S 

1— j— 2sliia  +  8iii%  +  jsin^^0, 


.1  .1.1, 


S'3       * 
1^2a\na+Bin\t  ^  y  (1— sin««), 

(1— siii«)«^|cos^    (A). 


Aas  sin  er  ^y  folgt  femer: 


l^»'?sln«. 


eosFtf^^ffili^f 
cosa^4sinaV3. 


i'  i 


)  >  >  ;  "    I  - .  *     V  -'        *  \ 


'■  >  i  I 


Mit  cos«  moltipiicirt: 


cos^  ^  4siiicrcosaV3, 

3  S       ■ 

|-co0%^^sia«eo»iiV3    (B). 


:<li     u  •        •;!    i 
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Ao8  (A)  nnd  (B)  aber  ergiebt  u\A,  daM  um  «q  mehr 

(1 — ^siDa)*^38iiiacos«V3 


sei.   Alsd  irt 


a-rina)»>3 
8inaco8a'< 


Oder  aneh  unabhängig  von  jenen  algebraischen  Beweisen,. ^z.  B. 

♦f  4/5—1 

m.    2)  bt  sin«^  -^ — ,  dann  ist 


l>f  sina 


'    »  1 


sintfiiosa 


VII+V5 
— 5 


■  • 

Um  so  mehr  ist  also 

^       *     >    .      4/±5Ü 
cos«^sin«%/  — 2 — • 

I>araus  folgt 

V^5+l>n 
— ^^—    -U, 

al^ier 

cos^— 2smtfCosa  y  — 5 —  +  8«*« — 2^>'*'» 

I    oder 

cos^  +  sin^ — zsinacosa  y  — 5 |-sm*« — g- — >ü> 


l>28m«co8a  y-^^ ^sm*«--^ —  (A)- 

Setzt  man  aresin — ä"^  =  9>>  dann  ist  ferner 

VV5— 1     .    V5— •! 
— 2 — + ®*"* — ö — ^ 

oder 


\ 


lli    LiiUnthuh    Vier  Sätae  übfor  da»  reekminkü§e  Ihr^ick. 


l>cosa  Y  — g — +sin«-^-^5 — 


.■  j.> 


und 


•      ^  •  4/  V5-l  .    .  .   V5-1    ,„^ 

8iaa>8in<rco8a%/  — 0"— +8id^ — 5 —    (B)« 


,>      >  !  - 


CA)  und  (B)  addirt  giebt 


.» 


l-|-6ina>28inacoso%/  — 0 f-sincröosaY  — k — 


Also  ist 


Also 


sinacosa       If        2  ^ 


V5— I 


>vpV^  +  Vt^' 


1 


2 


:■   >V[4: 


v$+i .  VS—l ,  ,4  /  rv5+l)(V5 


+ 


+4^ 


>v[T+f+0- 


mnacos«       V  •       ^ 


■.  i 


4 . 
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De  integrali  quodam  definito. 

Aactore 

■ 

Christiano    Fi^    Lindman^    Lect   Strengn, 
(£  conspecta  actoram  Reg.  Acad.  Scient.  Holm.) 


Pag.  CCCXL.  Tomi  X.  praecedentis  Professor  Schlomilch 
inveoit 

o  o 

QuianoD  indicavit,  quomodo  id  obtinuerit,  duobus  fere  abhinc 
annis  mihi  venit  in  mentem  in  hoc  integrale  inquirere.  Ita  reperi, 
erratam  quoddam  vel  scripturae  vel  typographicum  se  irrepsisse, 
qnod  legendum  est  e^^^^^,  ut  mox  demonstrabo.  Integrale  qni- 
dem  ipsnra  reperire  mihi  non  contigit,  sed  tantum  in  aliud  trans- 
formare,  quod  tarnen  aliquanto  siraplicius  mihi  videatur  quodque 
quadraturis  computare  liceat.  Quia  eadem  ratio  adbiberi  potest, 
etiamsi  exponens  ipsius  x  est  numerus  Integer  >2,  integrale 
generalius 


'n 


/OD  g-CX^ 


dx  (1) 


mihi  proposuiy  ubi  sunt  a,  c  eonstantes  positivae  et  n  numerus 
integer  _  2. 

Primum  patet  in  promtuque  est^   integrale   J»   esse   finitum, 

/OD 
e-«**  dx ,    quod 

o 

est  finitnm.    Sine  uUo  negotio  eruitur,  derivatam  seeundam 

per  J»  et  •^f^}  exprimi  posse  ob  eamque  caussam  esse  finitam, 
qnare  differentiatio  sub  signo  /  fieri  possit.    Ita  habebimus 
Theü  XXL  8 


•    / 
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dJn  /**  ar»e— «*" 


=-m 


dx 


aJnt 


unde  prodit  haec  aquatio  differentialis  linearis 

quae  integrata  dabit 

ubi  est  C=const.  Ut  constans  illa  determinaretnr,  e=0  poc 
posset  1U  (l).et  (2);  at  vero  quum  limites  sint  =0  et  od  ,  ita  facer- 
coromodum  non  videtur^  quamobrem  valor  ipsius  Jn  pro  c=p  4 
siginatim  quaerendus  est.    Posito  a:"=:^  prodit 

1-1 


0  ' 

Quoniain  e"^  in  seriem  semper  conveigentem  evoivi  potest 
evadit 

i_i  '  1 

nj      a+y  ^       «p=ir(/?+l)      J        a+y     ^ 


o 

Exsistente 


habebimus 


J       ö+y      ^         r=l  .  1 


^     -         />+ 


9t 
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Pro  y=0  est  quoque*^ — i —  =  0.    Posito  y=— ,  prodit 

'^  ■  n 


quod  fit  =0  pro  c  =  0,  z=0.    Praeter ea  est 


/ 


•*— ; — dy:^ -^ 

«+2'         Sin« 

n 


qaod  per  cp  multiplicatum  in  nihilum  abit  pro  c=0.  Omnes  igi- 
tur  termini  sub  signo  jS  pro  c=0  evanescunt,  quamobrem  hoc 
casu  evadit        > 


^*         »Sin- 

n 


Quia  integrale  in  (i)  pro  c=0  evanescit  ioveDitur 


nSin  — 


et 


Lw  Sin  —  0  j 


(3) 


postqaam  /  pro  c  sub  signo  iS  sufj^stituimiis  *).  Itaque  Jn  ab  alio 
integrali  pendet,  cujus  tarnen  valor  facilius  inveniri  possit.  Func- 
enirn  e"^  in  seriem  evoluta,'   nullo   usque  negotio  habemus 

c    1  1  j)=GC    ( — \)p        (ac)P 

fne-^dt=c^-n   S    tWxTT--^^-  (4) 


/ 


*)  Si  in  (3)  posuerimas  «  =  2,  c=^*,  a  =  a^,   a^l=u,  hahehimuH 

0  ü  ' 

quo  elacet,  formalam  C.  Scfalo  milch  Teram  non  esse. 
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Quia  est 

'""=4    r(p+i)  ' 

patet»   seriem  ioveotam  paullo   velocius  convergere  quam  seri 
expoDentialem.    Conyerg;ontia  hoc  modo  paullo  major  fieri  potes 
Posito 


babebimus 


nbi  Ar=const.    Quia  est  tf=0  pro  a;=0,  sequitur,  ut  sit 


^=1,  0=1— c-*,  f 


^ 


Substituto  ac  pro  o;  in   valoribus  ipsius  s  per  c^^   multiplicati»^ 
hoc  deinde  valore  ad  dextrum  membrum  formulae  (4)  addito  et  ill^ 
ab  eodem  membro  subtracto,  babebimus 


/ 

0 


"L     ac     ^pc=o  A/>+2)   n(;)+J)-lJ 


Posito  jam '  ^  « i 


i 


p=o  A/>+3)  ,,=0     I^^p+3) 

dtiplici  di£(erentiatione   et   iutegratione   eodem  atque  antea  med» 
invenitur 

Lac    acn         ^  n  j^^IXp+3)  n(p+l)—U  . 

quae  series  satis  bene  convergit,  Disi  a,  e  sunt  magnae  quactitatal* 
'.  Praeterea  patet,  integralia  formae 


/ 


dx9 


(a  +  x'^y 

o 

I 

differentiatione  respectu  ipsius  a  facta,  per  J»  exprimi  posse. 


MüeeUen. 


117 


Miscellen« 


M  i  s  c  e  1  1  a  n  e  a  *)• 
Auetore   Christiano   Fr.   Lindiüan,   Lect  Strenge. 

I.    Si  n,  g  sunt  numeri  integri,  semper  est 

q  +  l      g  +  2^q  +  3     ""^^     *^   q  +  n  +  1 

IL  Contigois  lateribus  Trapezii  in  eandem  rationem  seetis 
tunctisque  sectionis  eorum  judctis ,  prodit  parallelogrammuro,  cujus 
liagonales  se  mutuo  secent  in  linea^  quae  conjuogit  puncta«  ubi 
liagonales  Trapezii  in  duas  partes  aequales  divisae  sint,  et  hanc 
ineam  secent  in  eandem  rationem,  in  quam  secta  sunt  latera. 

III.  Per  tria  puncta  data  rectas  ducere,  quae  triaogulom 
equilaterum  constituant. 

IV.  Si  anguli  et  latera  opposita  ^ABC  (Tab.  I.  Fig.  4.)  so- 
ito  modo  per  'A,  B,  C»  a,  h,  c  resp;  denotantur,  rectae  per  A, 
},  C  ductae  in  unum  idemque  punctum-  con  venire  non  possunt, 
lisi  anguli  q),  iff,  cd  satisfaciant  aequationi 

Sin  9)  Sin «(;  Sin  ca = Sin  (^ — tp)  Sin  (fi— i/;)  Sin  (C—  w) 


*)  Zum  Theil  ivürde  das  Folgende  unter  die  Rubrik :  „Uebungsauf- 
^ben''  gehören;  da  aber  der  Herr  Verfasser  die  Ueberschrift  ^,MiB- 
'ellanea''  gewählt  hat,  so  habe  ich  geglaubt,  diese  Rubrik  beibehält 
ien  zu  müssen.  G* 
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w 

%'el  partes  laterum  x,  y,   z,    bis   aDgolis  oppositae,    satisbctan 
aequationi 

a:yz  =  (a-^x)  (b-^tf)  (c  -  2). 
V.    iDvenire  q>  ex  aequatione 

2(l-tg<p)  Vl+tgV=tg<p. 


Anszug  aus  einem  Briefe  des  HerrD  Director  Strehlke  zi 

Danzig  an  den  Herausgeber. 

Dan  zig,  den  12.  Juni  1853. 

Seit  einem  Jahre  haben  Professor  Anger  und  ich,  jener  in 
Local  des  GynipasiumSj  ich  in  dem  der  Petriscbule;  Einricbtan 
gen  zur  Anstellung  des  Foucault sehen  Versuchs  getroffen.  Die 
Localität  in  der  Petriscbule,  wo  ein  30  Pariser  F«  Jange^  Pende 
angebracht  ist,  gab  zu  einer  Beobachtung  Veranlassung,  von  dei 
ich  nicht  weiss,  ob  sie  sonst  schon  gemacht  ist.  Das  Pendel  wirc 
durch  ein  Fenster  im  Dachfirst  von  oben  beleuclitet  und  dei 
Schatten  der  bewegten  Pendelkugei  kann  mit  der  Richtung  einei 
horizontalen  Lineals  oder  eines  durch.  Gewichte  über  einen  hori 
zontalen  Tisch  in  der  Nähe  der  Kugel  gespannten  hellen  Bandet 
verglichen  werden;  ich  lege  das  Lineal  so,  dass  der  Schattei 
der  bewegten  Pendel kugel  den  Band  desselben  berührt  Nacl 
einigen  Minuten  sieht  man  dann  den  Schatten  über  dei 
Rand  des.  Lineals  nach  Osten  abweichen,  auf  der  entgegengesetz 
ten  Seite  vom  Lineal  sich  entfernen.  Auf  diese  Weise  kann  siel 
eine  Anzahl  von  Personen  gleichzeitig  von  der  Wahrheit  der  Win 
keländerung  in  Bezug  auf  die  Umdrehung  der  Erde  überzeugen. 

Vor  längerer  Zeit  wurde  mir  eine  Aufgabe  vorgßlegt,  von  dei 
ich  wohl  wissen  möchte,  ob  sie  eine  Teichtere  Losung  bat^  ak 
ich  ih^  bisher  abgewinnen  konnte. 

Von  einem  ebenen  Dreiecke  (Taf,  L  Fig.  5«)  sin^ 
gegeben:  •    • 

1)  die  einen  Winkel  A  haibirende  Linie  AE:=:k 
2)  dieH5he  £D?=A;  3)  die  AB  in  F  haibirende  Linie 
CF=:m;  man  soll  das  Dreieck  bestimmen. 

Wenn  ich  von  den  Gleichangen  ausgehe: 


MtHeUen.  IIB 

<  • 

(dieats  der  Proppiücm  ejb«  JBO:6rC— A-Kc:2*t»sM  ^bdlt); 

(2)  h=^CB\jiA\ 

(3)  in«=6*+|c*— Äe.cos  J 

= (6  +  Je)«— 2  6c .  cos  \A^ ; 

so  komme  ich  für  An\A  auf  eine  Gleichüog  vom  Sten  Grade. 

Professor  Richter  in  Elbing  liat  mir  vor  einigen  Wochen 
333  verbürgte  Decimalen  von  seiner  Berechnmig  der  Zahi'TC  über- 
sandte die  ich  Ihnen  hier  mittheile: 

Die  Zahl  7r  = 

3,14159  26535  89793  23846  26433  83279  50288  41971 

69399  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899 

86280  34825  34211  70679  82148  08651  32823  06647 

09384  46095  50582  23172  53594  08128  48111  74502 

84102  70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196 

44288  10975  66593  34461  '^8475  64823  37867  83165 

27120  19091  45648  56692  34603  48610  45432  66482 

13393  60726  02491  41273  72458  70066  06315  68817 

48815  ^20  09^.... 
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Berichtigung. 

In  meinem  Anfsatze  über  den  Obelisken  ThL  IX.  Nr.  IX. 
S.  84.  hat  sich,  wie  ich  nachträglich  gefunden  habe,  ein  Ueber- 
eilangsfehler  eingeschlichen,  Indeiki  nämlich  die  beiden  Prismen 
ABHJD'E'  und'  DEKLD'E'  durch  Drehung  des  einen  um  die 
Linie  D^E'  nicht  unbedingt  und  in  allen  Fällen  zur  Deckung  ge- 
bracht vrerden 'können,  aus  längst  allgemein  bekannten  und  oft 
discntirten  Gründen.  Indess  «hat  dies,  wie  Jeder  sogleich  über- 
sehen haben  wird,  auf  den  ganzen  Beweis  gar  keinen  Einfluss,  da 
es  bloss  auf  die  Gleichheit  dieser  beiden  Prismen  ankommt, 
welche  auf  der  Stelle  erhellt,  weil  diese  beiden  Prismen,  wie  auf 
verschiedene  Arten  leicht  gezeigt  werden  kann,  gleiche  Grund- 
flächen und  gleiche  Höhen  haben,  z.  B.  die  gleichen  Grundflächen 


laO  MUeeUem. 

ATE  ood  ELEj  io  Bezog  auf  wdche  aach  die  Hohen  d^  beide« 
Prisnien  gleich  sind,  weil  die  Ebenen  J?C/>G  iid4  AEF,  zwischei: 
deoen  die  beiden  Prismen  liegen,  einander  parallel  and.  Id 
bitte  daher,  mir  anf  S.  84.  im  dritten  Absätze  Z.  8— Z.  II.  die 
Worte: 

„dass  sie  znr  Deckung  gebracht  werden  können,  wobei 
„man  sich  am  besten  etwa  das  obere  Prisma  um  die  Linie 
„IVE'  gedreht  und  in  das  untere  Prisma  gd^  deokf' 

durch  die  folgenden  zu  ersetzen: 

„dass  sie  einander  gleich  sind,  weil  sie,  wie  auf  ver- 
„schi^dene  Arten  leicht  gezeigt  werden  kaon«  gleiche 
„Grundflächen  und  Hohen  haben.^' 

Gr#nert 


Dmckfehlen 

ThL  XIX.  Heft  4.  Seite  472.  Z.  6  ▼.  u.  (ohne  ^die  Note)  set»»  ma 
„Visum  non  esV'  för  „visum  est^'  ' 

Theil  XX.  Heft  a  S.  296.  Z.  7  statt  „ang  ^  x"^'  s.  m.  „tang^tit^f 

Tbl.  XXI.  Heft  1.  Seite  1.  Z.  5.  vom  Anfange  des  Aufsätze»  ü 
setze  man  Arccos'^  statt  Arccos*. 
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Beitrag  zur  Bereehnong  der  Zahl  ^r,  welche  das  Verhält- 
niss  des  Kreis -Durchmessers  zum  Umfang  ausdrückt. 


Von 

Herrn  Doetor  Lehmann 

zu  Potsdam. 


/ 


Nachdem  das  Bestrebeo,  die  Zahl  n  auf  mehr  Decimalen  als 
Torher  zu  bestimmen»  seit  fast  einem  Jahrhundert  geruht  hatte, 
i^t  es  10  den  -letzten  Jahren  von  Einzelnen,  wieder  aufgenommen 
worden,  und  zwar  so,  dass  es  fiir  das  nicht- mathematische  Publi- 
kum den  Anschein  gewinnen  konnte,  als  sei  es  dabei  lediglich 
ai)f  einen  Wetteifer  abgesehen ,  indem  immer  einer  den  andern  in 
weiterer  Ausführung  einer  solangwierigen  Arbeit  zu  übertreffen  suchte. 
Aber  die  Sache  hatte  wohl  andere  Gründe.  Theils  lag  die  Yer- 
aolassung,  wie  bei  Dahse,  in  der  Absicht,  eine  blosse  Rechen- 
Vehung  anzustellen,  war  also  psychologisch;  theifs  wollte  man 
diese  Gelegenheit  benutzen,  gewisse  analytische  Methoden  ken- 
nen zu  lernen,  um  bei  allen  Arten  verwickelter  Rechnungen,  sehr 
versteckte  Fehler  zu  entdecken  (dies  ist  auch  bei  der^  gegenwär- 
tigen Abhandlung  vorwaltende  Haaptrücksicht) ;  oder  man  wurde 
von  dem  Gedanken  geleitet,  dass  es  schade  wäre,  wenn  irgend 
eine  Erfindung  des  menschlichen  Geistes  verloren  ginge  oder  einer 
gewissen  Abnindung  entbehrte,  und  dass  es  daher  wfinschens- 
wertb  sei,  die  letzten  herausgebrachten  Decimalen ,.  welche  die 
bisherigen  Berechner  als  unzuverlässig  aufführten,  ohne  jedoch  die 
Grenzen  des  Ff^hlers  bestimmt  anzugeben,  sicher  zu  bestimmen 
(auch  dies  war  bei  der  gegenwärtigen  Abhandlung  eine  Neben- 
rücksicht);  endlich  wollte  man  durch  die  That  beweisen,  wie  über- 
trieben es  sei,  wenn  die  Aufgabe,  die  Zahl  n  auf  eine  sehr  grosse 

Theil  XXI.  9 


122  Lehmann:  Bellrüg  svr  Bertchmmg  der  Zahl  n, 

Anzahl  von  Decimalen  zn  beElimmen ,  als  eine  äusserst  lan^ie- 
rige  und  als  eine  Oeduldsprobe  Türschrieen  wird,  derea  Aosloh- 
rung  es  nuthii;  mache,  sich  halbe  Jahre  lanj;  von  der  Aussenwelt 
ganz  abzuscfali essen,  —  (man  erzählt,  dass  der  Engländer  Sharp 
im  17ten  Jahrhundert,  um  n  auf  74  Deiimaleu  zu  finden,  sich 
sechs  Monate  in  einer  Klause  einschloss,  wohin  ihm  das  Essen 
nur  durch  eine  in  der  Wand  angebrachte  Oeffnung  gereicht  wurde).' 
Am  wenigsten  aber  konnten  die  allniälig  weiteren  Ausföhruagen 
der  Arbeit  aus  der  Rücksicht  auf  irgend  eine  physicaliscbe  oder 
technische  Anwendung  hervorgehen,  von  welcher  wir  vielmehr 
überzeugt  sein  können,  da^s  »ie  niemals,  niemals,  niemals 
gemacht  werden  "ird;  —  trollte  man  den  Kiirperinhalt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  gleich  ist  einer  Trillion  Meilen  oder  gleich  der 
Entfernung  der  entlegensten  bisher  gesehenen  Nebelflecke  nach 
Herschels  Schätzung,  so  genau  bestimmen,  dass  der  Fehler 
weniger  betrage  als  die  kleinste  mikroskopische  Grosse,  nSrolicb 
weniger  als  ein  Würfel,  dessen  Kante  ein  Zweimilliontel -Zoll  be- 
trägt, so  würde  man  dazu  diä  Zahl  ^  doch  nur  hlichslens  auf 
neunzig  IJruchstellen  gebraueben. 

Die  grossere  Miihe,  «eiche  man  sonst  anf  die  in  Hede 
stehende  Aufgabe  verwenden  musste.  war  nohl  nur  durch  die  rni- 
voIlknmmnerenMethodenbedingt.indeni  «.B,  Ludolf  von  Cealea 
bei  der  Berechnung  seiner  35  Decimalen  nichts  von  den  spStertün 
durch  analytische  Entwickelung  gefundenen  unendlichen  ReiheB 
wusste  und  daher  Wur;<e1ausziehungen  über  Würze  lau  szieb  engen 
mhchen  musste,  aber  auch  die  späteren  Berechner  bis  zur  Mitte 
des  ISten  Jahrhunderts  nicht  darüber  wegkamen,  n  durch  eine 
einzelne  unendliche  Reihe  auszudrücken,  für  welche  wenigstens 
Eine  verdriessliche  Quadratwurzel- Ausziehung  auf  eine  sehr  grosse 
Anzahl  von  Decimalen  nülhig  war,  ~  abgesehen  davon,  dass  die 
angeiv and te Reihe  im  Vergleich  zu  den  späterhin  entdeckten  schlecht 
convergirte.  Sharp,  Machin  und  Lagny  bedienten  sich  An 
Gleichung 

"=«*«•!!  V^-5=  VT5.(J -  jij  +  3^ -5^  + ...). 

Diese  Reihe  berechnete  Machin  in  unverändeter  Gestalt  bis 
znr  lOOsten  Decimale;  es  fragt  sich,  wieviele  Glieder  dazu  eri^ 
derlicb  waren.  Die  Anzahl  der  Glieder  sei  x,  und  es  seien  tSx 
jedes  Glied  100 -f-^  Decimalen  berechnet  worden,  so  ist  der  gr&sste 

Fehler  jedes  Gliedes  ^iftioofn  a'  ^'^^  ^^^  grösste  Fehler  aUer  « 
Glieder    susaramen   =  iöwfttB~2'  ''^^  (3:+l)8te  Glied  aber  «boe 


weleke  da$  Verkäiätta  des  KreU'Bwrckmntert  eu. 


123 


VT2    1 

J    Rficksicht  auf  das  Zeichen  =ö^^l7l*Qi~»aido  der  fiberbaupt  übrig- 


n 


gebliebene  grosste  Fehler 

ir  finden  also  w  durch  die  Gieichaog 

VT2     1 


X Y  i:g    j 1 


woraus 


100+y  +  4  log48— Iog(10y— a?)— log  (2a?  + 1)  =  a:  log3 

100 
ibigt  Hier  ist  nnn  der  erste  genäherte  Werth  von  ar=jj — «  =209,5..., 

woraus  sich  zugleich,  da  }0y — a:  positiv  sein  muss  (damit 
k^(103f"— 0?)  eine  rodgliehe  Grösse  sei),  der  kleinste  Werth  von 
jy=log209,.*..,  also  >2,  d.  i.  =3  ergiebt.  Dadurch  findet  sich 
der  definitive  Werth  von  a:=:206,0....  Es  mussten  also,  um  100 
Diecimalen  sicher  zu  haben,  207  Glieder  berechuet  werden,  und 
zfvar  jedes  auf  103  Bruchstellen. 

¥ 

Wollte  man  tc  nach  derselben  unveränderten  Formel  auf  127 
Stelleii  haben,  so. findet  sich  x  auf  ähnliche  Art  =2f)2,5....  Es 
moseten  also,  um  127  Decimalen  sicher  zu  haben,  263  Glieder  un4 
aitäv  je4ef  auf  130  Bruchstellen  berechnet  werden.  Diese  nach 
der  lOQsten  folgenden  27  Decimalen  nun  berechnete  Lagny,  wie 
Kistner  (Analysis  des  Unendlichen,  §.  30S.J  sagt,  durch  einen 
n5>ch  nicht  belcannten  Kunstgriff,  ohne  dass  ihm  von  Hause  aus 
doe  bequemere  Reihe 'bekannt  gewesen  wäre.  Es  scheint  daher, 
als  wenn  er  die  Reihe 

VT2    ,,      415    1  .  «5  417  2.     115  417  419    l 
3M^.4i6^*"^4l7'5^"''417*419'3«""417'419*42r3»  +  — ^' 

danck  welche  die  von  Machin  nicht  angewandten  Glieder  ans- 
gedrficirt  werden  können,  in  eine  convergentere  Reihe  verwandelt 
habe.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  allgemeine  Aufgabe,  die 
Reihe 

I  m  m(m  +  2)  m(m  +  2)(m  +  4> 

'^(fnfn)  a '*" (m+w)(iii+g+2)a«  +  (m+n)(wi+w+2)(m+n+4)a5^*" 

wofrln  n  sehr  klein  gegen  m,  und  a>l  ist,  zu  einer  sdmelleren 
Convergenz  zu  bringf^n. 

9^ 


124  Lehmann:  Beitrag  %ur  Berechnung  der  Zahi  n, 

WJfre  n=:0,  so  wäre  die  Reihe  eine  geometrische,  und  ihre 

Summe  = r»  die  Reibe  wird  also,   auch  wenn  n  nicht  0  ist, 

^  a 
1 
mit  1  db  —  multiplicirt  näherungsweise  1  geben ,  d.   h.  die  Reibe 

nimmt  eine  viel  schnellere  Convergenz  an,  wenn  sie  mit  IJ:- 

multiplicirt  wird.    Nachher  ist  sie  wieder  durch  14:—    zu    di?idi- 

a 
ren,  d.  h.  mit  ~~Xi    ^^  multipliciren.      Dadurch   verwandelt  sich 

die  Reihe  in 

—1-  fix       ^        rix  ^  j  m(m  +  2) 

o±l*^   ~(»»  +  w)a^*'^  (w  +  w +  2) a  "^(111  +  11  + 2)(iii  +  n +4)1^ 

m(m-f  2)(m+4) 

"'"{m+«+2)(m+«  +  4)(m  +  n  +  6)a8"''"*"^^' 

und  wenn  wir  auf  ähnliche  Art  mit  der  Verwandlung  fortfahren» 
so  wird  die  Reihe 

«  -^a+ ^ ri+— ^^-t^riT      ^ 


«±1    '"(w»+w)(a+l)^  — (m+?i+2)a^    '  (iii+n+4)a 

»  m(m+2)  m(m-f2)(m+4)  .       \\\     ^ 

"*"  (m+n+4)(m+«+6)a*^(m+«+4)(w+n+6)(m+n+8)«» '*'""^''' 

u.  s.  w»,  also  überhaupt 


«  +  1  ^      (wi  +  «)  (a  +  J )      (w  +  w)  (m  +  » -f  2)  (a  ±  !)• 

w(n+2)(«  +  4) 


•^(«i  +  «)(m  +  «+2)(?»+«+4)(a  +  l)»  +  •'"^ 

Diese  Reihe  convergirt  viel  schneller  als  die  nrsprüngiicbe,  bis 
man  auf  ein  Glied 

w(w+2)(n+4)....(»+2p— 4) ^. 

*^(w+«)(m+«  +  2)(wi  +  «  +  4)....(iii  +  tt+2;)-4)(a±l)P 

kommt,  worin  n-{-2p  sehr  gross  gegen  m  ist;  alsdann  kann  man^ 
die  folgenden  Glieder  wieder  auf  ähnliche  Art  in  die  schnell  coo- 
vergirende  Reihe 


welche  das  VerhälMts  de»  Krel»-Burehme$*er$  etc.  126 

j«^(n  +  2)(n+4)....(n+2;»-2) /      m 


{«+«)(m+n+2)(Mt,+«+4)....(m+n  f2p— 2)(oJ:l)i» '  V  "'■(«+nH-2p)a 


m(m+2) 

(m  +  n  +  2/))  (m  +n  +2/>  +  2)a« 


'erwandeln;    und  so   kann  man  denselben  Verwandlungs-Prozess 
brtseteen  so  weit  man  will. 

Lagny  mag  also  die  Reihe 

==VI2^^1— 5x73+^:5— P:7+- ••+3206.413^ 

V3      /       2    12      4     1        2     J_  ^2  \ 

3«o«.830  V^+417'4  "*" 417 ' 419 * 42+417* 419 •42r4»^ / 

igewandt  haben.    Es  fragt  sich  nun,    wie  viel  Glieder  dieser 

eibe   erforderlich  waren,    nm   127  Decimalen  sicher   zu  haben. 

ie  Anzahl  der  Glieder  sei  x  und  es  seien  in  jedem  Gliede  130 

ecimalen  berechnet  worden,   so   ist   der  grusste  Fehler  jedes 

1 
liedes   =  JaHo^*  <las  (a:+l)8te  Glied  aber 

1. 2.3.. ..(a:— 207) 


==  _3-«05,ö. 


830.834.838....(4ar+2/ 


ad  die  Summe  aller  nach  dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder 
bne  Rucksicht  auf  das  Zeichen 

'^415.417  838'842*846"'   4ar+2 
rrelchen  Werth  man  erhält,   wenn  man  die  Reihe  wie  eine  geo- 
letriscbesummirt,  deren  erstes  Glied  3-^05,5  ^  ^'    "^  "'*  — 

nd  deren  Exponent  j  ist.)    Folglich    liegt  der  überhaupt   übrig 
fbliebene  grusste  Fehler  zwischen 

X         3-gQg>g   J_   _2^  A       £zM 
10130.2+    830    •834*838'842--  4t  +  2 

Bd 

\x          ^-«06,6^    2     A  Jl_       a:~207 
10130.2  +  415 .  417  *^  *  842  *  846 Ax  +  2' 

olglich  liegt  x  zwischen    den    beiden  Werthen,   welche   durch 
ie  Gleichungen 

X        3^^  JL    J L       ^ZlM—     ^ 

töw^+    415    •834*838'842 4r  +  2'"lÖ^' 


126  Lehmann:   Beitrag  zur  Bereekmmff  det  Zaki  w, 

10i8o  +  ^-4l5.4J7*838*842'846*-  4a?+2  ^BJ» 

bestimmt  werdeo.     Statt  dieser  beiden   Gleichungen  kannte  wir 
i^hreiben: 

3-«>g.g   J      2    ^      ar— 207      1000— :r 
415    •834 '838  •842—  4a:+2  ^     lOi«^    ' 

3-2og,5     2    ^  J_^        ar— 207      1000— ar 
^•4J5.417'8S8*842^846  •-    4r+2  ""     10» 

oder: 

411  834  838  842 

130 — 2"*<^g3— log415— log-^  — '<^g-2 — log-j-  — .... 
•  •  •  - '<>g  :;rzf^  ='<>8  OÖpO-4 


X 


ton     413,    \,    ,     415     ,     .-^    ,     838     ,     842     ,     84(1    ' 


411 


Nun  aber  ist  log  3 =0,4771213,  also  •^]og3=98,048427l5mid 

413 

^log3=:98,522554845 ;  log 415  +  log834  =  log 346110  =5,5392141 

il^  411 

uod  log^  +  log417=log86527,5=4,9371542,   also  130- 2^ log J 

413  '      4B 

—  log  415  — log  834  =  26,41235875    und    130 jj-logS— log-j- 

838  842  846 
- log417  =  26,53729735.    Die  übrigen  ßrüthe  ^,  ^,  ^, n.«,w. 

entwickeln  wir  in  je  5  geltenden  Decimalziffern  und  schreiben  des 

874  9 

Rest  in  Gestalt   eines  geroeinen  ßrucbes,   z.  B.  -yr-  =  79,4S4rri 

79454  +  ^ 
welches  bedeuten  soll  — \^^ — 5   \^^\\sl  Aufschlagen  der  Log»* 

rithmen  in  7ziffrigen  Tafeln  benutzen  wir  nicht  die  am  Rande  anfi- 

gesetzten  Proportionaltheile  der  Differenzen,  sondern   interpoliren 

mit  Hülfe  der  gemeinen  Brüche,    durch  welche  wir  den  jedcsmi- 

83B 
ligen   Rest   ausgedrückt   haben.     Haben   wir  die   Reifc«  tog*-nr 

+  log-s--|-log-7-  +  ....  bis  zu  log^  inclusive  fortgesetst,  »o  fia- 
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m 

dci  wir  die  Summe  i23,S875039;  hier  brechen  whr  yeniucheweise 
ab  Bmi  subtrabiren  diese  Summe  voo  des  ohea  angeftihrten  Wer- 
iben  26,41235876  und  26,53729735,  waa  ao  viel  ist»  als  wenn  wir 
[?— 207=12^  aUo  ar:=s219  setzen.  Dann  machen  wir  die  Probe. 
hUiva  wir  nämlich  a?=s219y  so  i^ftt  das  (jx^\)9kB  Glied 

-• ^^       '  •830^4.636.:..Ö78 

""12151.19787.26291.61021 .71878. 96Ö7700* 

fun   haben    wir   oben    log(32Öö,s)  _gs^04^27]5    gefunden;     die 

lOgarithmen  der  Pactoren  de»  Nenners,  12151,  19787,  26291,  u.  s.  w. 

cblagen  wir  in  7ziffrigen  Tafeln  auf  und  finden  so  den  Logar. 

es  (a:+l)sten  Gliedes  =-127,47617525.  Da  nun.bei  log 3=0,4771213 

er  Fehler  0,00000005,  also  bei  log  (3^^^)  =:  98,04842715  der  Feh- 

k  0,000010275  betragen  kann,  so  kann  bei  127,47617525  der  Feh- 

»r  0,000010575  betragen,    und  statt  127,47617525   ist   also  irgend 

ine  zwischen  127,476164675  und  127,476185825  liegende  Zahl  za 

etzen;    folglich   liegt  der  Log.  des  (:r-f  l)sten  Gliedes  zwischen 

.5-23835325— 128  und  0,523814175—128;    das  (^+l)ste  Glied  be- 

ägt  also  —3,340....  Einheiten  der  l28sten  Bruchstelle,  und  folg- 

26    1 
ch  das  (ar+2)te  Glied  < — ttt*  j. 3,340,.. .  Einheiten   der    128sten 

rachiBtelley  die  Summe  aller  nach  dem  (a:-|-l)sten  Gliede  folgen^ 
en  GTieder   aber   ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  weniger  als 

TT «Q-. 3,340....  Einheiten  der  128sten  Bruchstelle.    Folglich  beträgt 

ie  Summe  aller  nach  dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder  zwischen 

38  und  3,41  Einheiten  der  128sten  Bruchstelle;  und  da  der  grosste 

ehier  der  x  ersten  Glieder  zusammen  1,095  Einheiten  der  I28sten 

ruchstelle  beträgt^  so  beträgt  der  grusste  Fehler ,  wenn  man  die 

eihe  mit  dem  219ten  Gliede  abbricht,  zwischen  4,475  und  4,505 

inheiten  der  128sten  Bruchstelle;  wollte  mau  aber  die  Reihe  knit 

(m  2l8ten  Gliede  abbrechen,   so   wurde    (weil  das  2l9te  Glied 

^8 

3-mal  80  gross  ist  als  das  220ste)  der  Fehler  mehr  als  2  Ein- 

• 

»iten  der  126sten  Bruchstelle  betragen  können.  Es  sind  also 
cht  mehr  und  ^icht  weniger  als  219  Glieder  zu  berechnen,  um 
Ü  Decimalen  sieber  zu  haben ;  folglich  werden  durch  den  Kunst- 
iff,  wdcben  wir  für  den  Lag ny' sehen  halten ,  44  Glieder  ge- 
lart,  und  der  Fall,  dass  n+2p  sehr  gross  gegen  m  wird,  tritt 
n  der  Sorechnung  von  n  auf  127  Deciwaleo  nicht  ein ;  die  Reihe 
eibt  bis  zum  219ten  Gliede  viel  convergenter,  als  sie  vom  Isten 
UB  itten  GKede  ist. 


128.  Lehmann:   Beitrag  %ur,  Berechnung  der  Zahl  w. 

Die  eben  entwickelte  Rechnung,  in  welcher  von  der  ^63  Gße- 
der  enthaltenden  Reibe,  die  letzten  56  Glieder  durcK  die  Umwaii^- 
lung  der  Reihe  in  12  Glieder  zusammengeschmolzen  sind»  verai- 
lasst  uns  zu  der  Frage,  ob  nicht,  wenn  man  dieselbe  Umwand* 
lung  bei  einem  früheren  oder  späteren  Gliede  angefangen  httttt, 
noch  mehr  Glieder  hätten  gespart  werden  können.  Da  263:56 
=  56:12  (wenigstens  sehr  nahe),  so  vermuthen  wir,  dass,  wenn 
in  der  irgendwo  abgebrochenen  Reihe  Arctg 9=9(1 — i9*-H9* — ..«)> 
welche  g  Glieder  enthält,  die  letzten  r  Glieder  auf  die  angezeigte 
Art  in  eine  convergentere  Reihe  verwandelt  werden,  w<snn  also 
überhaupt  die  genannte  Reihe  in 

1  g^ag-ar-f  1   . 

^^^*+2^-2r+3*  1+9«  "**  (2y— 2r+3)(2y-2r+5)* Vr+9*/  ^'^Z 
übergeht ,  diese  letztere  Reihe ,  bei  dem  Gliede 

1  yg^ar+l 

2^  — 2r  +  l*    1+9« 

('i}-2r+3)(29-2r+5)(2^2r+7)....(29-2r+— -1)  ^^+V*/^ 

abgebrochen,  Arctg^   auf  eben  so  viele  Decimalen  genau  gebe 

j 

als  die  Reihe  Arctg^rr^  — J9*  + ^9« — ....^r =  9%-!,     Da  auf 

diese  Art  q  Glieder  auf  ^— r+^  Glieder,  d.  i.  auf  ^^"9^+^ 

Glieder  zusammenschmelzen,    so   werden  wir,    um  die  leichte^ 
Rechnung  zu  haben,   r  so  bestimmen  müssen,   dass  q^ — U^'i'^ 

(9(^a 4/r-l-r^)\ 
•^ — h  j  =  0   wird ;    dies  giebt 

r=^lq  und 

1-5 

ö  y^  (q+1)  (a+ 1)   V  ^(q+,3)  (ß+ 1) 

^iq+Mg  +  5)  (a  +  1)2  +  (y+3)(y +5)(y+7)(a+J)»+^--/ 
Diese  Reihe  wollen  wir  benutzen ,   wenn  wir  statt '  der  -ftus 


X 


weldk^  da$  VerkäiMn  des  KreiM^Dutchmessen  Hc.  m 

«=:6Arctg  V  ^  hervorgebettden  einzelnen  Reihe  zwei  beqiie- 

nete  Reihen  anwenden ,  wobei  die  Warzelausziebung  gespart  wird. 
Wollten  wir 

mverändert  anwenden  und  dabei  n  auf  201  Decimalen*)  genau 
iaben  (diese  Anzahl  von  Ziffern  setzten  wir  uns  sogleich  vor^  zu 
lerechnen,  um  dem  Kunstgriff*,  welchen  wir  för  den  Lagny  sehen 
lalten,  mehr  Interesse  zu  geben;  wir  kannten  damals  nur  die  140 
n  den  älteren  Ausgaben  der  Vega' sehen  Logarithmentafeln  vor- 
kommenden  Stellen  und  wussten  nichts  von  der  Dahse'schen 
Rechnung  und  noch  weniger  von  der  Cl au sen 'sehen  und  Rieh* 
ter'sehen,   die  erst  ganz  neuerlich  bekannt  geworden  sind),    so 

durfte  der  Fehler  von«- (l  — g-g+p-g-— p-^+....)hüchstensjp5j^, 

4  111 

und  der  Fehler  von  7(^-^49^  +  492  5 — 493  yf )    ebenfalls 

1 

höchstens  iq^i  a  betragen ;  es  wird   (auf  ähnliche  Art  wie  oben) 

bewiefifon,  dass  zu  diesem  Ende  von  der  SArctg^  ausdrückenden 
Reihe  210  Glieder,  von  der  4Arctg}  ausdrückenden  Reihe  aber 
118  Glieder  berechnet  werden  müssten.  Da  nun  210  halbirt  105 
giebt,  118  aber  halbirt  59,  so  vermuthen  wir,  dass  wir  die  Reihen 
darch  Verwandlung  am  convergeiitesten  machen,  wenn  wir 

bAr0g3^3  (1-^3 +  g2  5—98. 7+-- +9104  .20r 

03     ,,j.M  -M  M^M  0,4  0,6^     ^ 
""3209.211^+213 +2l3'215'*"213*2lS '217 +—^ 

4Arctg7  ~-7  ^^""49.3+492.5 ■^498.7+-+49w.  117^ 

0,08      ,     0,04     0,04  0,08     0,04  0,08  0,12        . 
"'7"M19^^+  121  +  121  '  123  "**  121 '  123  *  125  +*  '^ 


*)  Mao  mass,  nin  200  Brochstellen  sicher  zu  haben,  die  Rechnung 
10  anlegen,  dass  der  Fehler  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  201sten 
Brachstelle  beträgt,  weil  eine  Vermehrung  oder  Verminderong  des  Re- 
löltats  om  4  bis  5  Einheiten  der  20l8ten  Stelle  leicht  die  200s(e  Stelle 
ibändern  könnte. 
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« 
schreiben.    Wir  haben  aber  noch  zu  untersuchen,    cüb  auf  dies^ 

Art  SArctg)  und  4Arctg|  sich  in  der  That  durch  die   geringst» 

Anzahl  von  Gliedern  berechnen  lassen,  oder  ob  zu  dem 'Ende  dio 

Umwandlung  der  Reihe  bei  einem  früheren  oder  späteren  Glieds 

beginnen  muss. 

Die  auf  obige  Art  umgewandelte  Reihe  iur  SArctgi  bA^  iq» 

1 
SArctgi  auf  einen  Fehler  von  Tpöi"!  ^^^^^  ^^  geben,   mit  dem 

ersten  GHede  abzubrechen ,  so  wird  auf  ähnliche  Art  wie  oben  ge- 
zeigt, dass  X  zwischen  den  beiden  Werthen  liegt, ,  weiche  durch 

die  Gleichungen 

i 

204-^20,9  Jog59(W9-.log(263,75-jJlog66536)~log^'^  . 

204-21,1. Iog59049—log(26,375  —  jjlog65536)-log^ 

■      1075     ,     1085  ,     10a;  +  5     .     ._^      ._^    ^   . 

-  log  "2 log  -^ ....  —  log^:^Qg— log(500-a;)=p    (2) 

,     ,.      ,         ,         «.  1      I    ^0^    I    ^^    I     1085       , 

bestimmt  werden.    Hier  werden  log -j-».  log -g-*  if]^rr»r-,««.aiii 

ähnliche  Art  Avie  oben  aufgeschlagen.  Bedenkt  man  nun,  dass 
der  gr(i8ste  Fehler,  den  man  bei  der  einfachen  Interpolation  einer  von 
loglOlOÖ  bis  loglOlOOO  reichenden  Tafel  siebenziffriger  Logarithmeh 
der  natürlichen  Zahlen  begehen  kann,  0,00000005053*21 187705772... 
und  also  mit  ßerücksichtigung  der  nach  der  Interpolation  eligewor- 
fenen  achten  und  folgenden  Bruchziffern  0,0000001005321187705772.... 
ist,  5(vährend  der  Log.  einer  in  5  geltenden  Ziffern  ausgedruckten 
Zahl,  welche  keine  Interpolation  nöthig  macht,  nur  mit  einem 
Fehler  von  0,00000005  behaftet Jst;  und  bricht  man  die  linke  Seite 

der    Gleichungen  (l)  und  (2)    versuchsweise   erst  mit  — log-]^ 

-log (500— 160)»  dann  mit  — log-^--log(500-161)ab,  so  über- 
zeugt man  sich,  dass 

'die  linke  Seite  der  Gleich.  (1),    wenn  ar=160  gesetzt  wird: 
=  + 1,00332494375  ±  0,00000627...., 

'     die  linke  Seite  der  Gleicb.  (2),   ireiin  x=ilSß  gesetjct  wird: 

= -t- 1,04908244375  db  0,00000628...., 


dift  Imke  Seite  der  Gfeicü.  (1),   wenn  g^zsVSii  gesetzt  wird:^ 
=^0,45665955625  dbO,00000637..., 

die  Bdce  Seite  der  Gleich.  (2)»   wenn  a?s=il61  gesetzt  -  wird : 
::^---(UI(XK)205625dbO,O00QO638...^ 

^  aliemal/ nach  dem  ZekiMii  jjb  die  dbrigbfeil>end^  Ungewissfaeit 
e«etzt  ist  Folglicli  ist  a;:=16I,  also  etwas  neht-  als  1.2101 
Tn  wollen  daher  die  Umwandlung  der  Reihe  för  SArctgi  nun 
srsuchsweise  bei  einem  anderen  als  dem  106ten  Gliede  begin. 
m^  und  zwar  bei  demjenigen»  welc^hes  nach  der  Umwandlung 
ch  zum  folgenden  verhält  wie  834:1  (dies  ist  nämlich  das  Ver- 
iltniss,  welches  bei  der  obigen  umgewandelten  Reihe  sich  her- 

isstellt«  die  wir  als  eine  zur  Bestimmung  Ton  eArctgV  ^  auf 
!7  Decimalen  bequeme  nachgewiesen  haben).  Das  (a:-fl)ste  Glied 

'        Q  \  %  A  ü  ■ 

»Reihe  3a-9:3+^f:5-9r7+->'**=^i+i):pj+i5  ««. 

»liülU  sieb  xum  fglgenden  wie  1 :  q/o    ■•tV»    ^'^^  ^^^  Umwand- 

i'ng  aber  wie"  1 ; .  ^ .,.  4-  3)  "^  ^^ '  2  4^  3'  ^®*'  ^*®*  Verhältniss 
: 834:1  sein,  so  ist  2ar  +  3=J66,8,  also  a:=81,9;  die  ümwand- 
ing  ist  also  beim  83sten  Gliede  zu  beginnen.  Dann  finden  wir 
iirch  ähnliche  Schlüsse^  dass 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  a:=157  gesetzt  wird: 
=+ 0,54288094375  i:  0,00000729...., 

die  linke  Seite  4er  Gleichung  (2),  wenn  x^szVSn  gesetzt  wird: 
=+ 0,58863844375  dbO>00000730...., 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (t),  wenn  a:=:158  gesetzt  wird: 
=r-a7:506676625i0,000p0739..,., 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (3),  wenn  a;=158  gesetzt  wird. 
= —0,72930925625  ±  0,00000740...., 

SO  ar=:  158^=  1 .  210.  Wenn  wir  noch  ein  Glied  weiter  zurück- 
sfaen,  also  die  Umwandlung  beim  82sten  Gliede  beginnen,  s» 
iden  wir 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (I),  wenn  x^\S7  gesetzt  wird: 

==  +  0,46677954375+0,00000738...., 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  x:=z\Sn  gesetzt  wird: 

i=  +  041263704375  ±0,00000739^.., 
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die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  x=168  gesetzt  wird : 
= -0,84549105625  ±0,00000748...., 

die  linke  Seite  der  Gleicliung  (^),  wenn  3:=  158  geectat.  wird: 
=  -  0,79973355625dbO,00000749..:, 

also  X  ebenfalls  sslSS.    Wenn  wir  noch  ein  Glied  writecranilck 
gehep,  so  findeq  wir  ffir  a=157  and  158  die  Restdiatei 

+0.40171684375±0,00000747....,     ' 
+0,44747434375  +  0,00000748..-, 
—0,90494985625+0,00000757...., 
-0,85919235625+0,00000758...., 

also  a:  ebenfalls  =  158.    Folglich  ändert  sich ,  wenn  wir  dtsi  Um? 
Wandlung  erst  beim  82sten,  dann  beim  83sten  Gli6de  beginnen» 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  ar=157  gesetzt,  wird, 

um  +  0,0761014, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ^:=157  gesetzt  whrd, 

um  +0,0761014, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  a:=15S  gesetzt  wird, 

um  +0,0704243,  ^ 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  a?=158  gesetzt  witd, 

um  +0,0704243. 

Wenn  wir  aber  die  UrAwandlung  erst  beim  Slsten,  dann  beim 
82sten  Gliede  beginnen,  so  ändert  sich 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a:=157  gesetzt  wird, 

um  +0,0650627, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  :r=:I68  gesetzt  wird^ 

um  +0,0594588. 

Wir  vermuthen  daher,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  erst 
beim  SOsten,  dann  beim  81  sten  Gliede  beginnen^  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a?=:157  gesetzt  wird,  sich  um 
+0,0650627+0,0650627-  0,076101 4 = +0,0540244  ändern,  und  dass, 
wenn  wir  die  Umwandlung  erst  beim  79sten,  dann  beim  80sten 
Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn 
ar=157  gesetzt  wird,  sich  um  +0,0540244+0,0540244—0,0650627 
.=  +  0,0429861  ändern,  u.  s.  w.,  dass  also,  wenn  wir  die, Umwand- 
lung beim  76sten  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1), 
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wenn  ar  =  157  gesetzt  wird,  ibr  Minimam  =+0,54288094375 
-  0,0761014  -  0,0650627  —  0,0540244  —  0,0420861  -  0,0319474 
-0,0209087  — 0,0098700  =  +  0,24198024375,  und  die  linke  Seite 

der    Gleichung    (2)    ihr    Minimum     :i::  +  0,24198024375  +  log  g- 

=4-0,28773774375  erreiche,  dass  also,  wenn  die  Umwandlung  beim 
TIßsten  Gliede  begnint,  der  Fehler  der  mit  dem  157sten  Gliede  ab- 
gebrochenen Reihe  am  kleinsten  und  doch  noch  etwas  grosser  als 

i,r^^  .  sei.    Um  dies  genauer  zu  untersuchen,  ist  es  (weil  in  der 

Gegend  des  Minimums  die  Aenderung  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (1)  geringer  ist  als  der  Unterschied  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  ebenso  die 
Aenderung  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2)  geringer  als  der 
Unterschied  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (2))  nothig,  den  Fehle)*  in  engere  Grenzen  einzü« 
schlles^en,  dadurch,  dass  man  auch  noch  das  159ste  Glied  mit 
berücksichtigt.  Wir  wollen  die  drei  Fälle  betrachten,  wo  die  Um- 
wandlung beim  758ten  Gliede,  wo  sie  beim  768ten  und  wo  sie 
beim  77sten  beginnt,  um  dann  zu  erkennen,  ob  sich  bei  der  mit 
dem  76sten  Gliede  beginnenden  Umwandlung  das  Minimum  mit 
aller  Entschiedenheit  herausstellt. 

Wenn  die  Umwandlung    beim  75sten  Gliede  beginnt,   so  ist 
das  1586te  GXed 

_     0,8_  0,2    04   0^     16^ 
■~5i«rJ49  •  TöI  •  153  •  155  ••••  315  ' 

die  Summe  Atä  ISSsten  und  159sten  Gliedes 

_     0,8       0^2    0,4  0,6     16,6/,  ,  16.8^ 
~3^4'^.149*  151'IS3'1^'*''3B\  ■*"317y 

_^     0.8       0,2    0.4    0,6     IM  333.8 
~"3»^TT49  •  151  '  153  •  155  ••••  315  *  317  ' 

/* 

\ 

uod  die  Summo  alier  oacli  dem  ]57steD  Gliede  folgenden  Glieder 
^      0.8       0.2   0,4   0,6     16.6  /.* .10  16,8' 


3»4r .  149  ■  151  •  153 '  155"*"315  * 


/     10  Wfi\ 
y^  9  •  317/ 


d.  i. 


0.8__  0j2    IM  0^     16j6  3021 
■**5m»:14Ö  •  151 '  153 '  155" -315  *  317 ' 


Die  Sopune  des  ISQeten  und  IQOsten  Gliedes  aber  ist 
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__a8_  W  M  ftö     1^  336 
•^3^7.149  MöllMl55--317  lä9' 

Wf%A  die  Summe  aller  nach  dem  158sten  Gliede  folgenden 'Gliedei 
Ueiner  aki 

0,8       0,2   0,4   0«     16,8  3041 
3"».  149'  iöl  •  IBS  •  löö— SIT '  3W 

Wir  werden  also,  indem  wir  übrigens  die  obige  Entwickelang  bei- 
behalten y 

zar  linken  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  a:=^VS1  gesetzt  wird, 

log'o^X-    hinzufügen,    • 

=  Ton  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  07=157  gesetzt  wird, 

.....  , 

..   zur  linken  Seite  der  Gleich.  (I),  wenn  orsslSS  gesetzt  wird, 

logöjg   hinzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  j:= 158  gesetzt  wfrd,  j 

I     3190       .    ■  ,. 

log  ^Tjji    subtrahiren,  • 

wobei  wir,  wie  oben,  die  Brüche  "TTTt"»   ^o?f"'^'^*  in  5  gelten 

den  Decimalziffern  nebst  angehängten  gemeinen  Bruches  entwickeln. 
Auf  diese  Art  finden  wir  fiir  a;  =  I57  und  158  die  Resultate: 


f..  > 


-f  0/2S54844437S  ±  0,00000607. 
+0,267{i0624375  ±0,00000808... 
-1,00887605625  ±0,00000817... 
- 1,00644145625  ±  0,00000818.... 

W«nn  aber  die  Omwandlnng  beim  TSsten  Gliede  beginnt;  m 
haben  wir 

*  • 

zur  linkeQ  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  2:=  157  gesistzt  wird, 

,     333,6  ^. 

log  ^yj    hinzuzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  a:=197  gesetzt  wird, 

log^jTg  3U  svbtrabiren. 
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zur  linken  Seite  der  Gleich*  (I),  weno  ;c=J58  geeetet  witd, 

log  v^iy    hinzazufilgen» 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  weDn  a;  =  198  gesetzt  wird, 

.3190  . ,    . . 

^     legH^^  xn  snbtralureB. 

Das  giebt  die  Resultate : 

+0,26405974375  ±0,00000798.... 
+0,26645424375  ±  0,00000799.... 
—  1,01550025625  +0,00000808.... 
-1,01309295625+0,00000809.... 

Wir  sehen,  dass  n^ir  bior,  um  den  Fehler  in  gehörig  enge  Gren- 
zen einzuschliessen ,  noch  ein  Glied  weiter  gehen  müssen.. 

Wenn  die  Umwandlung   beim  75sten  Gliede   beginnt,    so  ist 

^      1..       ^    .      ,  .  1^.S  .     t  .  *ö'8  A  .  17\   ,     „    ^     -    10  16,g 
der  obige  Factor  l+oiy  .*"  ■^+3iy*l  *+3T9  J'°^*'*^^^*®^*+gr*3i7 

.'      .16,8  ,  10  16,8    n    ^     ^    ^     ..17.    t.   17A    17,2\ 

'"  ^+3l7+'9*  317-319'  "^"^  ^^^^^^'^  ^+3l9  '"  ^  +  3l9V"'^32r/ 

10    17  17      10    17    17,2 

und  der  Factor  l+ir-q^  »i  l  +  öjQ  +  'q*'ö|Qo^2u  verwandeln. 

Wir  haben  also 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (I),  wenn  dp=il57  gesetzt  wird, 

•  i.f  1     ^'8         ^1     106767,8  , .  ^ 
nicht  log  ^ly  a  sondern  log  |aiiciq    hinzuzufügen, 

▼on  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  x=157  gesetzt  wird, 

^  u.  I     3170  .       ,     5056150  .  ^  . . 

mcbt  ^^^oMf*  sondern  l<>g 4^05976  '^  subtrahnren, 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)^  wenn  dr=158  gesetzt  wird, 

.....336  ,       ,     108148,4..         ^ 

Bieht  log^TTs  sondern  log -jj^^^'  "^^^^"^^^^^^^ 

von  der  linken  Seiteder  Gleich.  (2),  wenn  ,ar:=:158  gesetzt  wird, 

•  K.  I     3190  .       ,     1023990  .  ^  . , 
nicht  I0&Q1IT*  sondern  l^S  grigofi   ^^  subtrahiren. 

Das  giebt  die  Resultate: 

+  0,26664774375 +0,00000807.... 
+  0,26677674375+0,00000808.... 
— l,OOy?(W2Ö625±0,00000817.... 
-^1,00750960625+0,00000618.... 
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Jetzt  kOoneo  wir  also  die  GleichqDgen  (1)  und  (2)  so  weit  f&r 
gleichbedeutend  halten ,  dass  wir  sagen:  Wenn  die  Umwandhisg 
beim  75sten  Gliede  beginnt,  so  ist  die  linke  Seite  der  auf  0  gebäh- 
ten X  bestimmenden  Gleichung,  wenn  ^  =  157  gesetzt  wird, 
=  4*0,266 und,  wenn  ar=I58  gesetzt  wird,  =— 1,007 •~. 

Wenn  aber  die  Umwandlung  beim  76sten  Gliede  beginnt»  8o 
haben  wir 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  a?  =  157  gesetzt  wird, 

,     106697,28  . .  .^ 

log    |A||cvi  •  hmzuzuiugen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ar=157  gesetzt  wird, 

I     1264037,5  .  ^    . . 

log  igonfiüQ    '^  subtrabiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  a;==158  gesetzt  wird, 

,     36025,8  . .  .     ' 

log  o4|OQ"  hinzuzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ar=168  gesetzt  wii:d, 

,     1706650  ^,    . . 

^^lß5lfiS7  ^^  subtrabiren. 

Das  giebt  die  Resultate:  '  i 

+  0,26519634375+0,00000798..,. 
+ 0,26532244375  ±  0,00000799.... 
- 1,01435105625+0,00000808.... 
—1,01422355625+0,00000809.... 


Die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten  x  bestimmenden  Gleichung  i 
ist  also,   wenn  a'=157  gesetzt  wird,   =  +  0,265....,   und,  weoB 
a:=:158  gesetzt  wird,  = — 1,014.... 

Wenn  endlich  die  Umwandlung  beim77sten  Gliede  beginnt,  so 

^.      ,     106626,84  . .  _  ,     5056150  '^   .. 

ist  respective  log    |a||o6     hinzuzufügen,  log 4700^^0  zu.«uhtrahi- 

I     36002.16  . .  ..,  .  ,     853325         ,  ^    . .        ^ 

reu,   'og-oTröT"  hinzuzufügen,  und^logoTööfii^^^^l'^'^"''^''*  l'*® 

giebt  die  Resultate : 

+  0,27480024375  ±0,00000789....  -    . 

+0,27492344375  ±  0,00000790.... 
—1,01000965625  ±  0,00000799...; 
-]/)0988505625  db  0,00000600.... 
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Die  linke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  ist  also,  wenn 
jr=157  gesetzt  wird»  =  + 0,274. ♦.•,  und,  wenn  ir  =  158  gesetzt 
wild 9  zwischen  -*  1,0100....  und  — 1,0098.... 

Aus.  allem  diesem  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Umwandlung 
beim  76sten  JBliede  beginnt,  die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten 
s  bestimmetideii  6ldchung,  wenn  j?==lÖ7  gesetzt  wird,  ihr  Mi- 
nimum =r 4- 0,265.».  erreicht,  und,  wenn  ar=158  gesetzt  wird, 
ihr  negatives  l^aiimum  ='^1A)14....  erreicht,  dass  es  also  nicht 
ili^güch  ist,  .durch  einmalige  Umwandlung  der  Reihe 


Vi    JL.  JL    -L+    ^ 


den  Werth  von  SArctg;^  vermittelst  weniger  als  158  Glieder  auf 

l 
einen  Fehler  von   tmöT'a  ^^  berechnen,  und  dass  die  geringste 

Anzahl  der  dazu  erforderlichen  Glieder  statt  findet,  wenn  die  Um- 
wandlung beim  76.  Gliede  beginnt.  Hat  man  die  Umwandlung  beim 
76.  Gliede  begonnen,   so  entsteht  das  158.  Glied  aus   dem  157. 

164    1  1 

dareh  Multiplication  mit  »rg .  jrg,    d.  L  mit  j^^ — ;  wollte  man  also 

beim  157*  Gliede  eine  zweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte 
Art  beginnen,  so  würde  das  158.  Glied  aus  dem  157.  durch  Mul- 

tiplication  mit  — Kjg — «g  entstehen,  d,  i.  durch  Multiplication  mit 

-g* — ;  die  Convergenz  wflrde  also,  anstatt  verstärkt,  vermindert 

werden;  vielmehr  drückt  die  Mattiphcatloh  mit  Tqo'"'  i^i^^f  ^^^^ 
dne  stärkere  Convergenz  aus,  als  vom  .2ten  zumSten  Gliede  statt 
findet.    Es    ist  ako   überhaupt  nicht  möglich,   SArctgö  durch 

weniger  als  158  Glieder  auf  einen  Fehler  von  inaoi  a  ^^  berechnen. 

^  Da  75  =  |T«210,  iso  vermuthen  wir,  dass  4Arctg^sich  durch 

die  geringste  Anzahl  von  Gliedern  berechnen  lasse,  wenn  wir ^ von 

4/  1  1  1  \  5 

der  Reihe  7(^1-- 4973+ 49«75"~ 49377+  '"')  """^  ü'"^'  ^'  *'  ^^ 
Glieder  unverändert  lassen  und  beim  43.  Gliede  die  Umwandlung 

be^nnen,  also  *A«ctg^=y(l-jg-g+jprg-jp-^+....-4-jji-^) 
.    0.08  /-  .  0,04  .  0,04  0,08  .  0,04  0,08  0,12  ,       \      . ,  .^ 

Tbeil  XXI.  10 
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I  .  ■■      1  1   -  . 

Diese  Reibe  sei^  um  4Arctg^  bis  iiuf  einen  Febler  ^<>i>]Möi7  ^^ 

zudrücken  y  beim  orsten  GUedd  abiubrechen.,  so  ist  daa  («-4*1)1^' ' 
™  .        0,08        1         2        3.       o:— 42  .  _t  '    i_  = 

^'^^  ^W:^'Wrym6'W^'r''W+^^  nehmen  wir  aber  ^ 
noch  die  beiden  folgenjden  Glieder  hipsuj^  «»  können  wir  js^geo^  \ 
die  Summe  aller  nach  dem  ors^eft  Glieda  fpigenden  Glieder.^! 


I 


^   0,08        1        2       3         ar-42  /,  .  x-^il  A .    J^^.  \\ 


aber 


0,08    ^ 2^    _L       ar— 42A.   ar-41^.S0    ar-40  \\    ] 

^7«»-85 •  2175 * 2225* JJ27Ä":B(kr+a5\.  "*^ÖS+7av '+49-50«+lgiy/   j 


d.  i. 


^  8  2551a«+7994a:-t5890      12        3         a;T-42      . 

und  .. 

*t         1000ar''-f^l33g-f23a2      1       2     _3^  ,     of^ 
■^7«».5312,5*      (2<i;-f3)(2a;+5)    '"•2l^'.2p5-2a7S"T5ftH-26'      ' 

Folglich  fiegt  x   zwischen   den   beiden  Werthen,   weklie  AniA 
die  Gleichungen  • 

204  - 16^.  I«g  16807- (log  9312S0O-|l9g  65S3^ 


I  ■ 


.,     2551a:« + 7994a: +58Ö0    ,    2175     ,    2225     .    2276 
+  '"8  ■{2a?+3)(ir  +  5)      "^'l *"«~2 *^-J- 


und 


,     SQj;  +25     ,     -^      \- 
.... — .log-; — ^^^ lo^j^OQ — a:)c:0 


204 -17  log  16807—  (log53]2,5— j|log66B36) 


.  ,  1000a;* + 3133a: +  2322  ,  2175  ,  2226  ,  2276 
+  ''8 (;ic+3)(2i+6)  "  ^^^^T  — »"«"^ »"«"S — 


•••• 


ü    ,.      .         .         «        .  .  I     *175  .  ,     2225  .  ,     2275. 

oestimmt  weiden,    oummirt  «aan  log-rj — |-  log  -^  +  log?-r»-^^ 

4425 
bis  zu  log  -^  (wa$  so  viel  heisst  als  a;  =  8$  setzen;    man  be- 
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•    '%  .,■•■"• 

rSeksicbtige«  dass  jBB.^r^.nS  tetj)»   so  zeig't  die  noiperisdtie  Aus- 

fil)|ruiig,  dass  man  weit  davon  entferot  ist»  die  lipke  Seite  der  a; 

bestimmenden  Gleictiangen  =0  zu  haben,    and  dasi  zu  diesem 

Zwecke  x  weit  grosser  als  88  zu  setzen  ist«    Wir  vebuutiien  ^a-* 

her»   dass   die  kleinste  Anzahl   der  Glieder,   welche  erforderlich 

1  '  t 

sind  nm  4  Arctg  ^  bis  auf  eioea  Fi^Uer  Top  jn^ir^  auszudrucken, 

nicht  bei  der  mit  dem  43steMOIiftdebegttiMnden  Umwandlung  statt- 

Ö  1 

findet    Wir  versuchen  daher,  anstatt  iT*1I8,  5. 118,  d.  i.59Glie- 

\  der  nnverSndert  zu  lassen  und  also  die  Umwandlung  befni  OOsteö 
Güede  arnziifangen;,'  Hrerbei  ist  das  (ar+l)ste  Glied  der  uingewan- 

ddten  Reihe  ^^m-^y^r^^^^'^^j^-^ö^:^^  fo'gl'ch  die 
Summe  aller  nach  dem  ^sten  Güede  fqlgenden  Glieder 

^    0,08      _1 2_  ^    :  <g-a»/:,  ;   ar^>68  /       a;-57  \\ 

^7»w.ll9*3025'307531?6'"8Öi+^5VvS5i4^5V^+50j:+125^y 

aber 

^    0,08        1 2       3        ar— 59  /       ar-^-58  /,    50_£--57^\\ 

^7nriI5302ö'30?ö'äIM*öOÄr+25V+6C^ 

.  8  2551a:«+7ll0ar+5431     1        2       3  ar-59 

>7n?:?l3?5ö5-n(^^  . 

und 

•  •  *      *  •  *  •  •  .  • 

2         500ftgg+13931iy;^  10777    1       2       3;       ^>~69 
^7"».74375*        (2^ +3)  (2a: +5)        '3025 '3075 '31^5 50a:+  25 ' 

B<i|jjB<fa  Jlegt  ^^Wißdien'  tieii  beiden  Wertheii^  wetdie  dttfch  die 
Gleichungen 

2P4r-.  23,4.  log  16807 -^  (li«  7437500*^  J  log  65936) 

..     25Slar*+7jiOJfc  +  S431   ',     3025        '  3Ö75     .     31^ 

+  '"K       (2a: +3)  (2a: +  5) '"S"! '"8-2 '«S-a -. 

'.       .  '         i     50*+_25     ',   -  fiaxn      \     a 

204 -23,8. log  16807-  (log74375— g  log65536) 

, ,    6000!r«+J393LB  + 10777     ,  :  3028     ,3075     ,     3125 
+  '"8"— (2^+3)Öte+^^ '"^"1 '"8"2 '»8-2— ••• 

■   50a;+25     .     ,e««       s     « 
I  — "'"S-^Zöö log(500-a;)=0 

10* 
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bestimmt  werden.    Aber  ancb  hier  zeigt  «ich's,  das«  x  weit  grSi' 

ser  als  88  zu  setzen  ist;   wir  fahren  also  in  der  Snmtnirung  der, 

„  ..    ,     3025  .  ,     3675.»    3125.       ,  _^       ...     ,.        i^ 
Reihe  log  —r—  +  log  -3—  -|-Ipg  — g— +  .••••  fort  und  Qodeo  für  «==Iw ' 

und  a; SS  101  die  Resultate: 

4-1,579408695  ±0x00000484.... 
-f  1.5794093i>75±  0.00000486.... 
—0,501640905  ±0,00000494....         ' 
-  0,S016402725±  0,00000496.... 

'  ;  .  ■     1     I  •  ■     >  ■  ■  'I 

Folglich  ist  a?=101.        - 

Wenn  wir  die  Verwandlung  npq  wie4er  beim   4äiteD  GliedQ 
beginnen,  so  finden  wir  für  a:=100  und  a?=101  die  Resultate: 

+1,357016755    ±0,00000637.:... 

+  1,35701789375±0,00000638 

-0,576444245    ±0,00000647..... 
--ö,57644»10625±0,00000648  .... 

Folglich  ist  X  auch  hier  =101. 

Es  ist  daher  zu  .vermuthen,  dass^  ar  am  kleinsten  werde»  wwi 

43  +  60 
wir  die  Umwandlung  mit  dem  -r~^ — ten,d.  i.mit  dem51stenGliedt 

beginnen.    Hierbei  ist  das  (a:+l)ste  Glied  der  umgewandeltenRethe 

0,88        1         2        3  x^50       ,'      .   «  ,i\u 

=  7»MÖl'^75'2^"2675---5Öi+2g'  also  die  Summe  aller  n$ch 

dem  .obsten  Gliede  folgenden  Glieder 

^     0,08        1      2^    3        _E-^Vi,»-^ftj^J^Z^W 
^ f»»nÜI •  2575  2B25ie?6-"Ö^+25V  "'"55»+75V   '««te+WA 

aber 

0,08      12       3         a^-ö0/.'    ar— 49  /.  .50    «—48 


^  0.08    _I__2_  _3^       a>-80  /,  .  ar— 49  /,  .  50    x—i8  W 
'^7»».10r257526252675""69«+25V  +50a:+75V'*'49"6te 

•'       "         ■  ... 

d. 
•    1. 

8  2551a?H757ar+5602     1        2    ^        a?-SO 

^  7»».6312500*     (2a: +3)  {2x  +  5)     '2575 '2825' 2675  ••••5ai:+25 
und 

2         5000arH148493r+ 11074     12       3  ar--50 

^7^^63125*       (2a: +3)  (2ar  +  5)       '«75'2e25'äBy5  '•  SDbF+%* 

Folglich  liegt  ,t  zwischen  den  beiden  Werthen,  welche  dnrdi  die 
Gleichungen 
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204— 19^Jogl6e07— (Iog6312500— |lpg66536) 

.,     Sß51«*+757&r+5692     ,     5575     ,    2025     .     2876 
+  '•*«     (ar+3)(2x+6)     ^ '"« T '•8-2 »«g-äf ""  • 

204  -20^.  log  16807—  (log63l2&  —  g  log  65536) 

.  ,     5000;r*4^14849;e+11074     ,     2575     ,     2625     ,     2675 
+  •"8       (3te+3)(aar  +  6)    — '««T-  -'»S  -2 '«i-3— •• 

-Iog5^:^-l«g(500-;r)=0 


•••• 


beetimmt  werd«i.    Wir  finden  iär  ;r=100  uad  a:=101  die  Re- 
niitate: 

-f  0,836225915  ±0.00000582.... 
•f  0,8362266475  ±  0,00000584.... 
-1,160510285  ±0,0000059259.... 
—1,1605095525  J:  0,000005939.... , 

«bo  die  linke  Seite  der  x  beätimmendeii  Gleichung^  wenn  a:=:100 
gesetzt  wird;   =  4-058362.... ,   and«    wenn  a:=:101  gesetzt  wird« 

Filr  ^=100  ist  also« 

wenn  wir  die  Verwandlung  mit  dem  43sten  Gliede  beginnen^ 
die  llnite  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  =>|- 1«3670.... 

wann  wir  die  Verwandlung  mit  dem  51sten  Gliede  beginnen« 
die  linke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  -f  0«8362.... 

weno  wir  die  Verwandlung  mit  dem  ßOsten  Gliede  beginnen, 
die  linke  Seite  der  x  bestiibmenden  Gleichung  -f  l«5794....* 

Wir  vermuthen  daher«  dass  für  a;=100«  wenn  wir  die  Ver- 
wandlung mit  dem  rten  Gliede  beginnen «  die  linke  Seite  der  x  be- 
stimmenden Gleichung  =  +  0«8362....  4-  €(r— 51)  -f  ^(r-51)>  sei« 
vro  €  und  (  durch  die  Gleichungen 

+  0,8362....  +  «(43  -  51)  +f(43-  51)«=  + 1,3570.... 
-f03362,...  +  £(60— 51)-hK60-.61)«=+l,5794.... 

bestimmt  werden.    Ist  dies  der  Fall«  so  findet  flar,a;=:100  das 
Minfmitm  der  linken  Seit<E»  der  or  bestimmenden  Gleichung  statt« 
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wenn  die  Umv^andiüng  b.Qim  Slsfen  Gliede  t^e^inpt.  Um  dies  ge- 
nauer zu  utitersüchen  /  baben  wir  noch  flir  j:=10Q  und  ^  =  101 
die  linke  Seite  4er ^^r  bestHnmenden  (jUetohiing;  etreng  so  bereci^ 
nen,  wepn  die  Un^waitdtung  beim  50steu  pud  wenp  «ie  beitt  fixten 
Gliede  beginnt. 

Statt  des  Bruches  — (2   4^3)  (2x -^5) — '  w®'®^®'  angewandt 

wurde ,  als  die  Umwandlung  beim  Slsten  Gliede  begann^  baben  wir, . 

255  lar^  +  7630a:  +  5631         . 
wen^  ^  beim  50sten  Glieds  beginnt,       •  (2x4'3)(ix4-^y  - — *        ' 

^  25ölÄr*+762Qar-f5575        ;    . 

wenn  sie  beim  52sten  Gliede  beginn  t»  — hhtJL'\\(^    -i-5^ —  zu  schrei- • 

K  .  ..  A      n      u      8000^^+ 14849a? -H1074     . 

ben,   statt  des  Bruches  r^^r-t-'^U'i    4-^^ respective 

50if)aar^-hl495t:gf  11127  5000ar«4f4747;r-hti:0M  / 

(2a: +  3)  (2a: +  5;         """"^  (2a:  +  3)  (2a:+5)        '    ^^^  ^^^^ 

derungen^  welche  bier^^tcb  mit  den  x  bestimmenden  Gleichungen 
vorzunehmen  sind,  wollen  wir  Kürze  halber  übergehen,  da  Jeder  ' 
sie  leicht  selbst  wird  vornehmen  können ,   und  wir  schreiben  nur . 
noch  die  Resultate  hin : 

+  0,840503395  +0,0000059059....  1+0,8492348351  +0,0000058016-.. 


+  0,8405043275+ 0,000005919. ,.. 
—  1,147800405  +0,0000060064.... 


+  0,6492356675±0,0Q0005815C 
- 1,15610067125+0,000005851&.. 


— 1,1477995725+0,000006020....  |—l,15609983875iOÄM005865i..  j 


FohfÜei  M,  weim  die  Unwandlung  wM  dem  50^,  51.  und53.  CWede 
beg)9JPit^  die  Ki^t:^  Seite  det  os  bie«ti0imeedeii^Gleichiii^% 

fö«  a:«IO();       +(X340.^^       +0^8362...       +a849S).^ 
tmd  fOr  a? c^  101 :       j- U47..*.       — 1,1605.*..       --1456..... 


^  Folglich  flndei,  wenti  die  Umwandlung  mit  deia  5f  sten  GIMto  be- 
gimttvifär  a?=:7:l00  da«  Mi«i«»«iu  der  linkeA  Seite  der  auf  0  ge- 
brachten o:  bestimmenden  Gleichung  sta/tt,  und  für  a:  =  101  das  ne« 
giative  Maximum.  Ei»  ist  also  nicht  mdglicb,  Arrch  einmalige 
Umwandlung  der  Reihe 

7\}      49.3  +  49».5     49».7+ J 

den  Werth  von-  4Arctg'£  vermittelsl  weniger  als  lOl  Clieder  bis 
auf  etpep  Vfbhr  vom  'jm^'^  «u  berechpen»  tuid  die  gerinj^^tf  ^i^ 
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«hl  der  daia  erforderiiolrao  Glwdior  inckt  statt»  trenti  die  Um- 

vttodhiog  mit  dem  ölstefi  Gliede  beginnt    Hat  man  die  UmwandluDg 

felm;5i8ten  Gliede  begonnen,  so  entsteht  das  lOiste  Glied  aus  dem 

100    l 
ÜOsten  dbrcli  Mnltiplic^tion  mit  ^n[i'fjrk\  ^^  i^U"  der  Zähler  100 

ileiner  ist  als  der  Nender  201»  so  würde,  wenn  man  beim  lOOsten 

liiede  eine  zweite  Umwandlung  auf  ;die  oben  angezeigte  Art  be- 

iooen  wollte  ^  die .  Convergena  ^  anstatt  verstörkt»  vermindert  wer- 

'  ;  100    i 

en ;  vielmehr  drückt  die  Multiplication  mit  ^  •  gg    immer   noch 

ine  stärkere  Gonvergena  aas,  als  vom  2teo  zum  3ten  Gliede  stattfin- 
et.    Es  ist  also  yberhaupt  nicht  möglich,  4  Arctg^  durch  we- 

iger  a)s  101  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  von  7n5oi"T  ^"  berechnen. 
**So  läset  sieh  n  dorch  die  Gleichung 

'^""3V  ^».3^9«.5^     9^7+ ••+d^*.  149/ 

0,8      /     0,2      0,2   0,4      0j2   0^   06  .       \ 
3^".  1*1  V*+153  ^  153 *  155  + 153 '  155*  157  "*"  '") 

.    "^?V'*"40+ 492.5     493. 7 "'■•-""iS*?: 99/ 
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ermittelst  259  Glieder  so  genau  berechnen,  dass  der  Fehler  we- 
iger  als  eine  halbe  Einheit  der  20lsten  Bruchstelle  beträgt,  vor- 
iisgesetzt,  dass  man  jedes  Glied  so  genau  berechnet,  dass  der 
ehier  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  204ten  firupbstelle  beträgt. 

Das  giüokiiehe  Fortschreiten  und  die  Sfieherheit  dieser  Reeh- 
mg  Ist  nttr  dureh  unablässige  Cotttrolien  erreichbar.  Das  erste 
lled  bildet  die  Periode  2,666....,  das  159ste  aber  die  Periode 
S71428571428....  Das  Dreifache  des  2ten  Gliedes,  das  Fünflache 
}»  3fen,  da^  Siebenfache  des  4fen,  u«  s.  w.,  werden  durch  con* 
inirliehe  Division  mit  9,  das  Dreifache  des  160sten,  das  Fünf«> 
ehe  des  lOlsten,  das  Siebenfache  des  lOr^sten  ....  aber  durch 
ntinoirliche  Division  mit  49  gefbnden,  welche  letztere  am  schnell« 
bn  von  statten  geht,  wenn  man  stetige  Mittelglieder  berechnet, 
90  contlnulrlich  durch'  7  dividirt.  Jede  Division  mit  9  ist  auf  der 
eile  zu  <^trolliren,  dadurch,  dass  man,  ohne  etwas  aufzuschrei- 
n,  Dividendus  und  Quotient  addirt  und  die  einzelnen  Ziffern  der 
Mime  l^'^G^anken   eine  Stdie  weiter  reehts  rfickt^   wodoreh 


r 
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man  den  Quotienten  frieder  erbalten  muss.  Jede  DiviBion  mit  49 
aber  wird  (gleicbfalls  ohne  etwas  aufEU8<ibreiben)  controllirt,  in« 
dem  man  Dividendu»  und  Quotient  addirt  und  die  einzelnen  Zif- 
fern der  Summe  in  Gedaiilfen  2  Stellen  weiter  rechts  rückt,  wo- 
durch   man  die   Hälfte   des    Quotienten   erhalten    muss.     Was  die 

CöMtrolleii  der  Divisionen  mit  3,  5,  7 betrifft,  so  wird  ert-tlich 

die  Division  ntit  3  durcb  eine  nochmalige  Division  mit  3  control- 
lirt, nach  welcher  dann  die  Itir  die  Division  mit  9  angeßlbrte  Con- 
trol[e  anjmwenden  Ist;  die  Division  mit  5  ist  er.tlicb  direct  aus- 
KuTiibren,  dann  in  Gedanken  durch  die  Multiplication  mit  2  uoil 
Rficlcung  der  einzelnen  Ziffern  dieses  Doppellen  um  eine  Stelle 
rechts  zu  controlliren;  die  Division  mit  7  controllirt  man  durch 
eine  nochmalige  Divisitm  mit  7,  nach  welcher  dann  die  für  die  l>i- 
visiriQ  mit  49  angeführte  Controlle  anzuwenden  ist-,  die  Division 
mit  11  dadurch,  dass  man  den  Quotienten  vom  Dividendus  sub- 
trahirt  und  die  einzelnen  Ziffern  des  Restes  eine  Stelle  weiter 
rechts  rückt;  unter  den  Divisoren  t3,  15,  17,.,..  ist  jedesmal  der- 
jenii;e,  welcher  keine  Primzahl,  auch  nicht  das  Quadrat  einer 
Primzahl  ist,  in  2  ungleiche  Factoren  a  und  b  zu  verfallen,  and 
die  Division  einmal  erst  durch  n,  dann  durch />,  ein  andermal  erst 
durch  b,  dann  durch  a  zu  vollziehen;  ist  aber  der  Divisor  eiae 
Primzahl  oder  das  Quadrat  einer  Primzahl,  ho  ist  der  Quotient 
zum  Dividendus  zu  addiren  oder  von  ihm  zu  subtrahlren  und  das 
Resultat  durch  den  um  1  vermehrten  (respective  verminderten)  Bi- 
visor  zu  dividircn,  welche  Jetztere  Division  dann  leicht  durch  Zer- 
Tällung  des  Divisors  in  2  oder  mehrere  Factoren  (die  man  aber 
hier  nicht  in  verschiedener  Ordnung  zu  prnbiren  braucht)  anszn- 
liihren  ist.  Einfachere  Controllen  ergeben  sich  in  s])eciellen  FbI- 
len  leicht;  %.  B.  die  Division  durch  09,  obgleich  oi)  weder  eine 
Primzahl  noch  das  Quadrat  einer  Primzahl  ist,  controllirt  sich 
leichtesten,  wenn  man  Dividendus  und  Quotient  addirt.  Das  76ste 
Glied  entsteht  aus  dem  149fachen  des  75steD  durch  Divison  mit 
1510,  und  das  20!lte  Glied  aus  dem  9dfachen  des  208ten  durch 
Division  mit  5050;  man  bat  also  respective  durch  151  und  durelt 
505  zu  dividiren  (wobei  sich  die  Controllen  aus  dem  Obigen 
selbst  ergeben)  und  den  Quotienten  eine  Stelle  weiter  rechts 
rücken.  Das  77ste  Glied  ist  aus  dem  76sten,  das  78ste  aus  dem 
77sten....  continuirlich  zu  berechnen;  hierbei  ist  es  am  einfach- 
sten, von  jedem  Alultiplicator  oder  Divisor,  dessef)  Vielfache  niaii 
nicht  auswendig  weiss,  das  Einlache,  Zweifache  ....  bis  zun 
Neunfachen  auf  einem  NebenblSttchen  unter  einander  zu  schrü- 
ben  (und  zwar  durch  continuirlicbe  Addition  des  Einfachen,  wöbet 
zuletzt  das  Zehnrache,  das  man  durch  Addition  des  Einfachen  zaq 
Neunfachen  in  Gedanken  findet,  als  Oonttolle  dient);  der 
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dieses  Schemas ^ird  dazu  dienen,  das  veriangte  Prodact  von  der 
Rechten  zur  Linken  oder  den  Quotienten  von  der  Linken  zur 
Rechten  sogleich  hinschreiben  zu  können;  die  Controlle  geschieht 
dadurch,  dass  man  zwischen  jedem*  Gliede  der  Reihe  und  depi 
näcllstrolgenden  2  Mittelglieder  berechnet;   soll  das  Glied  B  aus 

dem.  Gliede  A  durch  Multiplication  mit  t-  entstehen,  so  berechnet 
man  erst  Aa  nud  dividirt  dann  durch  6;  dann  berechnet  man 
r-  (und  zwar  schreibt  man  Aa  unter  A,  -r  unter  Aa,  -^ unter r-» 

und  trennt  Aa  von  A,  desgleichen  -7-  von  r-  durch  einen  horizon- 
talen Strich,  um  nachher  die  zu  addirenden  Glieder  der  Reihe 
leichter  zu  fibersehen),    und  multiplicirt  dann,    ohne  etwas  aufzu- 

A  Aa 

schreiben  4  t-  mit  a,  wodurch  man  wiederum  -1-  oder  das  Glied 

B  erhalten  muss.  Die  horizontalen  Striche  werden,  der  leichte- 
ren Uebersicht  wegen,  von  senkrechten  Strichen  durchschnitten, 
Kvdschen  denen  sich  je  6  Decimal-Columnen  befinden.  Solche 
horizontale  und  senkrechte  Striche  sind  auch  bei  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  der  unverwandelten  Reihe 

anzuwenden,  und  zwar  hat  man  die  Horizontalstriche  unter  die 
Glieder 

®      JL     -L  4       4         4 

■   I 

8        8         8 
die  Glieder  ^~\9  3ö~5'  ^f**"  ^^^^'  ®^  ^'^  ^^^^  ^^®  Glieder 

4  4  4 

sps»  7175»  ijT-y,....  respective  unter 

8^      8^      8         .  i.     ±    i 

z^  setzen,  wo  dann  die  Horizontalstriche  die  Uebersicht  bei  der 
Addition  der  einzelnen  Glieder  (mit  gehöriger  Berücksichtigung 
der  Zeichen  +  und  .— )  *)  erleichtern  werden.    Eine  Ausnahme  der 


*]r Bequemer  ist  et,  die  positiven  Glieder  für  sich  und  die  negati- 
ven for  «ich  zo  addiren. 
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angeführten  Controlle  -^=T-.it  findet  statt,  wenn  a^l  oder  lÖ 

oder  0,1  oder  100  oder  0,01  n.  s.  w.  ist;  hier  kann  man  die  2^r« 
fallong  von  6  oder  h-\-\  oder  6-— 1  in  2  ungleiche  Factoren,  mit 
denen  dann  in  Terschiedener  Ordnung  va  dividiren  ist.   Dicht  ent« 

behreu.  Dass  man  den  Brach  t*  Jedesmal  auf  seine  kleinste.  Be- 
nennung zu  bringen  faat^  brauche  ich  wohl  nicht  zu  erinnern.  End- 
lich, weil  fast  jeder  Divisionsfehler  alle  weiter  rechts  liegenden 
Ziffern  des  Quotienten  allerirt,  ist  noch  zu  bemerketi,  dass  es 
eine  kaum  durchzuföhrende  Arbeit  sein  würde,  wenn  man  sich's 
vorsetzen  wollte,  in  jedem  Gliede  alle  204  Stellen  auf  einmal  zu 
berechnen;  man  hat  vielmehr  die  Arbeit  zu  zertheilen;  legt  man. 
sie  zuerst  auf  36  Stellen  an,  so  hat  man  im  Endresultat  die  La- 
dolf'sche  Zahl;  dann  wird  der  Anblick  der  3  letzten  Stellen  jedes 
Gliedes  lehren,  welche  Koste  bei  jeder  Division  geblieben  sind 
(zu  diesesra  Zwecke  hat  tnan  es  zu  vermeiden,  die  letzte  -Ziffer, 
wenn  die  zunächst  weggelassene  5  oder  >5  ist,  um  eine  Einheit 
zu  vermehren,  was  nur  in  dei  204ten  Steile,  fiberhaupt  am Scbhiss 
der  ganzen  Rechnung,  und  auch  da  nicht  in  den  Mittelgliedern, 
geschehen  darf)*):  dann  kann  mau  die  Arbeit  fortsetzen,  indem 
man  sie  auf  42  neue  Stellen  anlegt,  um  die  Sharp' sehe  Zahl 
sicher  zu  haben;  42  neue' Stellen,  werden  zeigen,  dass^' Lagny 
die  113te  Bruchstelle  (wabrscbeinli6h  durch  einen  Additlonsfehter) 
falschlich  =:7  anstatt  8  gesetzt  hat;  42  neue  Stellen  wejrden  nicht 
nur  den  in  den  älteren  Ausgaben  der  Veg ansehen  Logarithmen- 
tafeln vorkommenden  Fehler  der  ]37sten,  139sten  und  1408teD 
Stelle,  sondern  auch  den  in  Thi baut's  Grundriss  der  reinen- 
Mathematik  vorkommenden  Fehler  der  I556ten  und  156step  Stelle 
berichtigen;  endlich  werden  42  neue  Stellen  den  Fehler  bis  auf 
weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  201sten  Stelle  herabbringen. 
Zum  Ueberfluss  kann  man  noch  einige  nuch  dem  158sten  'Gliede 
der  Reihe  für  SArctg^  folgende  Glieder  berechnen  und  alle  übri- 
gen Glieder  nach  Art  einer  geometrischen  Reihe  mit  dem  Expo- 
nenten i\r  Summiren,  um  sich  zu  überzeugen,  dass 

0,8       /0^2   M   0^       16^/ 0^    M   0,6     163 
3"M5rV153  155-157**-317  +153 'lööM-^'SlQ 


0^  ^    06      17^  \^ 17^  .      5 

153 "  155  *  157  •"  321  +  "  ■  y  ~"  W'^  *  10*® 


*)  So  oft  man  in  der  204ten  Stelle  eines  Gliedes  der  Reihe  hinsicht- 
lich der  zu  schreibenden  Ziffer  um  eine  £inheit  zweifelhaft  LIeibt',  hat 
man  nicht  nur  die  Mittelglieder,  sondern,  oft  auch  das  Torhergehende) 
ja  wohl  gar  die  beiden  vorhergehenden  Glieder  der  Reihe  anfmehr  als 
204  Stellen  zu  berechnen. 
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i«t;  auf  ILbniicbe  JSri,  übentugi  man  sich»  cUuis 

(MB.  A04  0^  042      2,04  .  0,04  0.08  0,12     2,08 
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Addirt  nian  diese  .17  -Eiobeiten  der  204ten  Stelle  mit  dem 
Zeiqheii  —  und  die  14  Einheiteumit  dem  Zeichen  -f  zu  dem  ge- 
fundenen Resultat,  so  hat  man  überhaupt  8Arctg}  vermittelst  159 

5 
Glieder  gefunden,  deren  jedes  den  möglichen  Fehler  von  ±771206 

79  5 
bat;  die  geatinmte  Ungewißheit  beträgt  also  nur  ±7q^;  ebenso 

-biat  .man  4Arctg}  vermittelst  102  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  von 

51 
^T7ä5i  gründen;  die  gesammte  Ungewissheit  von  n  beträgt  also 

nur  JiTTT^^i*    Vorzüglich  wichtig  ist  es  aber  noch ,  schliesslich  auf 

die  Controlle  aller  Additionen  aufmerksam  zu  machen;  jede 
Summe  solcher  Glieder  der  Reihe,  welche  sich  auf  einer  und  der- 
selben Blatts^ite  befinden,  Ist  so  zu  controlliren,  dass  man  jede 
Colunine  von  Ziffern,  nachdem  man  sie  Von  nnten  nach  oben  sum- 
nlrt  hat,  auf  der  SteRe  von  oben  nach  unten  summirt. 

Aber  alle  hier  angeführten  Controllen  sind  bei  einer  so  weit- 
ISaftigen  Rechnung  nicht  hinreichend,  die  Richtigkeit  des  End- 
resultatsi  zu  verbürgen;  es  trifft  sich  irgend  einmal  (zumal  wenn 
die  Arbeit  plötzlich  unterbrochen  wird)»  dass  man  eine  Separat- 
Controlle  versäumt,  oder  dass  man,  wenn  man  zu  42  neuen  Stel- 
len fibergeht,  irgendwo  einen  falschen,  bei  der  Division  gebliebe- 
nem Rest  anwendet;  auch  kommt  es,  wiewohl  selten,  vor,  dass 
man  in  eii^r  bu  summirenden  Columne  denselben  Fehler  bei 
der  aufwärts  gebenden  und  bei  der  unterwärts  gehenden  Snmmi- 
nmg  macht«  Eine  schon  vorher  von  einem  anderen  Rechner  aus- 
v^ftihrte  Rechnung,  bei  welcher  man  die  Versicherung  der  Con- 
trolle auf  Aatoritfit  annimmt,  kann  zwar  viel  zur  Erleichterung  der 
£iitdeckimg  versteckter  Fehler  beitragen;  namentlich  wird  diese 
.EntdeekuDg  sehr  erleichtert,  wenn  die  Abweichung  der  Resultate 
wm  einzeln e >  discrete  Ziffern  betrifft  (wo  es  dann  augenscheinlich 
ist,  das«  es  sieb  nor  um  Additionsfehler  handelt,  weil  ein  Divi- 
stODsMiier  nach  dem  schon  oben  Angeführten  sidh  weiter  rechts 
Ua  vtm  Scblosa  der  Recknnng  fortpflanzt);  aber  da  jede  Auto- 
rität -ia*  der  Wksaenscbaft  mit  Vonriebt  angewandt  werden  muss 
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(nie  schon  der  IjerGhmte  Wolff  vor  150  Jahren  bei  Gelegenbaif 
der  Vergleichung  verschiedener  astronomischer  Beobacbtunganie* 
thoden  sL-hrieb:  Es  ist  allemal  beaeer,  wenn  man  sich  nicht  anf 
Andere  zu  verlassen  braucht)  <  und  denjetiigen ,  welcher  die  Rech- 
niitig  über  alles  bisher  Geleistete  hinaus  ausdehnen  will,  alle 
AutoritSt  verlSsst,  so  bleibt  zur  allgemeinen  Contralieder  gan- 
zen Rechnung  nichts  übrig,  aU  eine  andere  Reihe  FQt  n  anzo- 
«enden,  welche  ebenTalls  die  Wurxelausziehung  umgeht  und  deren 
Berechnung  von  der  Berechnung  der  bis  bisher  angewandten  ReAa 
durchaus  unabhängig  ist.  Wollten  wir  die  von  Dabse  ange* 
wandle  Reihe 

Jjc=Arctgä  +Ärcfgj-|- Arctgä 

zur  allgemeinen  Cnntmlle  benutzen,  so  würden  wir  im  Ganzen  za 
fünf  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  haben,  nSm- 
lich  ArctgS,  Arcigy,  Arctg  J,  Arctgi  und  Ärctgä.  Glücklieber- 
weise aber  giebt  es  eine  JKeibe,  welche,  wenngleich  im  GanzeB 
weniger  convergent,  als  jede  der  beiden  Reihen 

3i=8Arclg}  +  4Arctgi, 
«^4Arctgt  +  4ArcfgJ  +  4Arctgä, 

(loch,  mit  der  Reihe  n  =  8Arctgj  -f  4Arctg^  zusammen,  nicht  zu 
mehr  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  verlangt  als 
die  Uahse'fiche  Reibe  allein,  und  dabei  vnr  der  letzteren  den 
Vortbeil  einer  allgemeinen  Controlle  voraus  hat,   nämlich 

n=  4  Arclg  i  +  4  Arctg  j. 

Hier  ist  nämlich  4Arctgi  nicht  von  Neuem,  Glied  für  Glied,  zu 
berechnen ,  sondern  man  braucht  nur  den  schon  gefundenen  Werth 
von  8  Arctg  J  zu  balbiren. 

Es  ist  hier  nicht  uninteressant,  zu  überlegen,  wie  grosse  Feh- 
ler bei  der  Berechnung  von  4Arclgi,  8 Arctg  ;  und  4Arcfgi  über- 
haupt gestattet  sind,  damit  der  gröeste  Fehler  von  n  =  einer  hal* 
ben  Einheit  der  letzten  beibehaltenen  Decimale,  der  kleipste  von 
jenen  3  Fehlern  aber  dabei  su  gross  als  möglich  (oder, .was  das- 
selbe sagt,  die^e  3  Fehler  so  wenig  als  möglich  ungleich  unter 
einander)  werden.  Hierzu  bedenken  wir,  dass  der  Fehler  von 
8Arctg^  kleiner  sein  muss,  als  eine  halbe  Einheit  der  leUlen  De- 
cimale, also  der  Fehler  von  4Arctg|  <  als  1  Einheit;  da  nun  d«r 
Fehler  von  iE  bis  auf  eine  halbe  solche  Einheit  ansteigen  darf,  so 
ist  in  4Arctg^  jedenfalls  ein  Fehler  gestattet,  ivelcher  grösser  ist 
als  i  Einheit.  Dieser  Fehler  sei  =(J  +  jr)  Einheiten,  so  ist  der 
stattgehabte  Fehler   von   iAtctgiz=(\~x)   Einheiten, 
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Fehler  Von  8Arctgi=(i—- 3«)  EhHieiten«  also  der  Fehler  von 
4Arctgy=:2iV  Einheiten.  IfSsst  man  nun  jc  sich  von  dem  Werthe 
O^his  XU  dem  Werthe  l  ändern,  so  ändert  sich  der  Fehler  Von 
4Arctgi  von  i  bis  {,  der  Fehler  von  SArctg^  von  \  bis  0  und  der 
Fehler  von  4Arctg}  von  0  bis  }.  Ist  ar=:|,  so  sind  die  drei  ge- 
nannten Fehler  ^l,  i,  i;  Ist  a:<|>  so  ist  der  kleinste  unter  die- 
sen 3  FieUern  <  i ;  und  ist  o:  >  | »  so  ist  der  kleinste  pnter  den 
3  Fehlem  ebenfalls  <i*  i^er  kleinste  unter  den  3  Fehlern  ist 
also  am  grössten,  wenn  <a?=i»  •  und  wir  haben  also  4  Arctgi  bis 

3 
auf  einen  Fehler  von  t^aoA  a»  ^  ^i'ctgr  bis  auf  einen  Fehler  von 

1  l 

\n»oi'A  ""^  ^^^^  4Arctg|  bis  auf  einen  Fehler  von  |(ttoA~l  ^"  ^^' 

rechnen.       ^ 

Wann  wir  hei  der  Berechnung  von  4Arctg|  die  Umwandlung 

zum    Behuf  der  Herbeiföhrung  einer   schnelleren   Convergenz  des 

^  Schlusses  der  Reihe  unberQcksichtigt  lassen  wollten ,    und  wenn 

wir  dabei  dem  Buchstaben  q  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  geben 

wollten  5  so  würden  wir  tj  durch  die  Gleichung 

102  +  log2-Ulog(750-9)+log{2^+l))  =  ylog2, 

und  zwar  9=330,7....  finden^  also  ziemlich  genau  =:  der  Summe 
der  oben  für  SArctg.^  und  4Arctg}  gefundenen  Werthe  von  q. 
Wir  Termuthen  daher,  dass  wir,  so  wie  wir  in  der  Reihe  für 
SArctgl  die  ersten  75  und  in  der  Reihe  fär  4Arctgf  die  ersten 
50  (Slieder  unverändert  gelassen  haben,  in  der  Reihe  für  4Arctgl 
die  eisten  75  -f  50»  d.  i.  125  Glieder,  unverändert  zu  lassen  und 
also  die- D^mwandlung  beim  120sten  Gliede  anzufangen  haben,  um 

3 
4Arcjtgii  bis  auf  einen  Fehler  von'  i(igoi"g  ^"^ch  so  wenige  Glie- 
der als  möglich  ausdrücken  zu  können.    Fangen  wir  die  Umwand- 
lang beim  126sten  Gliede  an,  so  liegt  o;  zwischen  den  beiden Wer- 
then,  welche  d^rcfa  die  Gleichungen 

•  «u     *2at,     __^     ,     ^,_^.    .-    124^a~301&ir+55l83    ,    632,5 
204  —g- log6553e - log31375+log     (c^  +  3)(2a:  +  5)  ~'Qg-T" 

.     637,6     ;     642,5  ,     5d:+2,5     ,     ^^^       x     n 

-Jog-^ log  -3 ....—log^^j25  ""^^SC^SO— ar)=^0, 

gfu  ^''1  »fv^Ti^ti  I  QiQTRj^i  25ar^— 653a: +14087  ,  632,5 
aM--jg-log6553ö-  |og3137,5+log--^2iT3)C^^+5r '^«"1- 

,  ^637,5     ,     642,5  ,     5^+2,5     ,     ^.^       ,     ^ 

bestimmt  werden.    Das  giebt  für  0;= 213  und  a;=214  die  Resultate: 


fÖÖ  Lehmann:   BtHrW  '««^  ßerrihwunff  der  Zälit  ii, 

+  I,069ei39ter76  ±0,0000094(0....        ' 
+  I,O703^44375±O,0Ö0(K»465... , 
—0,0103060625  ±0,000009563.-.    / 
-  Ö,0O960755625±O,00P009566, 


.1    •'. 


+  0,827383876    ±0.000009557.... 
+  0,82808823]2Ö±0,000009560.... 


»  1    f  _ 

also  die  linkd  Seit6  der^rbestttfiitiehdeiiGleichang,  wenn  a-- 
gesetzt  wird,  ==  +  l,Ö....,  «od,  wenn  a:=  214  geisetÄt  wird i  zvrl« 
—0,009....  und  -0,010....    Folglich  Ist  xs=r2U. 

Beginnen  wir  aber  die  Umwandlung  beSin  I25sten  Gliefde,  's< 
iete  an  die  Stelle  der  Bräche 

124a:«— 30  iar  + 55183       ^^5a:»— 653j;+14Q67 
(2a:  +  3)(2a:  +  5)~^  "'"*      (2a;+3)(2a:+5) 

die  Brüche 

r<J4ar« -?990a:+54249   •    ^  25x?-^ 647«+  138E}! 
{2»+3)(2a:  +  5)    .  """      (Sa: +  3) (2» +6)    *    ., 

nWA  dife  Resultate  sind  ffir  :r::^213  und  214: 

j ,  d.  I, +0,82.,.. 

—0,247698925    +0,000009657....  J    ^,_    „„^ 
— 0>24698586875±0,000009660,...  i/    *  '      '    '  '   , 

Folglich  ist  arsr214. 

Beginnen  wir  dfe  Umwandlung  beim  124sten  Gliede,  io  8 

-1-    km'       u  uu  r    «  ..  u    I    124^*-:  2962^ +53323 

dne  beiden  oben  erwähnten. Bruche,  in ^ — ;o    r^xAV'  ■  Wx  >  ' 

2^-641a?  + 13617^^         ^  ^ j  »      u  *      .  j  >..    ;      A 
(2    -4-3V2:g4-5)      ^'^^^  ^""^  "f®  Resultate  snid  für  a:;=2 

+  0;W3568812ö  i0,000ÜO9651 .... 
+  0,59433194375+0,0(90000654. 

Vfit  yermutben  daher,  dass  die  Ijnise  .Seite  der  a  best^imne 
Gleichung,  vtenn  wir  denjenigen  Bruch  anwenden,  dessen  2. 
mit  124^:^  anfangt,  für  ars=213  sich  in  folgender  arithmetiii 
Reihe  der  2ten  Ordnung  Sndere: 

w^nn  die  UmwaBdiungbeiml2&  Gliede  beginnt,  +1,0696...  ^^ST" 
•''  --.^   •   ■•  ^        ^3423 

„      „  „  „    125.     „  „      +0,8273... 

—2338 
„  „  »    ,  „    124.     „  „      +0,5935... 

—2253 

■-w'  •,•,■■■•■;,  ■:  vV  '133.     ,;  ■.:  .  ■  ■•„  ••  A^^iim.j.    " 


•  ■  j ,.  a.  j. +0,59.». 


l 


n 


»eMe.da$  VerUMniu  des  KreU-DMrckmeaen  etc.         ISl 

u,  g.  w.  y  dass  also  ^  am.  fcfetoäten  werde»  wetoo  die  Umu-andlung 
beim  978tdn  Gliede  beginnt.  Wir  haben  daher  die  3  Fälle  streng  zu 
prüfen,  wo  die  Umwandlung  beim  96.,  97.  und  98.  Gliede  beginnt. 

Beini  dösten  Gffede  beglnnend/haben  wir  die  Brfiehe 


'•■  > 


-       . .  :  124g»~217&r>  30643     ;     25a^-~473a;+7877 
.         (2a;+3X2a:+6)        """      (20:+ 3X2« +5) 

aozoTrendeo  and^tbaltea  (tir  a:'=2I0.aad  211  die  Resultate: 

+0,2501518625  ±0,000011282....  I     .  •    .  «05 
-f  0^l31933125iO.OOOO1128ä....  * '    *  *     ■    

— 0,^nW4517375  ±0,000011383  ...  )        .  _   ^ 
— 0,70748896875+0,000011386....  i '      ''        '    "" 

Folglich  16^  4ir=c21L 

Beim' d/slen  Gliede  i)e^innend,  haben  wir  die  BrSche 

124ara  — 22063? +  313^  25ar«— 479a: +8055 

(2a?+3)(2jc-f5>    -  ""^^     (2«+3)(2ar+5) 

anzuwenden^  und  erhallen  fBr  ay=210  die  Resultate: 

+  0,264230175 
+0,36537898126, 

Ohne  hier  die  mft'  dem  Zeichen  +  anzuhängende  Ungewiss- 
heit  in  Betracht  zu  ziehen»  sehen  wir  «ushon»  dass  die  UmWand- 
loE^Boch  früher  alß  beimSßsten  Gliede  beginnen muss.  Wiennsiebeim 

«-.*      r.i--a  K     •     i       u%:        s    i-    »  ..  l    124aja— 21Ö0.r+29949 
mten  Gliede  beginnt,  so  haben  wir  die  Bruche  — ra«j,*iy^>  !i,fl\ — 

.  26iir«— .467ir+7701 
«nd      /ft^Vlowo^  ■  5\    anzuwenden;  dies  giebt  (Sr  a:==2I0  und 

311  die  Resultate: 


:    +^24280456     ,dtQ/XKW*ia7ft...  i    . .  .    ,^^ 
nha243ö009ß625dbO,000011380-..  J '      '*  "*"  '    "" 

—(^71237645      ±0,000011476.,..  j        . 
-0,71118164375+0,006011480....  '  *  '     "' 

Folglich  ist  X  wiederum  =211. 

Beim  94sten  Gliede  beginnend «   haben  wir  die  Bruche 

12Ar^— 2122a: +  29263  25^:^  -  461  ar  + 7527 

(^  +  3)(2a:  +  5)        ""^      (2a:+3)(2a:+5) 

anzuwenden,  und  erhalten  für  ^=21)  die  Resultiüe: 


(3) 


152         leAmann:  Bel^ag  %ur  Bereeltmmt  der  ZaU  »i 
40,2436256376 .  ±0,0000I147a 


»(«•• 


+0,24483104375±0,000011473.....  ) '  ^  *"  +  °'^^•- 

Wir  sehen,  dass  wir  hier  in  der  Summirung  der  Reibe  noch 
ein  Glied  weiter  gehen  müssen.  AVir  verwandein  also,  wenn  die 
Umwandlung  beim  95sten  Gliede  beginnt,  die  beiden  Bruche 

124a:«  -  2150a:  +  29949  25a:2  -  467x  +  7701 


in 


(2a:  +  3)(2a;+ö)       """      (ar+3)(2jr+5) 
^^'  V+5a:+7A  ■'"00:+ 12:5V+&i:+ 17^// 


und 


d.  i.  in 


^- V+£+7rO+ö5Fi23 0+4  öS^))) 


249,6. ar»--3873,6.a:g+85473,6.jr  — 1036110,6 
(2ar+3)(2a:  +  6)(2a;+7) 


und 


60a?3„7963,ar«  -f  19lS6a?^  269509,8 
{2a:  +  3)(2a:+5)(2a;+7) 

Die  Logarithmen  dieser  beiden  Bräche  unterscheiden  sich  t<Hi 
den  Logarithmen  der  beiden  vorigen  Bräche,  wenn  a;=210  ist»  : 
um  +0,0005294  und  -0,0005247,  und,  wenn  a:==  211  ist»,  n 
+  0,0005331  und  —0,0005260;  um  so  viel  rflclcen  also  die  Resul- 
tate enger  zusammen,  und  die  oben  mit  (3)  bezeichneten  We^Uia 
+  0,24....  und  — 0,71....  werden  d^urch  genauer  auf  +0,2433^ 
und  —0,711....  bestimmt. 

Es  fehlt  nur  noch,  d^sswir,  beim d48ten  Gliede  beginnend»  die 
Resultate  ftir  a:=211  berechnen  (wozu  wir  die  Verwandhing  der 
mit  dem  Nenner  (2ar  +  3) (2a:  +  5)  behafteten  Bräche,  in  die  mit 
dem  Nenner  (2a:  +  3)  (2^  +  5)  (2a:  +  7)  behafteten  nicht  n5thig 
haben);  wir  finden: 


—0,7053000625  ±0,000011571.... 
-0,70408625625  ±0,000011574 


( ,  d.  i.  -0,70.... 


Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  mit  dem 
94.,  95.  und  96.  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  auf  0  ge- 
brachten a:  bestimmenden  Gleichung 


weieke  dai  VerkäiMs»  de$  KreU-Durchmenen  eic.       ^  1B3 

für  a:=210: 
zidflclieD  4-0^2436....  and  -f  0,2448....     +0,2433....     +0,25.... 

V 

für  ar =211: 
—0,70....  —0,711...,       —0,70.... 

t;  folglich  findet,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem  95sten  Gliede 
^nnt,  fär  j?s=210  das  Minimum  der  linken  Seite  der  auf  0  ge- 
achten  ^' bestimmenden  Gleichung  statt,  und  für  ar=211  das 
{gative  M^mum.    Es  ist  daher  nicht  möglich,    durch  einmalige* 

nwandlung  der  Reihe  sf  1 — t-q  +  iä3""48~7  + )  ^^^  Werth 

n  iArctgi  auf  einen  Fehler  von  ^q^oi  s  ^^naittelst  weniger  als 

1  Glieder* zu  berechnen,  und  die  geringste  Anzahl  der  dazu  er- 

rder liehen  Glieder  findet  statt,   wenn  die  Umwandlung  mit  dem 

steu  Gliede  beginnt.  Hat  man  die  Umwandlung  beim  95sten  Gliede 

igonnen,  so  entsteht  das  2]lte  Glied  aus  dem  210ten  durch  Multi-^. 

232   l        .      .        1 
icatioD  mit  joT'S*  ^'  ^*  ™^  otfy     >  wollte  man  .also  beim  210ten 

ttede  eine  zweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte  Art  be- 

pnen,  so  wurde  das  211te  Glied  aus  dem  2I0ten  durch  Multipli- 

421—232   1 
ition  mit    — ts^j — -r  entstehen,   d.  h..  durch  Multiplication  mit 

Q —  ;  die  Convergenz  würde  also,    anstatt  verstärkt,   vermindert 

4 

'erden;  vielmehr  drückt  die  Multiplication  mit  qqt — immernoch 

u^  stärkere  Convergenz  aus,  als  vom  2ten  zum  Sten  Gliede  statt- 

odet  /Es  ist  also  überhaupt  nicht  möglich,  4Arctgi   durch 

' .  3  * 

reuiger  als  211  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  voii   imoi  q  ^^  ^^ 

echnen. 

So  lässt  sich  TC  durch  die  Reihe; 

-Ort       J-J.±-        J-J.  1        V 

.      0.1      /,  . 0,4  .  0.4   08  .04  08   t^  \     SArctgJ 

^2»»«.  189  V  ■'"191 +  191   193 +  191  193 '195'+ /  +       2 

8  Aircte  n 
ermittelst  212  Glieder  (wenn  man  — ^^  als  ein  Glied  für  sich 

etnehtet)  so  genau  berechnen ,  dass  der  Fehler  weniger  als  eine 
albe  Einheit  der  20lsten  Bruchstelle  beträgt,  vorausgesetzt,  dass 
er  Fehler  jedes  der  211   ersten  Glieder  weniger  als  eine  halbe 

rheil  XXI.  11 


'  -(.^"'4.3  +  4*.5~4^7  +  ""~4«M87j 


Lehmann:    B»ttra§  aur  Birteimmg  der  Zahlw, 

Einheit  der  204ten  firnthsteHe  bettäjtt.  Die  continuirliche  Division 
durch  4.  vermittelst  deren  das  Dteifactte  des  '2ten  Gliedes,  das  VHat- 
fache  des  3ten,  ii.  s.  w.  ^cCiinden  wird,  schreitet  am  schnellsten  Tot^ 
wenn  man  nicht  unablässig  controllirt,  sondern  ivenn  man 
2  Ä  2 

fehlerfreien  Gliede^^T^  ohne  Unterbrechung    ,^.  jt  jsx5> —  etwa 

2  2 

bU  j— T  ,o  berechoet)  und  dann  j^  auf  einmal  durch  4"^  dividirC 

Schreibt  man  diese  durch  stetige  Division  mit  4  sich  bildenden 
Glieder  successiv  unter  einander,  so  nimmt  das  Schema  der  Rech- 
nung etwa  die  Form  des  iu  unsern  Br^ten^rade»  am  Äbendbiin- 
niel  erschefnenden  Zodlakartichta  an;  ein  irgendwo  begangener 
Fehler  fdlanH  üch  bier  nicht  oboe  Bkde  auf  atle  zur  Reehteu 
folgenden  Ziffern  fort,  sondern  in  derselben  Zodiaknllkhlform,  so 
dasa  die  Dreiecksseiten,  den  Seiten  des  ganzen  8cbcmo3  paraltef, 
einen  Flächenraum  einschliessen,  welcher  ein  Bild  des  ganzen 
Schemas,  alier  (nenn  man  nach  10  Divisionen  controllirt) 
verkleinertem  Maassstabe,  darstellt  und  dann  ohne  viele  UmstSnile 
corrigirt  werden  kann.     Es  ist  ratbsam.  die  Berechnung  der  GUo* 

ticht  xa.  zertb«' 

len,  sondern  jedes  Glied  auf  Einmal  durch  alte  201  Bruchstellen 
KU  berechnen,  weil  bei  weitem  die  meisten  unter  diesen  Gliedecn 
Perioden  enthalten,  welche  sich  innerhalb  der  204  Stellen  mehr- 
mals wiederholen;  nacbber  kann  man  diese  Glieder  durch  alle  20i 
Columnen  auf  einmal  summiren,  wobei  sich  nirgends  ein  Fehler 
einschleichen  kann,  welcher  weiter  als  auf  die  zunächst  links  be- 
nachbarte Steile  Einfluss  hätte.  Das95ste  Glied,  welches  aus  den 
t87fachen  des  94sten  durch  Division  mit  345  entsteht,  wird  con- 
trollirt, indem  man  einmal  erst  dureh  '■/! ,  dann  durch  35,  ein  an* 
dermal  erst  durch  33,  daiin  durch  27  dividirt.  Zum  UebftEfliwI 
kann  man  auch  hier  einige  der  Glieder 

0.1      /'0,4    081^      463,0^08»^      47^ 
2'w.  \m\n\  ■  193  ■  195  ■"■423  +  191 '  193  ■  195  ' '  425 

W    (H8    U      473  Y 

+  iyi'l93"195"'427  +""/. 

hinzaberechnen ,  und  sid>  üb^^eugeo,  daäs  sie,  ohne  £n^  fort- 

52  5 

geführt,    die  Summe  ima  J:-  iraäb    geben.     Addirt   man    diese  52 

Einheiten  der  204.  Stelle  zu  dem  gefundenen  Resultat,  so  hat  man 
überhaupt  4Arct^^  vermittelet  212  Güeder  ^efundeo,  derea. jedes 

den  njitglichen  Fehler  von  inpss  hat;    die  gesamrata  Dnge«4»», 


weiche  dm  VerAäii^ss  de$  KreU'Durckmeeiere  etc.  165 

IHR 
heit  würde  also  ±]jpöi  betragen^  wenn  man  e«  nicht  vorzöge,  so 

▼iele  von  den  Anfangsgliedern  ^(l"~7~5  +  42^^l3~7  +  »"0*  ^'s 

sich  in  ein  einziges  and  zwar  periodisches  Glied  zusammenziehen 
lassen  9    wirklieh   susammenzuziehen.     Wir   finden   in   der  That 

^^^     4.3  ^4^.5      4».7 +••'•  + 4^.21^ 
==  1,854590  452862  441060  9  c^^y 

731012  1 

Der  Bruch  0000007  ^^^  17  ^^^  ™^^  einer  achtzehnziffrigen  Periode 

behafteten  Bruches  4,270653  323284  902232  270653....,  und  bildet 

2 
döe  Periode  von  144 Ziffern;  wollte  man  aber  das  Glied  — ^^^^ 

UoBoaehiBen,  so  wdrde  man  eine  Periode  von  1584  Ziffern  erhai- 
tes»  welehe  also  die  204te  Steile  weit  überschreiten  würde.   Man 

flAftit  übrigens  ;^= 0,000000  476837  158203  135;  von  hier  kann 

■an  die  Division  mit  4  stetig  fortführen.  Man  hat  auf  diese  Art 
iriedenun  10  Glieder  gespart,  und  der  möglidie  Fehler  von  4  Arctg^* 

ist  also  nur  db|ipio4*    ^°^  ^^  ^^'  ^^^^  ^^^  möglichen  Fehler  von 

795 
8Arc^i=±-^j^^  gefunden  haben,   so  erhalten  wir  n  vermittelst 

101+^ 

der  Formel  4ArGtg|  +  4Arctg}  mit  einem  Fehler  von  ± — j^^^^^ 

^db'TTpoT  behaftet;  hiervon  gehen  überdies  noch  ein  paar  Ein- 
heiten der  204ten  Stelle  ab,  indem  unter  den  Gliedern  fSr  4Arctg| 
eiaige  vorkommen,  welche  nicht  alle  204  Bruchstellen  ausfüllen, 
sondern  fortlaufende  Nullen  geben,  die  wir  nur  deswegen  wirklich 
hinschreiben,  um  in  der  Summirung  der  abwechselnd  positiven 
Qod  negativen  Ziffern  der  einzelnen  Columnen  keinen  Irrthum  zu 
begehen»    So  sehen  wir,  dass  wir  n  durch  die  beiden  Formeln 

sra=8ArctgJ  +  4Arctg|  7r=4ArctgJ  +  ^— ^ 

ziesdich  mit  demselben  Fehler   erhalten. 

Vergleicht  man   nun  diese  beiderseitigen  Resultate  mit  ein- 
ander und  findet  man  die  Abweichungen  nur  sporadisch,    so 

11* 
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sind  es,  wie  gesiagt,  blosse  Summirungsreliler  in  ilen  betreffenden 
Columnen.  Zur  Entdeckung  derselben  hat  man  nichl  die  jedes- 
mal betroffene  Cn)umne  allein  zu  revidiren,  sondern  auch  die  bei- 
den nächstrol^enden  zur  Rechten,  welche  auT  derselben  Blatlseite 
enthalten  sind,  —  ausnahmsweise  die  drei  nächstfolgenden, 
deren  Summe  auf  die  betroffene  Columne  Einlluss  haben  ka 
dass  man  die  aus  diesen  benachbarten  Columnen  gezogene  ■Snmme 
jedesmal  um  die  Anzahl  der  in  einer  Colunine  beGndlichen  Zif- 
fern zu  vermehren  hat,  nm  zu  prüfen,  ob  dadurch  der  Einfluss 
auf  die  betroffene  Coluraue  sich  ändert,  brauche  ich  wohl  kaum 
zu  erinnern.  Findet  man  aber  die  Abweichungen  von  einer  gewis- 
sen Grenze  an  fortlaufend,  so  hat  man  es  mit  keinen  blossen 
Summirungsfehlern  zn  thnn ,  sondern  mit  einem  solchen,  der  sich 
in  irgend  eine  Üivision  durch  Anwendung  eines  lab 
eiogescblichen  hat.  Man  braucht  aUduim  die  Revision  hücbstens 
nur  auf  7  Columnen  auszudehnen,  auf  die  3  der  ersten  betroffenen 
Columne  zunäcbst  links  benachbarten,  um  sich  der  anzuwendenden 
Uifisionsreste  zu  versichern,  auf  die  betroffene  Columne  selbst 
und  auf  die  3  zunächst  rechts  benachbarten;  ein  Fehler  in  ein« 
weiter  rechts  beündlichen  Columne  kann  auf  die  erste  betroffene 
Columne  keinen  Einlluss  haben.  Entdeckt  man  einen  Fehler  i'p 
einem  derjenigen  Glieder,  welche  weder  Mittelglieder,  sind  (d.  k. 
solche,  wekbo  zur  Bildung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe  die- 
nen, ohne  selbst  zu  diesen  Gliedern  zu  gehören),  noch  zu  dem 
umgewandelten  Theil  der  Reihe  gehören,  so  braucht  man  den 
Fehler  nur  in  dem  betroffenen  Gliede  selbst  zu  corrigirenj 
er  hat  keinen  Einfluss  auf  die  folgenden  Glieder  und  man  kann 
die  gefundene  Verbesserung  in  unveränderter  Grösse  und  mit  un- 
verändertem Zeichen  auf  das  Endresultat  übertragen.  Aber  auck 
selbst  in  dem  Fall,  wenn  der  entdeckte  Fehler  sich  in  einem  Mit- 
telgliede  oder  in  einem  Gliede  des  umgewandelten  Theils  dei 
Reihe  belindet,  braucht  man  nicht  die  ganze  nachfolgende  Rech- 
nung zu  wiederholen;  denn  der  Einfluss  eines  solchen  Fehlen 
auf  die  folgenden  Glieder  hat  genau  dieselbe  Convergenz  als  die 
folgenden  Glieder  selbst,  d.  h.  er  Sndert  sich  proportional  tn'rt 
diesen  Gliedern  selbst;  er  bildet  also  im  Schema  einen  Flachet- 
isscn  schrägforttaufende  linke  Grenze  genau  parallel  lAt 
der  linken  Grenze  der  gellenden  Ziffern  des  ganzen  Schemas;  er 
erstreckt  sich  also  nur  auf  eine  verhaltnissranasig  kleine  Anzahl 
der  folgenden  Glieder,  vorausgesetzt,  dass,  nach  dem  oben  be- 
sprochenen Plane,  die  Anzahl  der  jedesmal  neu  hbizu  treten  den 
Bruchstellen  42  nicht  überschreitet.  Und  hat  man  die  Correction 
der  einzelnen  Glieder  durchgelührt,  so  braucht  man  auch  die 
mirung  nicht  durch  alle  auf  derselben  Blattseite  belindlichffi 
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ler  hiDdarcfa  za  wiederholen,  sondern  (vorau8gf»setzt,  dass  man 
He  .corrigirten  Ziffern  vor  der  Correction  aaf  ein  Nebenblätteben 
ibgescnrieben  bat)  man  summirt  nur  die  corrigirten  Ziffern ,  die 
'alschen  eepariit  und  die  richtigen  separat,  subtrabirt  die  Summe 
ler  falschen  von  der  Summe  der  richtigen  ynd  überträgt  die  da- 
lurch  gefundene  Gesammtverbesserung  in  unveränderter  Grosse 
ind  mit  unverändertem  Zeichen  auf  das  Endresultat.  —  Eine  grosse 
[Ifilfe  leistet  es,  wie  schon  gesagt,  wenn  man  eine  schon  von 
iioem  anderen  fiechner  herausgebrachte  Bestimmung  der  Zahl  n 
Eiv  Vei^leichung  benutzen  kann.  Weicht  dieselbe  von  dem  Re- 
mltat.  der  auf  die  Formel  tt  =8Arctgv -f  ^Arctgy  gegründeten 
Etecfanungab,  nicht  aber  von  dem  Resultat  der  Formel  7r=4Arctgi 
f4Arctgi,  so  liegt  der  Fehler  nur  in  der  Berechnung  des  Wer- 
ibes  von  4Arctgy.  Im  umgekehrten  Fall  liegt  der  Fehler  nur  in 
ler  Berechnung  von  4Arctgg.  Weichen  alle  3  Resultate  von  ein- 
Inder  ab,  und  ist  die  Abweichung  des  gefundenen  Werthes 
iArctgl -f^Arctgy  von  dem  vorhandenen  Original  genau  das  Dop- 
leite  der  Abweichung  des  gefundenen  Werthes  4  Arctg^-f  ^ArctgJ 
roo  dem  Original,  und  zwar  beide  Abweichungen  mit  demselben 
Seiefaen  behaftet,  so  liegt  der  Fehler  nur  in  der  Berechnung  von 
tArctgi.  Und  ist  die  erstere  Abweichung  genau  das  Doppelte 
ler  letzteren,  mit  Ausnahme  einiger  sporadischen  Unterschiede 
einzelner  Ziffern,  so  liegt  der  Fehler  ebenfalls  in  der  Berechnung 
roo  SArctgl,  und  es  waKen  ausserdem  so  viele  Additionsfehler 
»b,  als  sich  sporadische  Unterschiede  finden.  —  Eine  besondere 
Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,  wenn  man  eine  spora- 
lische  Abweichung  zwischen  *dem  gefundenen  Werth  von  SArctgl 
|-4Arctg}  und  dem  gefundenen  Werth  von  4Arctg J+4Arctg| 
bemerkt  und  sich  nach  einem  in  der  betreffenden  Columne  von 
kArctgr  und  4Arctg|  vorhandenen  Summirungsfebler  durch  die 
[anze  Rechnung  hindurch  vergebens  umgesehen  hat.  In  diesem 
Ul  ist  zwar  im  Allgemeinen  anzunehmen,  dass  der  Fehler  in 
ler  Snmmirung  derselben  Columne  von  SArctgl  liege  und  dop- 
^t  so  gross  sei  als  die  bemerkte  Abweichung;  eine  Ausnahme 
nacht  es  jedoch,  wenn  die  bemerkte  Abweichung  5  ist;  alsdann 
tat  man  nicht  dieselbe  Columne  von  SArctgi  zu  prüfen  (es  sei 
lenn  aushülfsweise,  um  den  Einfluss  auf  die  zunächst  links  be- 
lachbarte  Columne  festzustellen).,  sondern  vornehmlich  die  zunächst 
ioks  benachb&rte  Columne,  wo  sieb  dann  ein  Fehler  von  Einer 
Sinheit  herausstellen  muss.  Auch  wenn  eine  Abweichung  sich 
n  3  xonächst  auf  einander  folgenden  Ziffern  findet,  und  zwar  so, 
läse  die  Ziffer  zur  Rechten  die  Abweichung  5  giebt,  während 
eide  Ziffern  zni^ammen  eine  Abweichung  von  weniger  als  50  dar- 
ieten,  so  Ist  (vorausgesetzt,  dass  sieb  zunächst  weiter  rechts  und 
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zonScW  n-eiler  links  keine  Atuveichung  zeigt)  die  Prnsumlinn  daS 
das»  der  Fehler  sich  in  der  Berechnung  von  SArctg',  befind^y 
und  zwar,  dass  er  doppelt  so  gross  sei,  als  die  bemerkte  Al)^ 
»eichuDi;  und  sich  daher  nur  auf  die  tSummiriiDg  d^t  liokeii  enteil 
den  beiden  betroffenen  Columncn  beschränke.  i 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass  bei  Befolgung  aller  dieser  Vor- 
schrirteii  und  Vorsichls  in  aassrege  In  ein  Zeitraum  von  wenigen  Woche»; 
anhaltender  Arbeit  hinreicht,  n  mit  Sicherheit  auf  201  Bruchstcll^ 
l«n  EU  bestimmen,  und  dass  daher  die  Lang»  ierigkeit  dieser  Kechnunw 
unbedeutend  ist  im  Vergleich  zu  derjenigen,  welche  hei  der  Berechnung 
der  speciellen  Stürungen  mancher  Planeten  und  Kometen  stalllindetJ 
Die  von  dem  Unterzeichneten  auf  204  Stellen  angelegte  Rech' 
nnng  neigte,  dass  die  20Iste  bis  205te  bei  Dahse  Talsch  K-aren; 
es  wurden  daher,  sobald  das  Dabse'scbe  Resultat  dem  CnteF 
zeichneten  bekannt  wurde,  von  letzterem  neue  6  Stellen  hinzuge> 
mgt,  SD  dass  nun  207  Stellen  sieber  waren.  Clausen  und  Rich- 
ter stimmten  in  247  Bruchstellen  überein;  hinsichtlich  der  248stei: 
bis  ^listen  war  Richter  (in  seiner  der  Berliner  Spener'scbei 
Zeitmig  vom  15.  October  1852  einverleibten  Anzeige)  seiner  Sachi 
nicht  ganz  gewiss  und  behielt  sich  eine  nochmalige  PrQfung  dei 
selben  vor.  Das  veranlasste  den  Unterzeichneten,  54  neue  Stel 
len  zu  berechnen,  also  die  Rechnung  auf  264  Stellen  anzulegen 
SD  daes  nun  261  Stellen  sicher  waren,  und  die  262ste  Stelle  toi 
8Arcfgä  + 4Ärc^T  nur  innerhalb  der  Grenzen  2,...  und  6.,,.,  des 
gleichen  die  2ö2ste  Stelle  von  4Arctgi-f iArctg'^  nur  innerbaM 
der  Grenzen  2....  und  6....  schwankte;  hierbei  ist  der  Susserst  un< 
wahrscheinliche  Fall  angenommen,  dass  jedes  Glied  der  ange- 
wandten Reihen  mit  dem  Maximum  des  Fehlers  I  +  Tn-iää  }  ^^i^ 
tet  sei  und  dass  die  Zeichen  der  Fehler  auf  die  allerungönstigstB 
Weise  conspiriren.  Uebrigens  ist  nirgends  eine  zweite  Umwani' 
lang  der  angewandten  Reihen  vorgenommen  worden.  Auf  dlert 
Art  haben  sieh  folgende  Resultate  ergeben  (man  bittet  jeden  ge- 
ehrten Leser,  sich  durch  wirkliche  Summirnng  der  beiden  Theik 
der  Formeln  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  und  davon  Kl 
fiberzeugen,  dass  sich  in  die  hier  aufgefQhrlen  Ziffern  kein  Ab» 
schreibe-  oder  Druckfehler  eingeschlichen  hat): 
8  Acctg  i  —  2,574004  435173  137547  211236  9148Ö9  23055»  166042  364461 
249331  462424  4T4854  049B99  246481  351851  267378  806131 
995513  057355  0IT03T  »131B6  111113  TGtilOI  075219  6704« 
256704  11T269  11Ö878  076084  836229  951097  241342  49IM9 
T25932  81551T  796053  039556  540912  851138  87IT01  4Mal^ 
836922  B97531  124061  39(496fl);  ' 
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iMtg\t:^Qfißl^m  218414  055691  8&I406  468410  dl238a  0311^  tKI49l3 
856289  612520  117453  r6650r  039724  648176  767446  536986 
072469  090731  496244  393460  932700  B43449  507012  046885 
151424  363848  304406  026617  102291  154462  403280  457489 
204449  148911  014922  626376  905215  624489  362085  328481 
434279  011614  524499  528(489); 

4  Arctgi  =  1,854590  436003  224464  857024  925844  857608  114148  217144 
481055  243732  354880  791456  662966  821202  401135  939551 
570226  119409  004764  350054  023272  726500  044621  886122 
279776 '422482  877345  064659  520406  130011  023951  703222 
067415  556669  012949  146155  175672  050068  797936  055823 
352740  460380  086533  22(5978) ; 

lArctgi  =1,287002  217586  568773  605618  457434  645276  083021  182230 
624765  731212  237427  024949  623242  177425  633689  402565 
497756  028677  508518  956593  070571  883050  537609  839237 
128352  058634  572939  038042  418114  975548  620671  245732^ 
862966  407758  898026  519778  270456  425579  435850  727341, 
918461  448765  562033  697(484); 

;0|       «^3,141592  653589  793238  462643  883279  502834  197169  399375 

105820  974944  592307  816406  286208  998628  034825  342117 
067982  148086  Ö13282  306647  093844  609550  582231  795859 
408128  481117  450284  102701  938521  105559  644622  948984 
930381  964428  810975  665933  446128  475648  233786  7831\65 
271201  909145  648566  923;.... 

Sollte  es  Jemandem  einfallen«  %  auf  eine  noch  gtussere  An- 
uh\  Ton  Dedmalen  berechnen  2u  wollen«  so  stehen  ihm  dazu  zwei 
W^e  ölen.  Entweder  wird  man  überlegen,  bei  welchem  Gliede 
der, Reihen  fttr  8Arctg|«  4Arctgf  und  4Arctg|  man  dieUmwand- 
litng  an^ufafigen  hat,  nm  den  Werth  der  Zahl  %  durch  die  mög- 
lichst geringste  Anzahl  von  Gliedern  auf  die  verlangte  grossere 
Anzahl  von  Decimalen  ansdrOckeu  zu  kunnen«  und  man  wird  dem« 
gemäss  die  Rechnung  von  .vorn  anfangen.  Oder  man  bleibt  in  der 
Berechnung  von  4Arctg|  dabei  stehen,  die  Umwandlung  mit  dem 
Hsten  Gliede  zu  beginnen,  in  der  Berechnung  von  SArctg^  da- 
bei« die  I  Um  Wandlung  mit  dem  76sten  Gliede  zu  beginnen,  und  in 
der  Berechnung  von  4Arctga  dabei,  die  Umwandlung  mit  dem 
958ten  Gliede  zu  beginnen,  und  überlegt  nur,  ob  es  nach  der  ver- 
langten Anzahl  von  Decimalen  rathsam  sei,  irgendwo  eine  zweite 
Umwandlung  auf  die  oben  entwickelte  Art  zu  beginnen,  bei  welcher 
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die  Zeichen  der  Glieder  iviederum  (nie  beim  AnTang  der  Reibe) 
abivechselu,  imd  man  setzt  nnscre  angefangene  Rechnung  fort, 
indem  man  immer  wieder  etwa  42  neue  Stellen  hlnzuuiinmt  *)  (auf 
diese  Weise  haben  wir  die  205te  bis  210te  Ziffercolitmne  fainzu- 
gefiigt  und  dann  auf  eionial  die  211  bis  2&iste,  was  aber  wegen 
der  öfter  einschleichenden  Fehler  schon  merklich  mühsamer  ist 
als  die  Hinzuffigung  von  nur  ^2  Colnrnnen).  Ffir  eolche  etwa  spä- 
ter auftretende  fortsetzer  der  Rechuung  folgen  hier  die  25äste  bis 
264i>te  Stelle  aller  einzelneu  Glieder  und  Miltelglieder,  wie  wir 
sie  in  unserer  Rechnung  gefunden  haben;  man  wird  hier  durch 
Snmmirung  der  Columneu  der  35{)sten  bis  264sten  Stelle  und  durch 
Vergleichung  der  Summen  mit  dem  oben  angeführten  Endresultat 
sich  davon  überzeugen  können,  dass  sich  keine  Abschreibe-  oder 
Druckfehler  eingeschlichen  haben,  und  man  hat  dadurch  zugleich 
eine  Bürgschaft  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261sten  Stella 
aller  einzelnen  Glieder  der  Reihen  (weil  nämlich  die  von  nns  ge- 
fundenen Werthe  von  8Ärclgi  +  4Arctg}  und  lArcfgä  +  4 Arctgä 
bis  zur  SGIsten  Stelle  inclusive  libereinstimmen);  die  Richtigkeit 
der  262sten  bis  264sten  Stelle  aller  einzelnen  Glieder  der  Reihen 

ist  durch  die  schon  oben  angeführte  Controlle  --r-  =  r  ■«  ^'erbflrgt 

Vergleicht  man  dann  die  25<Jste  bis  261ste  Stelle  der  Mittelglie- 
der, welche  durch  stetige  Division  mit  4,  7  und  ö  entstanden  sind, 
mit  der  2äDslen  bis  2t)lsten  Stelle  der  Glieder,  welche  aus  ihneo 
durch  Division  mit  3,  5,  7,....  entstanden  sind,  so  erkennt  maa 
den  bei  der201sten  Stelle  gebliebenen  jedesmaligen  Divisionsrest; 
vermittelet  dieses  Resles  und  der  3  folgenden  Stellen  des  betref- 
fenden Mittelgliedes  kann  man  dann  nochmals  die  26'2ste  bis  2ö4ste 
Stelle  des  darunter  stehenden  Gliedes  berechnen  und  dadurch  ent- 
scheiden, ob  die  2€4ste  Stelle  um  der  folgenden,  weggelassenen 
Stellen  willen  um  eine  Einheit  vermehrt  ist  oder  nicht;  auch  bat 
man  hierdurch  eine  Controlle  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261aten 
Stelle  des  Mittelgliedes  und  dass  sich  auch  hier  kein  Abschreibe' 
oder  Druckfehler  eingeschlichen  habe;  endlich  kann  man  auf  ähn- 
liche Art  aus  der  25d8ten  bis  2ö4sten  Stelle  Jedes  Mlttelgtiede» 
g  und  aus   der  250sten   bis  STilsten  Stelle  des  folgenden  AJittel* 

gliedes  'i  (respective  (■.  oder  ^)  die  2628te  bis  264ste  Stelle  des 

Gliedes  ?  (oder  ^  oi^v  j^)  nachmals  berechnen,  und  sich  dadurch 
von  der  Richtigkeit  der  262sten  big  264sleQ  Stelle  aller  Mittelgtie- 

*}  Der  zweite  Weg  ist  der  kürzere  für  DenjcDigen ,  welchem  ca  nicht 
an  allem  und  Jedem  Autoritälsglaubeo  fehlt. 
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I  dw  saccessiv  Qberzeugen.      Es  wird  nicht  schwer   i 
t  der  Richtij;keit  der  oben  angeltihrten  Werthe 
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=1,854590  452661  441060  At; 


731012  _ 
2900907  " 


4,270653  333284  902232  270653..., 


und  dana  davoD  za  überzeugen,  dass  sich  ööqqqq?   '"  ^'^  li4zif- 

frige  Periode 

0,251214  901369  700131  310O38  430781  464837  192391  371957 
935425  427685  489604  994248  957097  254310  876Ö01  898273 
724899  I1189Ö  015920  783722  641307  780626  6660f5  582484 
251214  

I  miflüsen  ISsst.     Auf  diese  Weise  bat  mau  alles  Material,    uro  die 
[  nicht  urogewandelten    Glieder  der  Reihen   für  SArctgJ,   4Arctg| 
I  und  4ATctgi  vftD  der  264sten  Stelle  an  so  weit   rortzuführen ,    als 
I  will.    Will  man  auch  hier  der  Bequemlichkeit  wegen  die  ste- 
tigen Difisionen  mit  49  to  Divisionen  mit  7  auriösen,  so  überzeugt 

4 
1  sich  von  der  Richtigkeit  der  259steQ  Stelle  von  p^  dadurch, 

4 
a  die  259ste  bis  264fite  Stelle  vod  ^^^mit  7inultiplicirt; 

1  berechnet  man  nochmals  vermittelst  der  2596len  bis  2648tan 


iSteUe  ^ 


'  7«-,- 


i  und  der  259sten  Stelle  v 


die  SGOste   bis 


264ste  Stelle  von  «g^,  und  überzeugt  sich  dadurch  von  der  Rich- 
tigkeit derselben.     Was   aber    die  umgewandelten  Glieder  betrifft, 
n  sich  die  oben  angeführten  Divisionen  mit  1510,5050  und 
945  von  der  2G4sten   Stelle  an   so  weit  forlfüfaren,    als  man  nill, 
da   man    vom  Dividendus   alle  Stellen  von    der  2593ten  an,    vom 
Quotienten  aber  die  23<Jste  bis  264s(e  Stelle  in  der  unten  folgen- 
deD  Tabelle  vorräthig  hat     Aus  jedem  Gliede,   welches  wir  oben 
mit  A  bezeichnet  haben,    kann  man,    wenn  die  Stellen  desselben 
von  der  259slen  an  bekannt  sind,    Aa  von  der  2ti2sten  Stelle  an 
I  mit  Sicherheit  linden  und  dann   (vermiltelät  dieser  Stellen  von  Aa 
I  und  vermittelst  der  262sten  bis  264sten  Stelle  von  B)  B  von  de' 
I  Ztüsten  Stelle  an  fortführen,  so  weit  man  will;    auf  diese  Weise 
I  kann  man  successiv  alle  umgewandelten  Glieder  von  der  264sten 


ä 


Ifi3  Lehmann:    Seitrag  zur  Berechnung  der  Za&l  n, 

Stelle  «n  fortßlliren,  m  tveit  man  trill.  WtU  nHifi  das  2ur  Con- 
trolle  dicneode  Mittelglied  r-  berechnen,  so  üUer7.eugt  man  sich 
von  der  Richtigkeit  der  unten  »Tigeführten  SSDsten  bis  SCleteo 
Stelle  desselben  dadurch,  dass  man  die  angeführte  259ate  bis 
264sle  Stelle  desselben  mit  n  multiplicirt,  wodurch  sich  wenigsten» 
3  anf  einander  Folgende  Ziffern  von  B  (dereu  Stellen  mehr  oder 
weniger  rechts  Fon  der  aSSsten  Steile  beginnen,  je  nachdem  a  mehr 
oder  weniger  Bruchstellen  enthüll)  reproduciren  müsBen;  dann  be- 
rechnet man  mit  Hülfe  von  A  und  der  25»sten  bis  261ateD  zu 
?  gehörigen  Stelle  die  262ste  bis  Xftiste  zu  j- Rehörige  Stelle  noch* 
tnals  und  überzeugt  sich  dadurch  von  der  Richtigkeit  derselben, 
worauf  man  t-  fortführen  kann,  so  weit  man  will.  Der  lelcbtere» 
Uebersicht  wegen  haben  wir  auch  noch  die  259ste  und  die  nächst- 
folgenden Ziffern  von  Aa  angeführt,  so  weit  wir  sie  entwickdt 
haben,  um  uns  der  2r»4sten  Stelle  von  B  zu  versichern;  man  über- 
zeugt »ich  vnn  der  Richtigkeit  der  359sten  bis  2tilsten  Stelle  von 
Aa,  we.in  mau  die  Vollste  bis  3646te  Stelle  von -ß  mit  b  mullipü- 
cirt;  dagegen  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  2l>2Btcn 
bis  264sten  Stelle  von  Aa,  wenn  man  die  25<Jste  bis  3C4sle  Stelle 
von  A  mit  a  multiplicirt.  Die  Uruchstellen  der  durch  siwcessive 
Division  mit  4  entstehenden  Mittelglieder  bleiben  in  der  Rechnung 
leer,  weil  hier  die  geltenden  Ziffern  lange  nicht  bis  zur  250sten 
Bruchstelle  reichen;  wir  haben  indessen  in  der  hier  fidgenden  Ta- 
belte  6k  gedachten  Stellen,  der  leichteren  (Jehersicht  wegen,  nit 
Nulle»  ausgefriilt.  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  in  der 
folgenden  Tabelle  einige  Ausnahmefälle  vorkommen,  wo  B  aas  A 
nicht  durch  eine  MullJplicafion  und  eine  Division,  sondern,  grtie' 
serer  Bequemlichkeit  wegen,  durch  Multi|)licatian  mit  2  ungleichen 
DecimalbrSchen  ^  und  9  hergeleitet  ist;  in  solchen  Fällen  ist  Ap 

an  die  Stelle  von  Aa  und  Aq  an   die  Stelle  von   r-  getreten. 


In  der  Cotnmne  links  steht  die  Ordnungszahl  des  Gliedes  der 
SArefgj  ausdrückenden  unvertrandelten  Reihe,  welche  Ordnungs- 
zahl wir  mit  m  bezeichnen,  in  der  Culumne  rechts  aber  die  359Bte 

bis  26iste  Bruchstelle  von  i^zi  und  die  250ste  bis  2eiste  Stelle 
I  ■^- .,  aa^Zäi   mit  dem  2eicheu  +  oder  —  versebeB|i,„|f ' 


^^        wiche  das  Verhällaiis  det  Kreis-Burclunmen  etc.           IBS        ^^H 

nachdem    das   Ijetreffende  Glied  positiv   oder  negativ   i^t.    Diese        ^^^| 
sechsKiffrige  Columne  kann    als    erste    sechsziffrige  CDtumoe  hei        ^^H 
einer    etwa   fortzusetzenden  Reclinung  gebraucht  werden,    (VDfem         ^^^H 

Einbeit  vermehrt  ist  (ivas  man    auf  die  oben  angezeigte  Art  ent-          ^^H 
decken  kann),  corrigirt.                                                                                        ^^H 

1 
1 

1 

2 

666666,.., 
+  666667 

206296,... 
—432099 

20 
21 

601601.... 
—810298 

39 

248447.... 
+418811 

58 

635133.... 
—285523 

870570.... 
+776672 

096730... 
-185687 

566303.... 
+  227821 

1 

8-14924.... 
+  1B1332 

700.113.... 
—622338 

40 
41 

138716... 
—571376 

793190.... 
+  676459 

59 

50 

^ 

3 
4 

477366.... 
+695473 

22 

■ 

941929.... 
-420276 

23 

195612... 
+  159903 

i2 

088132... 
-073351 

Sl 

^ 

5 
6 

21Ö769.... 
+468419 

468418,... 
-769856 

24 
25 

799512... 

—846798 

13 

676459... 

+  807958 

B2 

618476.... 
-387142 

755501... 
-fÖ92969 

94 
15 

2Ö7384.... 
—578131 

921931.... 
+763168 

63 
64 

624275.... 
+764994 

847141.... 
-825568 

7 

8 

l 

496490.... 
+653576 

166276.... 
-677752 

796252.... 
+752721 

199583.,.. 
—799978 

26 
27 

28 
29 
10 

083914.... 
-609489 

120438... 
+775857 

457626... 
-590142 

16 
47 

324659... 
—816754 

B5 

983015.... 

+077388 

1 

258295.... 

+  949014 

56 

775890.... 
—517373 

J 

606125... 
+  291341 

48 

139810.... 
—022524 

237756... 
+  002451 

67 
G8 

530654.... 
+394967 

503406.... 
—374099 

■ 

11 

133287.... 
+149204 

845158.... 
-097370 

19 

■ 

12 

681476... 
-812238 

31 

427239.... 
+  990610 

603026.... 
-755604 

289225.... 
+712112 

587691.... 
-486383 

50 

218639... 
—164128 

69 

011480.... 
+  369427 

'■ 

13 
14 
13 

964608... 
+198584 

773845.... 
-769402 

308205...- 
+  252007 

32 
33 
34 

51 
52 
53 

805404.... 
+899063 

200600... 
—099035 

70 
71 

623498.„. 
-558142 

4026 1Ü-... 
+307820 

1 

800006... 
+  540953 

n 

489!78._. 
—429994 

■ 

256497... 
—427628 

35 

065299... 

f 232330 

34 

311118... 
—638422 

n 

721019.._ 
+  832559 

M 

584051... 
+835880 

J6 

118366... 
—494625 

55 

812316.... 
+851189 

74 
75 

969002._. 
-278701 

552111.._ 
+057397 

18 

731561... 
—249473 

37 

124262.... 
+440058 

56 

645816.... 
—636449 

19 

414617.... 
+335530 

38 

236029.... 
—149814 

57 

516201..- 
+553241 

L 

^^^ 

4 

\ 

1 

L 
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II. 

Der  nan  forgende  Theil  der  Tabelle  enthSU  abwechselnd  Eioe 
secli8ziffrige  Zabt,  voo  2  Hon  zocita  Ist  riehen  eingefasst,  uiiil  zwei 
sechszilTrige  Zahlen,  von  2  Honzoiitalsirichen  eingefasst;  die  Eine 
sechsziffrige  Zahl  enthält  links  ueben  eicb  die  Ordnungszahl  des 
Gliedes  der  8  Arcigi  ausdrückenden  verwandelten  Reihe  (trelchc 
Ordnungszahl  wir,  das  (jlied  j  als  das  erste  betrachtend,  mit  m 
bezeichnen)  und  besteht  selbst  aus  der  !259sten  bis  '2646ten  Bruch- 
stelle von 


_0ß__  0^  M   0,6 
;»".15rJ53't55'l57" 


2m      152 
Tü  ~  10 


von  den  je  zwei  sechszlffrlgen  Zahlen  aber,  welche  sich  unter  der 
Einen  zum  mten  Gliede  gehörigen  sechsziffrigeu  Zahl  belinden, 
ist  die  erste  die  259ste  bis  ^264ste  Stelle  von 

2m      152 
0,8       02    04    06      10"  10 
3w».]5ri53'l55'157""   2/n— 1    ■"' 

und  die  zweite  die  259ste  bis  26iste  Stelle  von 

3m     j52 
0,8        0,2   04    0.6     10      10     I 


3»«.  151*  153' 155    157""  2m-l 
ben  erwähnte,  auf  die  kleinste 


brachte  Bruch  ist,  welcher,  mit  A  niultiplicirt,  B  herforbringt; 
links  neben  diesen  beiden  sechsziffrigen  Zahlen  sind  die  jedes- 
maligen Werthe  von  a  und   0    in   Bruchl'orm   geschrieben,    tvobo] 


wir  bemerken,  dass  wir  hei  jn^SO  (wi 
genommen  haben,  bei  m=100  aber  (w 


7Ö 
0,2 
153 

77 
0.08 
31- 

-010802 

79- 

—116806 

82  1—078177 

85 

-185722 

602!92.„ 

359548.... 
—271310 
821752.... 

718448.... 

ü,8 
159 
80 

7 

60344.... 
164256.... 

[1,28 
33 

261889.... 
941762.... 

2 

37144.... 
042021. 
—084044 
18489..- 
31 262  j.. 

—331405 
666582.... 

904486.... 

83 
1,6 

167 
84 

t;6 

169 

-583694 
1339.... 
662177.... 

—659484 

86 
"2:2 
173 

87 

78 
0,6 

157 

-897476 

81 

—952369 

-087774 

338485.._ 
528009.... 

1.2 
163 

74284.... 
398480.... 

38707.... 
9920Q7.„. 

),09fl 

12842ft 
869682. 

7 

88 

Kelche 
—875489 

Itu 
103 

erhältniu  de 

-023273 
5703.... 
782238..., 

Ihr 

118 
8,6 
237 

'it-DuTChmeu 
-732558 

ert 

133 

.1 

—430711 

! 

177 

87627._. 
377827.... 

5,6 
207 

11.6 
267 

3962.... 
619590.,.. 

800559.... 

'    89 

—982352.... 

104 

—780533 
1270... 
185552... 

119 

9.8 
239 

—284810 

134 

-387252 

i-8 

m 

7505a... 
608839.... 

5,8 
209 
105 

5063.... 
745961.-. 

11.8 
269" 

5695.... 
406644.... 

90 
3 
181 

—104752 

-876206 
"25723.... 
350124.... 

120 
9 
241 

-964462 

135 

—998400 

31425.... 
155274... 

6 
211 

6801.... 

mm2.... 

12 
271 

980.... 
214016... 

91 
1.2 

—465825 

106 

- 100745 

121 

-206142 

136 
12,2 
273 
137 

—568195 
13197.... 
602813.... 

—154330 

BÖ06... 
215660.... 

6.2 
213 

6248.... 
629580.... 

9,2 
243 

m 

0965.... 
362988.... 
-539492 

K 

xm 

37 
"93- 

1,6 
187 
U 
i3 

m 

-890113 
68527.,.. 
726759... 

—694197 

107 

K28 
43 

108 

—303402 
~30835.~ 
704730.,,. 
—542055 

1.88 
49 

374244.... 
929377.... 

2,48 
55 

42273.... 
693715.... 

123 

-987229 

138 

-280413 

2991-.,. 
329915.,.. 
—787696 
19324.... 
072950.... 

6,6 
217 
109 
B.8 
219 

3775.... 
873465.... 
—964874 
3611.... 
840022.... 

ü,6 
IM 

m 

9.8 
249 

877.... 
9(0879.... 
-744443 
4955.... 
059214.... 

12,5 
277" 
139 
12.8 
279- 

133.... 
672492..,, 
—473405 
8595.,,, 
965854.,.. 

95 

—477213 

iin 

221 

—312151 

125 

—580303 

140 

-762938 

1 
191 

90885.... 
342812.... 

1850.... 
779692.... 
—457851 

10 
J5T 
136 

8030.... 
229403.... 
-294036 

13 

281 

918.... 
091683.... 

90 
193 

—371251 
75925.... 
442338.... 

IM 

La 

223 

141 
13,2 

283 

—191880 
7328:... 
679123... 

0965... 
046896.... 

10.2 
»53 

3991.... 

024877.... 

i 

08 

-257820 
26688.... 
724559-.. 

-237612 

112 
1,48 
45 
113 

—937653 

02772.... 

087503.... 
—689505"" 
"  4402..^. 

795989.... 
—649516 

666^.... 

535587.... 
-177582 

42065.... 

615487.... 
-923899  " 

137 

im 

31 

—653752 

142 

-564427 

83980.... 
404975..,. 

2,68 
M" 

07266.... 
009902..., 

128 
10,6 
257 
129- 
10,8 
259- 
130 
11 
261 
131 

—722349 

143 

-106538 

t.6 

197 

89301.... 
747399..... 
-238036 

7.6 
227 
114 

7.8 
229 

456.... 

928880.... 

13,6 

287 

04891.... 
638001.... 

—846136 

3382.... 

717552.... 
—549569 

0452.... 

691760.... 
-609369    " 

13.8 

289 

-076825 

.8 
Ö9 

14257.... 
624311.... 

6601.... 
806494.... 

00 

'V 
67 

iöi 
iX 

'   »3 

—196696 
99449....' 
465622... 

—776037 
"03539." 
875744. .. 

115 
8 
231 
IIÖ 

8.2 
233 

145 

14 
291 

-929620 

0146.... 
580514.... 

146 

—127198 

5759.... 
025424.... 

11,2 
263 

8249.... 

143001.... 

14,2 
293 

0062.... 
485075.... 

102 

—753869 

117 

-208481 

132 

—801616 

147 

-488076 

t,08 

85417.... 
262280.,.. 

1,68 

43024.... 
678003.... 

2^ 
53 

82768.... 
241539.... 

2.88 
59 

1256.... 
533696.... 

1 

1 

166 

Lehm 

— flBTO+5 

164 

Betlrag  •» 

—605218 

B 

180 

weekttung  der 

-9TB025 

196 

—  4492« 

149 

iTSa..., 

49T2II6..,. 

329 

1728..., 
606T03.... 

21 
361 

5385.... 
379440,... 

ä93 

«722,... 

aaoflfts.,.. 

— 6B0528 

165 

181 

—968251 

197 

— 30H5B1 

14.B 

T758.... 
2(»6222..,. 

131 

7875.... 
693653.... 

163 

1269,  .. 
236827.. „ 

24.4 

395 

1293.... 
732436... 

IM 

—852093 

Ihb 

— 48.W63 

182 

—420735 

I9H 

—671214 

la 

IUI 

iä,2 

'78l.„ 

0958ät... 

18, 
ä33 

&4U8.... 
983I40_,. 

21. 
365 

2037.... 

762796.... 

24.6 

397 

»118..,. 
570960._. 

— 437UI2 

I6T 

18. 
»35 

— 0H8621 

I8:i 

— 323H46 

-445622 

8511.... 
281972.... 

4146.... 
340592.... 

ai, 

S6T 
184 
i1. 

5950.... 
812871.... 

21,8 
ä99 

8514.... 
T93096  ... 

IM 
i5;i 

^6359B9 

16« 

— 466909 

-95a()25 

200 

-668801 

1642.... 
29*<)52,... 
-.928407 

3Ü7 
169 

084..,. 
992483.,.. 

0849,... 

WI8558.... 

25 
401 

itn 

720«.... 
51288».,,. 

—460191 

185 

—  146,i72 

-832244 

15.6 

307 

6831.... 
74213T.... 

'iL 

851.... 
496932.... 

22 
37T 

2245,... 
388535..„ 

25,2 

103 

1205.™ 
877970«, 

15^ 
10» 

—58203(1 

170 

—542335 

186 
22.'' 

373 

—517775 

202 
25,4 
40.> 

—724865 

9960,.., 
183113.... 

341" 

3043.,.. 
089566.... 

560.... 
347313.... 

-910350 

2115..,. 
241295_..  . 

155 

—893191 

171 

—701772 

187 

—  128917 

16 

2910.... 
Ö67502.... 

la, 
343 

6740-,. 
573471.... 

22.4 
375 

9918.... 
439760..., 

i5.6 
t07 

9002.-, 
150&8.._ 

15(1 
16,a 
SI3 
tST 

—480036 

172 

—010711 

188 

—050645 

—385504 

7765,... 

480766.... 

19,4 

345 

207.,., 
23191 5.... 

22.6 

1445..., 
092972.... 

25,8 
109 

94..., 

94a,... 

—788424 

173 

-499153 

189 

—  101179 

»'5 

—    24318 

l<i.4 
315 

5301.... 
II04H».... 

lU.h 
347 

783.... 
569161..- 

22,8 
379 

3068.... 
725860.,.. 

26 

111 

6322.,.. 

&9.j_ 

tSH 

—411207 

174 

190 

— 54SW22 

MI6 

-       153» 

3T7 

836U.... 

717385.... 

W 

0003..,. 
147T23..,. 

23 
197 

64131.;.. 

933201.... 

■!6.2 
113 

40.... 
3..,. 

159 
I6.H 
318 

— 308599 

20 
351 

—724929 

-463625 

•07 

—      »8 

18447.... 

066798.... 

4985.... 
244230.... 

im 

23.4 

385 

556..,, 
802777..,. 

26.4 
4T5 

25.... 

|6Ü 

-922V08 

176 

—884611 

-424428 

208 

—          7 

17 
321 

6TT5.... 
121252.... 

S53 

6691.... 
792052.... 

9316.... 

59850.'i.... 

61 

-Ort1301 

177 

-585465 

193 

-605017 

7,-> 

i3ä 

454ä,... 
532697.... 

^.4 
355 

3434..,. 
765029.... 

h!3.(< 
1«T 

278.... 

905956.... 

fi2 

-162397 

78 

—806601 

194 

—380564 

^ 

7,4 

325 

üas.,.. 

126653. .. 

20.6 

157 

81Ö9.... 
■786573.... 

13.» 
389 
95 

4574.... 
057S33.... 

63 

-403771 

7B 

—803406 

—56029!* 

r 

7,6 
J27 

9063.... 
148023.... 

,>0.H 
5S 

1108.... 
662105.,.. 

24 

iJ91 

6631.... 

768719..,. 

k 

M 

mtidie  <te  FerMIMir  des  KrtMIkurchntnMn  He» 


Boim  aOSte«  GUdle  bricht  die  auf  964  Dei^makB  «Dgeleg|te 

Re<^muig  ab,  indem  dieses  Glieds— 7gs«=t|Q{Ä6f  mitallea  Ül- 

7  5  '        • 

gendeii  Gliedern  znsamofieD  aber  =:— ^  TRiSi  =t  TKtö6   ^^    Folglich 

giebt  die   Summirung  8  Arefg  |   mit   einem  raoglidhen  FeMär  y#n 

lÖi  

^Tpü  bebafiet  j  und  da  die  SuBimiruag  die  26l8te  bi»  26iete  Stele 

=4968  i^efit,  80  sind  diese  26l8te  bis  S64ste  Stelle  rnneiftatb  der 

Greoae»  48B4..«,   und   507t....   eingescblessen»    Die   Bmcbstellen 

sind  also  nur  bis  zur  SiSO^ten  inclusive  absolut  siclier;    wir  haben 

deswegen  in  der  oben  angegebenen  Summe  die  4  letzten  Ziffern 

4968  eingeklammert    Bei  der   Halbirung    zieht   sich    der  Fehler 

104*  52 

jbiAafl^:  ftof  rtlmM  zusammen;  die  3  letzten  Ziffern  Ten  4Arctgi, 

aSmlich  484,  sind  also  innerhalb  der  Grenzen  432»..  und  535.— 
Bchwiiinkend ;  es  brauchten  also  in  dem  oben  angegebenen  Werthe 
?on  4ArctgJ  nur  3  Ziffern  eingeklammert  zu  werden. 


•     ffl. 

In  dem  nun  feinden  Theif  der  TabeRe  BiAi  RiArs  die  Ord- 
nungszahl m  des  Gliedes  der  4Arctgf  ausdruckenden  unverwan- 
delten   Reihe,    rechts    aber    die   259ste    bis    264ste   Stelle   von 

4.4  4 

TsSäila '  ^ö»  TTfi^  «nd  von  ^^^_|^  yam-r  Das  erste  Glied,  wel- 
ches die  Periode  571428...  bUdet  (so  dass  571429  in  die  Summi- 
nug  tritt)  ist  weggelassen. 


65306^... 
!236151m.. 
— -412051 


438006.... 
491143.... 

f— 498735 


'  462307.- 
066043.... 
-KH3209 


498734.., 
214104... 
+  690456 


]     382548.... 

054649.... 

+  773435 


8 


T44872.... 
6l     677838....  11 
— 51616T    I 


10 


579235.... 

939890.... 

—462659 


12 


I     345841.... 

906548.... 

—865502 


13 


t     848555.... 

549793.... 

+  561753 


364256.... 
623465... 
—  138077 


94&209^.. 
420887.^16 
+  115280     1 


14 


15 


272364... 
896052.... 
+  795842 


17 


18 


128007.... 
018286....|19 
—185862 


574040.«. 
082005.... 
+  347655 


011715.... 
001673... 
—774248 


571667.... 
510238 
+ 197280 


.... 


20 


] 


21 


.3'58605.. 
622657.... 
—789219 

946093.... 

992299—; 

+  297089 


141757... 
591679 

—835684 


513097.... 
501871.... 
+  963460 
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22 
23 

24 

25 

! 

^7 

785981..- 

S40854.... 
— OS9090 

30 

913223.... 
273317.... 
—699548 

36 

839518.... 

405645.... 
—272075 

16 

47 
48 
*9 
50 

982573.... 

140367... 
—540004 

505836.... 
357976... 
+  963511 

31 

467616.... 
781088.... 
+  980018 

39 

343663.... 

763380.... 
+  607317 

030052.... 
717150.... 
+  276528 

OS  1139.... 
578734.... 

—097430 

32 
33 

540155.... 

934307.... 
-760862 

40 
41 

680482.... 

525783.... 
—272478 

217969.... 

602567.... 
+  390155 

959592-.. 
422798..,. 
—172873 

796962.... 
1I385I.... 
+  430895 

84775S.... 
549679.... 
+  531534 

917542.... 
131077.-. 
+  104444 

016264.... 

430894.... 
—028057 

34 
35 

364239.... 
194891.... 
—674551 

42 

800366.... 
685766.... 
—695009 

733011-.. 
533287™. 
—369033 

775843.... 
539406... 
+  179989 

456413.... 

779487.... 
+  983311 

43 

812253.... 
116036.... 

+  624896 

28 
29 

648486.... 
235498.... 

—477009 

36 

682783.... 
954683.... 
—661334 

44 

159433.... 
032776.... 
—080722 

747928.... 
392561.... 
+  884080 

37 

136383.... 

876626.... 
+  669543 

45 

146110..- 
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Beim  I338teD  Gliede  bricht  diese  Rechnung  ab,  indem  diese 
Glied  =  Tipai  ii  iiiaflä'  "**'  ^'l^"  folgenden  Gliedern  suaaiDisei 
aber  ebenfalls  =  mäei  ^  1?)^  '^*'  ^o'gli«^')  giebt  die  Suniminiiif 
4Arctg'  mit  einem  müglichen  Fehler  von  ^  imsä  iiehattet,  und 
da  die  Summiriin^  <Iie  2ß-2«te  bis  264ste  Stelle  —489  (liebt,  so 
sind  die  2ti'2sle  bis  'i65s(e  Stelle  innerhalb  der  Grenzen  4235... 
nnd  5954....  schivankend.  Sumniirt  man  SArcl^J  +  4Arclgr)  si 
ist  die  Siimnie,  d.  i.  n,  mit  einem  müglicheu  Fehler  von 


1  I 


<]04 


d.  i.  i 


1705 


bebartet ; 


r 


nun  die  26-2ste  bis  %5ste  Stelle  vnn  SArctg] 
=  0680,  nnd  die  3ß-2sle  bis  ^öSste  Stelle  vnn  4Arclg;='t890 
den,  AO  sind  die  262sle  bis  3G5ste  Stell»  vun  n  =  4570±1706, 
also  zxvischen  2865....  und  6274.,..  schivaiilend. 


Die  nun  rnigende  Tabelle  beginnt  mit  der  SSdäteti  bis  204fit«l 
Stelle  des  in  Eins  zusammengezogenen  Isten  bis  Uten  Guedel 
von  4Arctgi;  das  Cebrige  Ut  nach  dem,  was  wir  zu  No.  I,  gc> 
sagt  haben,   von  sellixt  verslandlieh. 
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000000 
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oonöflo 
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7)00000 

620253 
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000000 
-126437 

000000 
(404382 


tFtlche  dm  Veräd/tnlis  de»  Kreia-DurcAmnsters  etc. 


VI. 


Üod  nwti  wird  auch  der  noch  übrige  Theil  der  Tafel,  welrher 

ich  anf  die  verwandelte  4  Arctj;  J  nusdrückemle  Heihe  bezieht, 

:b  dem,  wus  aber  Tarel  II.  gesagt  worden,  von  selbst  verstand- 

>.     Hier  hrkht  die  Rechnung  heim    STOateii    Gliede  ab,    indem 

3  5 

■es  lilied  —  iTTäfl*  Jt  jTjä^  •  mit  allen  lolgenden  GKedera  zueam- 


mep  aber  =  j^^  +  ^^  ist, 

bU  365ste  Steile  von  4Arcl^: 
Fehler  von  ±1395  Iteljaflet. 


Nach  der  Snmmiriing  ist  die  26]ste 
,  nSmIich  59780,  mit  einem  möglichen 
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Ordnongselemente  der  einförmigen  involutorischen 

Grundgebilde. 

Von 

Herrn  Christoph  Paulus , 

Lebrer  der   Mathematik    ao  der  Erziehungsanstalt   anf  dem  Salon  bei 

Lud  wigsburg. 


Wer  die  Entwickelang  vefolgt,  welche  die  Methode  der  neue- 
nn  Geometrie  im  Laufe  der  drei  letzten  Decennien  erfahren  hat, 
der  wird  bemerken ,  dass  die  Erforschung  der  einfurmigen  Grund- 
gebilde (des  geraden  Gebildes  und  des  Strahlenbüschels)  von 
grossem  Gewicht  war,  auch  wird  ihm  die  bedeutende  Stelle  nicht 

Jestgoheo»  welche  die  Involution  der  einfurmigen  Grundgebilde 
ii  dem  ganzen  Bereich  der  neueren .  Geometrie  überall  spielt  In 
Betreff  der  letzteren  bin  ich  vor  Kurzem  auf  eine  Entdeckung 
gefähit  worden,  die  für  die  Methode  der  neueren  Geometrie  von 
hoher  Bedeutung  ist,  die  ich  aber  in  meinen  Grundlinien  der 
Deaeren  Geometrie  nicht  mehr  berücksichtigen  konnte.  Ich  er- 
iaQbe  mir  daher  dieselbe  auf  diesem  Wege  zur  Kenntniss  dets 
nathematischen  Publikums  zu  bringen.  Man  wird  mir  -hierbei  ge- 
statten die  Benennungen  des  geraden-  Gebildes  und  des  S  trab - 
leobüschels  mit  denen  der  geraden  Punktreihe  und  des 
^ielstrahls  zu  vertauschen.  Meine  €f runde  für  diese  Verän« 
^ug  habe  ich  ^in  meinen  Grundlinien  aus  einander  gesetzt. 

A.    Ocdnungspnnkte  der  geraden   involutorischen 

Punktreihe. 

Die  Poskte  zweier  in  einer  Richtung  vereinigter  Reihen  CDE 
^H  CjyEf  bilden  bekanntlich  eine  Involution,  wenn  sie  in  glei- 
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eher  Ordnung  auf  einander  folgen  und  gegen  einen  und  denselben 
Punkt  Q  jener  Richtung  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Pro- 
(Jucte  der  Abschnitte  zwischen  diesem  Punkt  Q  und  den  homo- 
logen Punkten  der  zwei  Reihen  einen  constanten  Werth  haben, 
d.  h.   wenn 

QC.  QC'  =  QD,  QD'=zQE.  QE\ 

Der  Punkt  Q  selbst  ist  ein  Punkt  dieser  Involution  und  zwar 
derjenige,  welcher  dem  unendlich  entfernten  Punkt  Q'  der  Rich- 
tung entspricht.  Er  heisst  der  Centralpunkt  der  Involution.  Die 
^Involution  heisst  einstimmig  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  die 
zwei  Reihen  CDE  und  C D'E'  nach'  der  gleichen  oder  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  auf  einander  folgen.  In  der  einstimmigen 
Involution  liegen  jede  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  auf  den 
entgegengesetzten  Seiten  des  Centralpunktes  Q,  in  der  entgegen- 
gesetzten Involution'  liegen  jede  zwei  solche  Punkte  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  Q,  Alle  diese  Merkmale  wurden  von  jehei 
unterschieden,  auch  bat  man  erkannt,  dass  die  entgegengesetzte 
Involution  stets  zwei  Punkte  hat,  in  deren  jedem  zwei  einandei 
zugeordnete  Punkte  vereinigt  sind,  und  hat  dieselben  Hauptpunkte 
oder  auch  Ordnungspunkte  genannt.  In  der  einstimmigen  Invola- 
tion  hat  man  dagegen  keine  derartigen  Punkte  entdeckt ;  sie  schier 
daher  ein  Merkmal  zu  entbehren,  das  der  entgegengesetzten  Iii' 
volution  überall  eine  so  fruchtbare  Anwendung  verliehen  hatte 
Man  kann  daher  billig  die  Frage  stellen,  ob  die6ier  Mangel  v?irk 
lieh  in  dem  Wesen  der  einstimmigen  Involution  oder  nicht  etwi 
blos  in  einer  mangelhaften  und  zu  beschränkten  Auffassung  diese 
Verhältnisse  zu  suchen  sei.  Eine  genauere  Untersuchung  de 
Sache  wird  das  Letztere  bestätigen. 

Zuerst  mag  bemerkt  werden,  dass  es  unstatthaft  ist,  dei 
Centralpunkt  Q  für  sich  und  ohne  seine  Beziehung  zu  dem  ihn 
zugeordneten  unendlich  entfernten  Punkte  Q'  aufzufassen.  Dem 
die  Methode  der  neueren  Geometrie  ist  durchaus  darauf  hingewic 
sen,  auf  jeder  Richtung  den  Punkt  des  unendlichen  Baumes  al 
einen  bekannten  vorauszusetzen.  Dieser  Punkt  des.  unendliche 
Raumes  ist  selbst  der  wichtigste  auf  der  ganzen  Ausdehnuoj 
jener  Richtung,  weil  er  allein  durch  eine  spezifische  Lage  auisgc 
zeichnet  Ist.  Auch  der  Centralpunkt  Q  gewinnt  nur  erst  durcl 
jenen  Punkt  Q'  des  unendlichen  Raumes  seine  Bestimmtheit.  E 
wird  daher  zweckdienlich  sein,  diese  zwei  Punkte  mit  xlem  .g€ 
meinschaftlichen  Namen  der  Normalpunkte  zu  bezeichnen. 

Vergleicht  man  nun  die  Normalpankte  mit  den  Hauptponktei 
einer  entgegengesetzten  Involution,  so  wird  man  leicht  das  Ge 
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iBeinsame  dieser  zwei  Begriffe  entdecken  ^  welches  darin  besteht, 
das«  der  Abstand  der  conjugirten  Punkte  in  ihnen  durch  einen 
extremen  Werth  ausgezeichnet  ist.  Die  Entfernung  def  zwei  Nor- 
malpunkte ist  nämlich  unendlich  gross,  während  die  Entfernung 
der  zwei  conjugirten  Punkte,  welche  in  einem  Hauptpunkt  ver- 
einigt sind,  unendlich  klein  iist.  \Vill  man  zugleich  aber  auch  die 
Beziehung  zu  den  Strecken  mit  in  den  Begriff  aufnehmen,  welche 
durch  jedes  Paar  der  übrigen  einander  zugeordneten  Punkte  be- 
stimmt werden  —  und  hiezu  ist  man  durch  die  ]\Iethode  der 
neueren  Geometrie,  welche  nur  relative  und  keine  absoluten  Maasse 
k^Dot»  durchaus  aufgefordert  —  so  wird  man  sagen:  die  Entfer- 
nung der  zwei  einander  zugeordneten  Punkte  ist  bei  den  Normal- 
punkten ein  Maximum  und  bei  den  Hauptpunkten  ein  Minimum. 
Uiemit  ist  aber  nicht  nur  der  sachgemässe,  sondern  auch  der 
Ausdruck  gefunden,  weicher  eben  so  gut  für  die  einstimmige  In« 
FolutioD  als  für  die  entgegengesetzte  zu  Ordnungspunkten  fuhrt. 

Ordnungspnnkte  einer  Involution  heissen  also  die- 
jenigen Punkte,  in  welchen  die  Entfernung  zweier 
einander  zugeordneter  Punkte  ein  Minimum  ist. 

Bei  der  entgegengesetzten  Involution  kann  man  immerhin  den 
Begriff  der  Hauptpunkte  als  eines  besonderen  Falles  der  Ord- 
DUBgspunkte  beibehalten.  Weil  in  der  entgegengesetzten  Involu- 
tion jede  zwei  einander  zugeordneten  Punkte  auf  der  gleichen  Seite 
liegen,  so  erreicht  die  Entfernung  solcher  Punkte  von  einander 
9ir  dann  ihr  Minimum,  wenn  sie  coincidiren.  Weil  aber  das  Pro« 
duet  der  Entfernungen  zweier  einander  zugeordneter  Punkte  vom 
Ceutralpunkt  eine  constante  Grösse  hat,  so  ist  die  Entfernung 
eines  Hauptpunktes  vom  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel 
zwischen  den  Entfernungen  zweier  anderer  zugeordneter  'Punkte 
Ton  diesem  Centralpunkt.  Zugleich  sieht  man ,  dass  diese  Invo- 
lution zwei  Hauptpunkte  zu  beiden  Seiten  des  Centralpunktes  hat 

In  der  einstimmigen  Involution  liegen  jede  zwei  einander  zu- 
geordneten Punkte  C  und  (£'  (Taf.  H.  Fig.  1.)  auf  den  entgegen- 
gesetzeo  Seiten  des  Centralpunktes  Q,  ihre  Entfernung  Oi'  ist 
also  der  Summe  (QC-i-Q^')  der  Abschnitte  gleich,  welche  zwi- 
schen ihnen  und  dem  Centralpunkte  liegen.  Weil  aber  auch  hier 
dasProduct  QC^QÜ  eine  constante  Grosse  hat,  so  wird  die  Ent- 
fernung derjenigen  Punkte  M  und  iV  ein  Minimum  sein,  deren 
Abstände  vom  Centralpunkt  einander  gleich  sind.  Zu  diesem 
Scbluss  berechtigt  schon  der  bekannte  Satz,  dass  von  allen  Recht- 
ecken gleichen  Inhalts  das  Quadrat  den  kleinsten  Umfang  hat. 
^  ist  also  auch  hier  die  Entfernung  (QM)  eines  Ordnungspunk- 
^es  vom  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Ent- 
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fernongen  (QC  und  QU')  zweier  beliebigen  einander  zugeordheteii 
Punkte  der  Involution. 

J.ede  Involution  hat  also  zwei  Ordnuogspunkte, 
welche  auf  beiden  Seiten  des  Centralpunktes  in  glei- 
chen Entfernungen  von  demselben  liegen^  ^nd  zwar 
ist  die  Entfernung  eines  solchen  Ordnungspunktes 
vom  Gentralpunkt  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  zweier  beliebigen  einander  zuge- 
ordneten Punkte  vom  Gentralpunkt. 

Es  stimmen  somit  die  Ordnungspunkte  beider  Involutionen 
hinsichtlich  ihres  Verhältnisses  zum  Gentralpunkt  vollkommen 
mit  einander  iiberein,  der  einzige  Unterschied  zwischen  ihnen 
betrifft  die  Lage  der  mit  ihnen  vereinigten  einander  zugeordneten 
Punkte  der  Involution,  in  beiden  Involutionen  sind  die  zwei 
Ordnungspupkte  der  Ort  zweier  einander  zugeordneter  Punkte, 
deren  Abstand  von  einander  ein  Minimum  ist;  in  der  entgegen- 
gesetzten Involution  sind  diese  zwei  Paare  der  zugeordneten  Punkte 
getrennt;  das  eine  Paar  derselben  liegt  in  dem  Ordnungspunkt  M 
diesseits  des  Gentralpunkts  und  das  andere  Paar  befindet  sich  in 
dem  anderen  Ordnungspunkt  N  jenseits  des  Gentralpunktes.  In 
der  einstimmigen  Involution  findet  keine  solche  Sonderung  Statt»* 
sondern  es  decken  sich  die  zwei  Paare  der  zugeordneten  Punkte 
80,  dass  die  zwei  Punkte,  welche  in  dem  einen  Ordnungspunkt 
M  vereinigt  sind,  nicht  einander,  sondern  denjenigen  zwei  Punk- 
ten zugeordnet  sind,  welche  in  dem  anderen  Ordnungspunkt 
coincidiren. 

Wie  die  Normalpunkte»  so  haben  auch  die  Ordnuug^punkta 
die  Eigenschaft,  dass  alle  übrigen  Punkte  der  Involution  unmittel- 
bar auf  sie  bezogen  i^^rden  können,  es  kommt  selbst  denOrdnungs^ 
punkten  in   dieser   Beziehung  noch   ein  Vorzug  vor  den  Normal- 
punkten   zu.     Hinsichtlich    der    entgegengesetzten    Involution    isfc 
nSmlich  bekannt,  dass  die  Hauptpunkte   durch  jedes  andere  PaaC 
einander  zugeordneter  Punkte  harmonisch  getrennt  werden.    AfteP* 
auch   Rir   die   einstimmige   Involution  besteht   ein  ganz  äfanliöfae^ 
Gesetz.    Da  nämlich  fOr  jede  zwei   einander  zugeordnete  Punkte 
C  und  C  (Taf.  IL  Fig.  1.)  das  Product 

QC.Qi'::ziQM.QN 

oder 
so  folgt 
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oder  weil 

Qlff^QJS 

ist: 

In  der  einstimmigen  Involution  sind  also  die  Entfernungen 
zweier  einander  zugeordneter  Punkte  indirekt  proportional,  wäh- 
rend dieselben  Entfernungen  in  -der  entgegengesetzten  Involution 
direkt  proportional  sind.  Sagt  man  nun  von  den  zugeordneten 
Ptinkten  der  entgegengesetzten  Involution  ^  dass  sie  dieOrdnungs- 
pnnkte  harmonisch  trennen,  so  kann  man  in  der  einstimmigen  In* 
.  vofotion  die  Art,  wie  die  Ordnungspunkte  von  ztrei  einander  zn- 
geordneteu  Punkten  getrennt  werden,  harmönikal  heissen/und 
man  hat  den  Satz: 

In  der  entgegengesetzten  Involution  werden  die 
Ordnungspunkte  durch  jedes  Paar  einander  zugeord- 
neter Punkte  harmonisch  und  in  der  einstimmigen  In- 
volution werden  sie  harmonikai  getrennt. 

Fdr  die  Morroalpunkte  selbst  verschwindet  dieser  Unterschied, 
iidem  hier  .die  harmonikale  Theilung  in  eine  harmonische  über- 
geht Und  dieser  Umstand  wäre  also  das  Ausgezeichnete  der- 
jenigen harmonischen  Theilung,  welche  eine  Strecke  durch  den 
Punkt  in  ihrer  Mitte  und  den  Punkt  des  unendlichen  Raumes 
erföhrty  dass  sie  nicht  nur  harmonisch,  sondern  auch  harmonikai  ist. 

Soll  nämlich  eine  gegebene  Strecke  MN  in  einem  gegebenen 
Verhältniss   m:n  getheilt   werden,  so  wird  man  zu  vier  Punkten 
geführt    Zwei   dieser  Punkte  C  und  £  liegen    auf  der  endlichen 
Strecke   MN  selbst  in  gleichen    Entfernungen   von    den  Punkten 
M  und  N\  zwei  andere  Punkte  C  und  tf'  liegen  auf  den  beider- 
seitigen Verlängerungen    der  Strecke    MN  ebenfalls    in  gleichen 
Entfernungen  von  den  Punkten  M  und  N.    Die  Punkte  C  und  Oy 
>telcke   den  Ordnungspunkt  M   einschliessen ,   so  wie    die  zwei 
Pankte  £  und  (£',  welche   den  Ordnungspunkt  N  einschliessena 
theilen  die  Strecke  MN  harmonisch;  die  zwei  Punkte   Cund  £'; 
C  und  <£  theilen  die  Strecke  MN  harmonikai,  und  die   Punkte 
Cund  £«  Cundtf-  theilen  dieselbe  symmetrisch.    In  der  Mitte  Q 
von  MN  fallen  zwei   innere  symmetrische  Punkte  und  in  der  un- 
endlichen Entfernung  der  Richtung  il/jY  fallen  zwei  äussere  symme- 
trische Punkte  aufeinander;  die  harmonikale  Theilung  also,  welche 
durch  die  Mitte  Q  und   den  unendlich   entfernten   Punkt   Q!  be- 
wirkt wirdt  ic^t  dabei  zugleich  auch  eine  harmonische. 
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Was  nun  die  zwei  Ordnimgspunkte  vor  d^n  Normalpiinkten 
in  ihrem  Veriiältniss  zur  ganzen  Involution  voraus  haben,  ist  der 
Umstand,  dass  durch  die  ersterei\  die  letzteren  bestimmt  werden» 
und  somit  durch  sie  die  ganze  Involution  bestimmt  ist. 

Durch  die  zwei  Ordnungspunkte  ist  die  ganze  In- 
volution einer  Richtung  vollkommen  bestimmt,  so 
dass  zu  jedem  gegebenen  Punkt  sein  zugeordneter 
gefunden  werden  kann. 

#  ^ 

Schon  hierin  offenbart  sich  ein  wichtiges  praktisches  Moment 
das  durch  den  allgemeinen  Begriff  der  Ordnungspunkte  gewonnen 
ist,  indem  man  vermittelst  ihrer  in  den  Stand  gesetzt. ist,  eine 
jede  Involution  durch  zwei  Punkte  zu  heben ,  während  sbnst  hieza 
vier  Punkte,  nämlich  zwei  Paare  einander  zugeordneter  Punkte 
erforderlich  waren. 


B.    Ordnungsstrahlen  des  inyolutorischen  Vielstrahls. 

Dieselbe  Erweiteruijg  des  Begriffes,  welche  zu  den  Ordnungs- 
punkten der  involutorischen  Reihe  fQhrte,  ist  auch  am  invofutori- 
sehen  Vielstrahl  vorzunehmen.  Es  inag  aber  vorausgeschickt 
werden >  dass  unter  dem  Strahl  eines  Vielstrahls  die  ganze,  bei- 
derseits ins  Unendliche  sich  verlaufende.  Gerade  verstanden  wird, 
welche  durch  den  Scheitel  (Centrum)  des  Vielstrahls  geht.  Zwei 
solche  Strahlen  eines  Vielstrahls  bilden  aber  vier  ebene  Winkel, 
zwei  Scheitelwinkel,  die  einander  gleich  sind,  und  ihre  zwei  Ne- 
benwinkel, die  die  ersteren  zu  zwei  Rechton  ergänzen.  Wenn 
nun  diese  Winkel  ungleich  sind,  so  wird  üur  einer  der  kleineren 
zum  Maasse  für  die  Bestimmung  der  Lage  der  zw^i  Strahlen  be- 
nutzt, so  dass  der  rechte  Winkel  das  absolute  Maximum  des 
Winkels  ist,  den  überhaupt  zwei  Strahlen  eines  Vielstrahls  zu 
machen  im  Stande  sind. 

Nun  ist  bekannt,  dass  in  jedem  involutorischen  Vielstrahl 
immer  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  vorhanden  sind»  die 
auf  einander  senkrecht  steh^;  sie  mögen-  Normalstrahlen 
heissen,  nicht  nur  um  ihre  gegenseitige  Stellung  zu  bezeichnen, 
sondern  auch  um  ihre  Analogie  mit  den  Normalpunkten  der  invo- 
lutorischen Punktreihe  auszudrücken,  welche  darin  besteht,  dass 
ihr  Winkel  ein  absolutes  Maximum  ist.  Die  Hauptstrahlen  des 
entgegengesetzten  involutorischen  Vielstrahls,  welche  dadurch 
ausgezeichnet  sind,  dass  auf  jeder  Richtung  derselben  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Strahlen  coincidiren,  bieten  den  anderen  extre- 
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Ben  Fall,  wo  der  Zoordnungswinkel  ein  absolutes  Miniroum  ist. 
Verallgemeinert  man  auch  hier  diese  Merkmafie  dadurch,  dass  man 
die  relatifen  Minima  und  Mazima  statt  der  absoluten  setzt,  so 
gewinnt  man  auch  hier,  wie  oben,  den  allgemein  anwendbaren 
Begriff  der  Ordnungsstrablen. 

In  jedem  involutorischen  Vielstrahle  heissen  also 
Ordnungsstrablen  diejenigen  zwei  Strahlen,  in  wel- 
chen der  Zuordnungswinkel  der  Strahlen  ein  Mini- 
mum ist. 

Die  Kreisin vot  11  tion   bietet  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  die 
Ordnungsstrablen  eines  jeden  involutorrschen   Vielstrahls  zu  con* 
stniiren,  für  den  entgegengesetzten  Vielstrahl  ist  diese  Construc- 
tion  in  §.  72.  meiner   Grundlinien  zu  lesen.     Auf  eine  ganz  ähn- 
liche Weise   construirt  man  aber  auch  die  Ordnungsstrahlen  des 
einstimmigen  involutorischen  Vielstrahls.     Ist  nämlich  P  (Taf.  If. 
Flg.  2.)  ein  solcher  Vielstrahl,  durch  dessen  Scheitel  eine  Kreis- 
linie geht,  welche  von  zwei  einander  zugeordneten  Strahlen-Paaren 
hl  den   Punkten   C,  C\  />,  D'  geschnitten  wircf,  so  convergiren 
die  Richtungen    CO  und  DD'  in  dem  Centrum   O  der  Kreisinvo- 
lotion,  und  jeder  weitere  Strahl  des  Centrums  O  bezeichnet  auf 
der  Kreislinie  zwei  weitere  Punkte  Q  und  Q',  die  ihrerseits  wie* 
der  zwei  einander  zugeordnete  iStrahlen  PQ  und  PQ'  des  inrolu- 
torischen  Vielstrahls  P  bestimmen.     Zieht  man  nun  einen  Durch- 
messer  QQ'  durch  das  Centrum  O  der  Kreisinvolution,  und  eine 
Sehne    l^N  senkrecht    auf  QQ\  so    sind    PQ  und    PQ'    die 
zwei  Normalstrablen,  weil  QPQ' 'b\s  Peripheriewinkel  im   Halb- 
kreis   ein    Rechter    ist,    und    es   sind   PJÜ   und    PN    die    zwei 
Ordnungsstrablen   des   involutorischen   Vielstrahls   P.     Man  sieht 
nämlich   leicht,   dass  unter  nllen  durch    den   Punkt    O  gehenden 
Sehnen  des  Kreises    die   auf  QQ'    senkrechte   Sehne    3IN   die 
kleinste  ist;  es  ist  also  auch  der  Bogen  HiN  der  kleinste  unter  den 
Bogen,  welche  durch  die  Strahlen  des  Ceiitrums  O  gebildet  wer- 
det!, und  folglich  ist  auch  der  Winkel  3JPJS  das  Minimum  unter 
allen  denjenigen  Winkeln ,   welche   durch  zwei  einander  zugeord- 
nete   Strahlen    des    involutorischen    Vielstrahls    gebildet   werden. 
Da  nun  aber  der  Durchmesser  die  Bn<]'en   der  Sehne  halbirt,  auf 
welcher   er  senkrecht   steht,  so  ist   auch  Bog.  (JM  =  ßog.   QN; 
Bofe.  Q'il/=Bog.  Q'^,  und  auch  ^MPQ=:^NPQ. 

Es  werden  also  auch  im  einstimmigen  involutori- 
schen Vielstrahl  eben  so  gut  wie  im  entgegengesetz- 
ten die  Winkel  der  Ordnungsstrahlen  durch  die  zwei 
Normalstrahlen  halbirt. 
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Helsst  nan  auch  ein  Vierfitrahl  Itarmoniecfa  oder  harmonikal, 
wenn  er  dit«  Eigenschaft  besitzt,  eine  seiner  Transversalen ,  wenn 
auch  nur  eine  einzige,  in  vier  harmonischen  oder  harinonikaleA 
Punkten  zu  theilen,  so  folgt: 

dass  die  zwei  Ordiiungsstrahlen  mit  jedem  Paar 
einander  zugeodneter  Strahlen  im  einstimmigen 
involutorischen  Vielstrahl  einen  harmontkalem» 
und  im  entgegengesetzten  involutorischen  Viel- 
strahl einen  harmonischen  Vierstrahl  bilden. 

V^enn  man  eine  Transversale  senkrecht  zu  einem  der  Nor- 
malstrahlen  zieht,  so  wird  man  leicht  finden,  dass  die  Normal- 
strahlen auf  dersc^lben  die  Normalpunkte  und  die  Ordnuiigsstrah- 
len  die  Ordnungspunkte  der  involutorischen  Reihe  bezeichnen, 
welche  der  involutorische  Vielstrahl  auf  den  Transversalen  be* 
stimmt j  und  damit  ist  der  oben  ausge.«prochene  Satz  erwiesen. 
Für  andere  zu  jenem  Normalstrahl  schief  stehende  Transversap 
len  hört  die  Uebereinstimmung  der  involutorischen  Reihe  mit  dem 
involutorischen  Vielstrahl  auf.  Obgleich  jede  Transversale  durc|i 
den  involutorischen  Vielstrahl  in  einer  involutorischen  Puuktreihe 
geschnitten  wird,  so  bezeichnen  doch  die  Normal-  und  Ordnungs* 
strahlen  nicht  mehr  die  Normal-  und  Ordnungspunkte  der  involu- 
torischen Reihe.  Nur  bei  der  entgegengesetzten  Involution  müssen 
notbwendig  die  Hauptstrahlen  des  Vielstrahis  auch  durch  die 
Hauptpunkte  der  Reihe  gehen,  weil  das  in  den  HauptstrahJleD 
vereinigte  Paar  einander  zugeordneter  Strahlen  auch  auf  der 
Transversale  notbwendig  diejenigen  Punkte  bezeichnet,  in  welchen 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte  der  Involution  coincidiren.  lin 
einstimmigen  involutorischen  Vielstrabl  findet  diese  Uebereinstim- 
mung nicht  statt,  denn  obleicb  der  Winkel  der  Ordnungsstrahleo 
ein  Minimum' ist,  so  kann  man  doch  eine  solche  Transversale, 
ziehen,  dass  die  Strecke  derselben,  welche  zwischen  den  Ordnungs- 
strahlen liegt,  weit  entfernt  ein  Minimum  zu  sein,  selbst  als  ein 
Maximum  erscheint  Letzteres  geschieht  wirklich,  wenn  die  Trans-' 
versalz  einem  Hauptstrahl  parallel  geht.  Nur  der  harmonische 
Vielstrahl  bat  daher  auch  die  Eigenschaft  jede  Transversale  har- 
monisch zu  theilen,  der  harmonikale  theilt  nur  diejenigen  Trans- 
versalen ,  weiche  auf  einem  Vielstrahl  senkrecht  stehen ,  -  har- 
monikal. 
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C.     AnweaduDg  der  Ordnungselemente  auf  die  Lehre 

voD  den  Kegetscbnitten. 

Die  Bedeutung,  welche  der  allgemeine  B^riff  der  Ordnungs- 
elemente för  die  Methode  der  neueren  Geometrie  hat,  kann  mit 
folgenden  Worten  kurz  bezeichnet  werden:  der  Begriff  der  Ord- 
nungselemente macht  die  Begriflfe  der  imaginären  Elemente  (Punkte 
und  Krchtungen)  entbehrlich.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  zweifacher 
Gewinn! 

«)  Ein  formeller.  Der  Begriff  des  Imaginären  ist  schwierig, 
weil  er  aller  Anhaltspunkte  für  die  Vorstellung  entbehrt  und  nur 
durch  das  absolute  Abstraktionsvermögen  des  Geistes  gewonnen 
und  festgehalten  werden  kann.  Die  Ordnungselemente  dagegen 
kSonen  gezeichnet  werden,  und  ihr  Begriff  ist  daher  der  Vor- 
stellung zugänglich.  Auch  darf  hier  nicht  übersehen  werden,  dass 
der  Begriff  des  Imaginären  ursprünglich  dem  abstrakten  Reich 
iei  Zahl  angehurt  und  daher  wohl  in  der  analytischen  Geometrie, 
mcht  aber  in  der  Geometrie  der  Lage  gesucht  werden  sollte. 
Durch  die  Beseitigung  der  imaginären  Raumelemente  wird  also 
die  geometrische  Methode  der  Lage  purificirt.  Ein  zweiter  Ge- 
wiDn  ist  seiner  Natur  nach: 

'  b)  ein  materieller.  Zwei  zusammengehürige  imaginäre  Punkte 
bestimmen  wohl  eine  reelle  Richtung,  aber  sie  können  dieselbe 
nicht  begränzen;  zwei  imaginäre  Richtungen  bestimmen  wohl  ei- 
nen Punä,  als  den  Scheitel  eines  Winkels,  sie  bestimmen  aber 
selbst  keinen  Winkel.  Die  zwei  Ordnungspunkte  dagegen  bestim- 
men nicht  nur  eine  Richtung,  sondern  sie  begränzen  dieselbe 
auch,  und  die  zwei  Ordnungsstrahlen  bestimmen  einen  Punkt  und 
einen- Winkel.  Damit  werden  aber  bei  der  Erforschung  der  Figu- 
ren zwei  weitere  Dimensionen  eingeführt,  welche  eine  tiefere  Ein- 
sicht in  das  Wesen  derselben  gestatten.  Ich  erlaube  mir  diese 
Vortheile  an  Beispielen  zu  erläutern. 

1)  Durch  eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  ein  Polarsystem 
bestimmt,  durch  welches  alle  Punkte  der  Ebene  in  eine  unmittel- 
bare Abhängigkeit  von  einander  versetzt  werden,  ebenso  wie  die 
Punkte  der  Curve  selbst  von  einander  abhängig  sind.  *Wenn  also 
die  gegenseitige  Stellung  von  Punkten  in  dein  Polarsystem  be- 
kannt ist,  so  kommt  ihnen  dieselbe  Bedeutung  und  Wichtigkeit 
zu,  seien  sie  Punkte  der  Curven  oder  sonst  Punkte  der  Ebene, 
in  welcher  die  Curve  liegt.  Geht  nun  irgend  eine  Richtung  durch 
di^  Curve,  so  werden  dadurch  zwei  Punkte  der  Curve  bestimmt. 
Die  Punkte  dieser  Richtung  nämlich,  welche  in  dem  Polarsystem 
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einander  conjugirt  «ind  ,  bilden  eine  entgegengesetzte.  Involution^ 
und  die  Punkte,  in  welchen  sie  von  der  Curve  geschnitten  wird, 
sind  die  Hauptpunkte  dieser  Involution.  Andererseits  wird  .auch 
durch  jene  Curvenpunkte  die  involutorische  Reihe  der  conjugirten 
Punkte  bestimmt.  Liegt  aber  eine  Richtung  ganz  ausserhalb  der, 
Curve,  60  hat  sie  z^'ar  keine  Punkte  mit  ihr  gemeinschaftlich, 
aber  es  bilden  auch  ihre  conjugirten  Punkte  eine  Involution,  und 
durch  dieselbe  ist  die  Stellung  ihrer  Punkte  in  dem  Polarjsystem 
bestimmt.  Diese  Involution  ist  einstimmig  und  ihre  Orxlnungs- 
punkte  gehören  zwar  nicht  der  Curve  selbst  an,  allein  sie  jiaben 
doch  auch  die  Fähigkeit  die  ganze  Involution  dieser  Richtung  zu 
bestimmen ;  sie  haben  also  für  die  Punkte  dieser  Richtung^  ganz 
dieselbe  Bedeutung  wie  die  Punkte,  welche  die  er stb et r achtete 
Gerade  mit  der  Curve  gemein  hatte.  Um  diese  ihre  Bede«jtung 
anzudeuten,  heisse  ich  die  Ordnungspunkte  einer  gegebenen  Rieh« 
tnng,  welche  durch^  die  involutorische  Reihe  ihrer  conjugirten 
Punkte  bestimmt  werden,  un  ei  gentliche  Punkte  der  Curve, 
und  die  Richtung  selbst  eine  uneigentliche  Se'kante  der 
Curve.  Es  soll  also  mit  diesem  Namen  lediglich  nichts  andere« 
bezeichnet  werden,  als  diejenigen  Punkte  der  Richtung,  welche 
für  sie,  als  einem  Gliede  des  Polarsystems,  dem  die  Curve  an^ 
gehurt,  ganz  die  gleiche  Bedeutung  haben,  wie  die  Curvenpunkte 
für  die  Richtung  einer  eigentlichen  Sekante.  Wie  man  sodann 
auch  die  endliche  Strecke  zwischen  den  zwei  Schnittpunkten  einer - 
Curve  Sehne  nennt,  so  wird  die  endliche  Strecke  einer  Richtung 
zwischen  il^ren  zwei  uneigentlichen  Curvenpunkten  eine  unei-, 
gentliche  Sehne  genannt,  und  wenn  die  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Curve  geht,  so  heisst  jene  Strecke  ein  un  ei- 
gentlicher Durchmesser  derselben.  « 

Dass  diese  uneigentiichen  Punkte  dieselbe  Bedeutung  för  die ' 
Curve  haben  wie  die  eigentlichen,  das  zeigt  folgender  Satz: 

Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fiinfPunkte  seiner  Curve 
bestimmt,  auch  wenn  ein  oder  zwei  Paare*  unelgent- 
lieber  Punkte  darunter  sind. 

Der  Beweis  für  .die  Richtigkeit  dieses  Satzes  findet  sich  in 
§.118.  meiner  Grundlinien,  nur  dass  dort  noch  die  imaginären 
Punkte  statt  der  uneigentlichen  gebraucht  werden,  Ein  Beispiel, 
um  den  Vortheil  zu  bemessen,  den  die  Unterscheidung  der  un- 
eigentiichen Durchmesser  gewährt,  liefert  die  Hyperbel. 

Es  sind  nämlich  die  sogenannten  Substituten  der^ 
Hyperbel  in  der  That  nichts  anderes  als  uneigentlicbe 
Durchmesser. 
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r  Dm  diees  2U  zeigen ,  seien  F^  uiiH  pV  (Taf.  II.  Fig.  3.)  <lie 
iwei  Asymptoten,  CD  und  filB  die  IIict)tun(;en  zweier  conjugir- 
ten  Darchmesser,  GH  und  JK  die  Scheiteltangcnten  des  reellen 
Durchmessers  CD,  so  weit  sie  zwischen  den  Aeyniptoten  liegen, 
rird  man  leicht  finden,  dass  GHJK  ein  Parallelogramm  ist, 
um  ein  zweites  Parallelogramm  C<iDX)  so  heschrieben  ist, 
I  CH*  \\  PP  und /)£>  llyjp.  Uiess  vorausgesetzt,  nird  man  nei- 
■  Bchliesseti,  dassCI>  die  Bertibrungssehne  der  in  dem  Punkte 
r  oonverglrenden  Tangenten  ist,  denn  die  Richtung  Cp  geht 
brch  den  Berührungspunkt  C  der  Tangente  67/  und  sie  geht 
Bch  durch  den  unendlich  entfernten  Berührungspunkt  derAsymp- 
ith  PP,  weil  sie  mit  derselben  parallel  ist.  Es  ist  also  CX>  die 
^lla^e  des  Punktes  /l.  Ebenso  findet  man,  dass  die  Richtung 
>JC)  die  Polare  den  Punktes  J  ist,  und  aus  beiden  folgt,  dass  JH 
)  Polare  des  Punktes  V  ist.  Die  Punkte  l£  und  1^  sind  also 
mei  conjugirte  Punkte  der  Richtung,  welche  durch  dieselben 
Der  Convergenzpunkt  O  ist  aber  dtr  Centralpunkt  der  In- 
volution der  Richtung  <£f,  weil  seine  Polare,  d.  i.  die  Berührungs- 
ehne  der  Asymptoten  im  unendlichen  Räume  liegt,  und  also  auch 
Me  Richtung  erst  in  einem  Punkte  des  unendlichen  Raumes 
icbneiden  kann.  Weil  nun  aber  dieser  Punkt  O,  als  der  Con- 
iergenzpunkt  der  Diagonalen  des  Parallelogramms  OiDX>,  in  der 
Bitte  E wischen  den  Punkten  <£  und  !D  liegt,  so  folgt,  dass  tfundS) 
Se  zwei  Ordnungspunkte  der  durch  die  conjugirten  Punkte  dieser 
Kcbtnng  gebildeten  Involution  sind  und  dass  also  l££)  ein  uiieigent- 
Icher  Durchmesser  der  Hyperbel  ist. 

Aus  dieser  Deduction  geht  auch  noch  der  bekannte  Satz  her- 
,  dass  die  Substitute  eines  imaginären  H yp erbe Idurchm  esse rs 
üDJenigen  Stack  der  Scheitel  tan  gen  te  des  conjugirten  reellen 
iTchmessers  gleich  Ist,  welches  zwischen  den  zwei  Asymptoten 
r  Hyperbel  liegt.  Dieser  Salz  erscheint  bei  der  bisherigen 
ttracbtungsiveise  als  ein  solcher,  der  der  Hyperbel,  im  Gegen- 
itz  zu  der  Ellipse,  clgenthümlicb  ist.  Die  Methode  der  neueren 
lometrie  belehrt  uns  aber  eines  Anderen,  so  sehr,  dass  nur 
le  etwas  aridere  Fassung  nnthwendig  Ist,  um  dem  Satz  die 
llgemeinbeit  zu  rerleihen,  in  welcb(>r  er  unmittelbar  auch  auf 
le  Ellipse  seine  Anwendung  hat.  (n  dieser  allgemeinen  Fassung 
nimmt  der  Satz  folgende  Gestalt  an: 

n;e     Stück     einer     Ta  ngenle     eines     Kegel - 

cbnitts,  welches  zwischen  den  Ordnungspunkten  der- 

loigen    involutoriscben    Reihe    Hegt,    welche  auf  der 

htung    der    Tangente     durch     den    involutoriscben 

UUtiahl    der    conjugirten    Durchmesser    he  zeichnet 

X\I.  13 
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'   Tangente  parallelen  Durcbnies 


In  der  Hyperbel  nämlich  sind  die  Asymptoten  nicht  in 
Ordnungsstrahlen  des  involutoriRchen  Vielstrabls.  welcher  i 
die  conjugirten  Durchmesser  gebildet  uird,  snndern  sie  sind 
die  Hauptstrahlcn  jenes  Vielstrahls,  auf  deren  Jedem  zw«!  conjt 
girte  Durchmesser  vereinigt  sind.  Oless  verleibt  den  Asymptotai 
die  Ei^ensttian,  dass  die  Orduungepuokte  der  involuloriscltei 
Reihe,  welche  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  der  conju^i; 
giften  Durchmesser  bezeichnet  nerdeu,  zugleich  auch  die  Punkh 
sind,  in  ivelchen  die  Transversale  von  den  Asymptoten  gescbnititl 
wird.  Bas  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stiick  einer  Tas 
gente  der  Hyperbel  ist  also  auch  unmittelbar  der  Substitute 

neigentlichen  zugeordneten  (imaginiiren)  Durchmesser  g leid 
In  der  Ellipse  dagegen  ist  der  involutoriscbc  VieUtrahl  der  cot 
jugirten  Durchmesser  von  entgegengesetzter  A-ufeinander folge,  nni 
der  Zuordnungswinkel  zH-eier  einander  zugeordneten  Strahlen  ü 
in  den  Ordnungsstrablen  wohl  ein  relatives  über  kein  absobite 
Minimuru.  Dadurch  verlieren  die  Ordnungsstrahlen  die  Bi;^ 
Schaft  in  der  volutorischen  Keibe,  welche  die  conjugirten  DküiA 
messer  auf  einer  Transversalen  bestimmen,  durch  die  Ordnung 
punkte  der  letzteren  zu  gehen.  Ist  aber  diese  Transversale 
Tangente  der  Ellipse,  so  bleibt  jenen  Ordnungspiinkten 
geachtet  die  Eigenschaft,  eine  Strecke  zu  begranzeu,  welche  41 
parallelen  Durchmesser  der  Ellipse  gleich  ist.  Um  diese  zu.b 
weisen,  bedarf  ich  eines  Satzes,  der  leicht  abzuleiten  ist,  so  dai 
ich  mich  damit  begnüge  ihn  anzuführen.     Er  lautet: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  eilipt 
sehen  Curve  aus  zwei  Richtungen  zieht,  welchen 
zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel  eipd,  I 
durchschneiden  sie  die  Ellipse  in  den  Endpunkten  dl 
mit  der  Taugente  parallelen  Durchmessers. 

Ist  nun  MN  (Taf.  II.  Fig.  4.)  eine  Tangente  der  Ellipse  W^ 
welche  dieselbe  in  dem  Pimkte  Q  berührt,  und  sind  M  undA^^i 
zwei  Ordnungspunkte  der  Involution,  welche  auf  der  RichtvA 
JEf^  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  ü  der  conjugirten  DaC^ 
messer  gebildet  wird,  so  sind  auch  OM  und  07V  die  Richiun] 
zweier  cojugirlen  Durchmesser,  nnd  zni-leich  ist  OM=OS.  Ki 
man  nun  QUWOIS  und  Q%\\  OM,  ia  ist  lU  nach  obigem  HiW 
salz  derjenige  Durchmesser,  welcher  mit  JtfiV"  parallel  ist. 
Parallele  zwischen  Parallelen  ist  aber  auch  QM=Oti,  QN=Oß 
folglich  anch  MlS=R-ß. 
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Man  wird  gelegentlii?h  hier  anch  bemerken,  dass  Her  |iar»l- 
le  Halbmesser  OR  das  geomf^trisehe  Mittel  ist  Zivi- 
lehen Ewei  Abschnitten  QC  und  QC .  die  swiscben  dem 
tiüfarnnttspunlit  e  Q  und  den  Richtungen  zweier  an- 
ren  conjugirten  Duchmesser  liegen. 
Dieäs  mag  hinreichen,  um  eine  Vorstellung  davnn  zu  geben, 
le  anch  die  Cnten^cheidung  der  Ordnungspunkte  einer  invnluto- 
Khen  Reihe,  so  wie  überliaupt  die  Methode  der  neueren  Georae- 
lureh  den  Zug  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  das  scheinbar 
Qgleichartige  in  einer  hitheren  Einheit  vereinigt,  und  dadurch 
i  tiefere  Einsicht  in  die  GestaltsTerbJütnisse  der  Figuren  an- 
raf!  Es  mDge  nur  noch  vergiinut  sein,  fulgeiide  zwei  Sätze,  die 
feb  an  das  Vorausgehende  anschliessen,  in  der  Form  auszu- 
rechen, wie  sie  durch  die  Unterscheidunfi:  der  eigentlichen  und 
leigeut liehen  Durchmesser  dargettaten  werden. 

OssParallelogramm,  welcbesdurch  die  Endpunkte 
WBier  conjugirten    Üurchniesser    bestimmt    wird,    ist 
in    der   Hyperbel,    ivie    in    der    Ellipse,  eine  con- 
tj^Dte  Grosse. 

Die    Dilterenz    der     Quadrnte    zweier    «.'onjugirten 
[yperbeldurchmcsser  ist  eine  coiistante  Grösse. 

J)  Dieselben  Gründe,  durch  welche  nmn  veranlasst  war,  auf 
in  Richtungen  in  der  Ebene  einer  Curve  zweiter  Ordnung  theils 
^entliehe,  Iheils  uneigenttiche  Curvenpunkte  zu  unterscheiden, 
ichen  auch  die  Uuter:4cheiduug  von  eigentlichen  und  uneigent- 
ohen  Tangenten  wilnscheusweillt.  Die  in  einem  linsseren  Punkte 
tOfecgirenden  Tangenten  sind  die  zwei  Ordnungs strahlen  des 
(ToLuloriscben  Vielstrahla,  welcher  durch  die  in  demselben  con- 
)rgireiiden  und  cpnjugirten  Richtungen  gebildet  wird.  Ist  ein 
pskt  eil)  ioiieTcr,  su  keiäseii  die  zwei  Orduungsstrablen  der  ein- 
mmigen  Involution  seiner  conjugirten  Richtungen  uneigent- 
che  Tangenten  des  Kegelschnitts.  Dieser  Name  soll  auch  hier 
iphts  anderes  bes^eichnen,  als  diejenigen  zwei  in  einem  Punkte 
ttverglrendeii  Riehtungen,  welche  in  dem  Polarsystem  der  Curve 
«s^be  Bedeutung  haben,  wie  die  zwei  eigentlichen  Tangenten 
!  in  ihrem  (äusseren)  ConvergenKfiunkt  convergirenden  Rieh- 
I.  Dass  auch  die  uneigentlichen  Tangenten  dieselbe  Be- 
Bolnng  (lir  die  Curven  Iiaben,  wie  die  eigentlichen,  geht  eben- 
lUa  aus  g.  118.  meiner  Grundlinien  hervor,  indem  einer  jener 
rt  angeffihrlen  Sätze  jetzt  folgende  Gestalt  annimmt: 
Jede    Curve  zweiter    Ordnung  Ist    dnrcli    fünf  Tan- 
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Eotwickelunc  des  Bruches  i in  eine  Reihe 

°  1 /bcCOSiP 

von  der  Form  a+6cos2^-fccosl^-f  cfcosG^-l-^cosS^-f  etc, 

1 

hergeleitet  Ton  j 

Herrn  Professor  Dr.  J.  fh.  fVolfers  .H| 

in  Berlin« 


1^ 


Als  ich  mich  vor  einiger  Zeit  damit  beschäftigte »  deo  FificboK 
Inhalt  von  Zonen  unserer  Erde,  also  eines  durch  Umdrehung  eiiier 
Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphäroids«  zu  bestii»! 
men,  kam  es  darauf  an,  die  obige  Umformung  zum  Behuf  eiflief 
einfachem  Integration  und  dann  einer  leichtern  Rechnung  herzn- 
leiten.  Die  Form  der  CoefBcienten  a,  b,  c,  etc.  war  mir  b, 
einem  Aufsatze  gegeben  ^  nicht  aber  die  Art  ihrer  Herleitung ,  ni 
da  man  diese  Umformung  auch  wohl  in  andern  Fällen  zweckm 
finden  durfte;  so  will  ich  hier  zeigen,  wie  die  unten  folgeDdit 
Werthe  dieser  Coefficienten  sich  ergeben.  ' 


1 


In  Euler*8  Introductio  in   analysin  infinitorum  §•  218.  findi^ 
man,  dass  in  der  aus  dem  Bruche 


1  —  2pzcos  ip  ■\-ph^ 
hergeleiteten  recurrirenden  Reihe  das  allgemeine  Glied 

^6in(n  +  \)fp  +  Bsmnq> 


s\uq> 


.pn^ 
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ist.    Setzt  mao  nun  ^  =  1,  £=0  uod  J9  =  l,  sp  entspricht  deni 
Brache 

1 

^^  l-2zcosg)+2** 

in  der  aus  demselben  hergeleiteten  recurrirenden  Reihe  >  das  all- 
gemeioe  GBed 

'  S1D9 

N^eb  einem  bekannten  elemeDtaren  Satze  der  Algebra  ist  nun 

3)     ^^3^ =a«  +  a»-ij5+a«-*/S*  + +  ai3»-*  +  i3«, 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  offenbar  n  -|- 1 
ist  Wenn  nun  n-\-\  eine  gerade  Zahl  ist»  so  wird  kein  mit- 
telstes Glied  existiren,  sondern  es  werden  die  zwei  in  der  Mitte 
stehenden  Glieder  sein: 

n-fl      w— 1         n— 1      B-fl 

«1. 

ist  hingegen  n-f-1  ungerade»  so  existirt  ein  mittelstes  Glied, 
md  zwar  ist  dasselbe: 

n     n 
6)  a^.^. 

Rnn  ist  bekanntlich 

sin(w+l)9>  2V^^ 


sinqp  ^9"^^— e-y'T-i 


also  nach  3),  indem  man 

a=eyV^ 
und 

»«tzt: 
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sinqp  ' 

^  ^(n  -  a)y  V^i5 .  ^-«9  t^=i  ^ ^.  e5P  V^ .  e-(«-i)5PV^  +  e-«H»>V-i 

oder 

....  +  c-(»-*)5pV"^  +  c-*vV^ 

Addirt  man  nun  das  erste  und  letzte»  das  zweite  and  vorletzte, 
die  dritten  Glieder  von  vorn  und  von  hinten,  u.  s.  w. ;  so  wird 
offenbar 

e{n^i)9V^i  +  g-(«-i)yVzi  =2cos(n— 1)9, 
g(«-a)yirzi  ^  e-(«-«)5PV"^=2cos(n— 2)9, 

etc. 

und  man  kommt,  wenn  n-fl  gerade  ist,  nach  4)  zuletzt    auf  die  ^ 
beiden  Glieder 

8)  e9>V^  +  e-9^^ = 2cos9 , 
wogegen,  wenn  n-l-l  ungerade  ist,  das  mittelste  Glied  nach  5)  '\ 

9)  e^y^=l 
wird.    Nach  der  Gleichung  2)  erhalten  wir  demnach: 

für  n=0,  a=    .  ^  ==1, 

sin^ 

„   n=l,  &=7i^=2co89, 

siu3<p     r*      r..       , 

10)  {    "    "  =  2-  '^=liS^=2cos29,+  l, 

„   n  =:3,  <i=  — r— ^ =2cos39  +  2cos9 , 

„    n=4,  c=:  — 7— ^-=200849 +2cos29  + 1 , 

\  u.  s.  w. 

und,  indem  man  diese  Wertbe  substituirt,  ergiebt  sich: 


Woifirs:   Eniwieheltm9  des  Bruches  z ——  etc.        19S 

+  2«(2cos29+l) 

+  2?{2  cos  39  -f  2  cos  q>) 

-f  z«(2  COS  49 -f  2  COS  29 -I- 1) 

-f  2^(2  cos  59 -f  2  cos  39>  4-2  cos  ^)       t 

-f-2^2co669-f2cos49>-|-2cos2^-fl)-f-  u.  s.  w. 

Ordnet  mao  nun  aber  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nach  den 
Cosinussen  derselben  Winkel,  so  erhält  man: 

1 

1 — zzcosg)^*^'        ■       ■       ■       ■ 

+  2[1  |-«*+2*  +««+  etc.]2cos9 

+  2«[1 +i*+2*+2«+etc.]2cos2g) 

+  «3[1  +**+«*+«•+ etc.]2  cos  49 


etc. 


oder,  weil 


1  + 1«  +  «* + 2* + etc .  =  |-;^2 


ist: 

H) 


1  —  22CPS9>  +  2* 


J 


=  1 §[l-f2zcos9)v|-2z*cos29>-f  22'cos39-f  etc]. 


Die  Glieder  gehen  so  regelmässig  fort,  dass  das  allgemeine  Glied 
sich  von  selbst  ergiebt    Da  nun  unsere  Aufgabe  ist,  den  Bruch 


1  — fACOSy 

in  eine  ähnhliche  Reihe  zu  verwandeln,  so  setzen  wir 


1  — 22C0S9  +  Z*        ,,    .     «x/*  2« 

(1 + 2«)(i —- jqrji-  C0S9) 


und  80  aus  11): 
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12) 


1 


1  — 


2z 


rf?co».? 


l+z' 


=  I a[l + 2i  cos  9)  -|-  2z>cos29o  +  22^008  3^»  +  etc.]. 


Wenn  wir  nnn  endlieb 


2z 


setzen  y  so  folgen  hieMM  die  Wertbe: 

1— VTt;?  , .  ,_2(i-v  l-tt«) 


13) 


,     •    2VT^2fcVt=V)     i+z«        1      . 

1**    '  1—**     VI—»* 


mittelst' deten  ivit^  aus  12)  erhalten: 
1 


14) 


1       „  .qI-^I-m'  . 

[1  +  2 ■ —  cos  (p 


+  2f ^— A^J  cosS^;  +^r ^J  cos  39  +  e( 

und  wenn  wir  in  14)  *— fi  statt  fi  setzen,  sogleich: 


18) 


1 


=-: =     ,         r  -ffl  -"»- 


'l-VT^u« 


cosqv 


l--Vi--it«\» 


+  2(l^:^;i^7eos2^-2(i=^ 


.^•:;it':. 
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Elementarer  Beweis  der  Formeln  von  Simpson  und 
Bradley  zur  Bestimmung  der  astronomischea  Kefrac- 
tion  und  der  Formel  für  die  terrestrische  Refiraction. 


«lein   Herausgeber. 


rb  e  I 


1  n  g. 


Bei   der  groseeu  Ausbildung   und   tief  gehenden  Bebau  d In ni;, 
welche  in  neuerer  Zelt  der  Tbeotie  der  aslrononi lachen  Refracfion 
buptsäcbUch   durcb    Laplace  und   Bessel  zu  Tbeil  geworden 
ist,  haben  Treilicb  die  berühmlenUerractionsformeln  von  Thomas 
Simpson  und  Brndley  nicht  vi«l  mehr  als  b igto riechen  VVertb- 
InileaB  empt'eblen  sich  diese  Formeln,  vorzüglich  die  erstere,  »ehr 
äanh  die    EinTachheit    und   Elegane   ihrer   Form,    und  gewähreD 
auch  bis  zu  Zenithdistanzen  von  etwa  85"  oder  Hüben  von  Steine 
Srosse  Genauigkeit     Wegen  ihrer  Kinfachbeit  sind  dieselben  vor- 
'Ifilicb    auch    geeignet    für    astronomische   und    nautische    Vorle- 
sungen   von    mehr    elementarer    Natur,     in     denen     nicht    immer 
binrcichende  Zeil  geboten  sein   nird  zur  vollständigen  Entwicke- 
'""g  der  zuerst  genannten   tiefer  gehenden    Kefractionstbeorieen. 
^'>dlich  setzen  auch  die   Formeln    von  Simpson  und  Bradley 
">"'    die  allerersten  und   allereinrachsteu  Grundgesetze  der  Brech- 
^"S     des    Lichts    voraus^    ivelohe   sich   in    jedem   physikaüiichen 
''^«irbucbe  finden  und  sehr    leicht  durch  ehifache  Versuche  erläu- 
ft   irerden  küniien.     Zum  Behufe  astronomischer  und  nautischer 
•^«■tesungen  scheint   mir  daher  ein   strenger  elementarer  Beweis 
^V*     genannten    merknürdigen   Formeln  sehr   wünscbenskvertb    zu 
'***.    Eine  solche  elementare  Entivickelung  Gndet  man  zwar  in 


ä 
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der  Astronomie  von  J.  G.  F.  Bohnenlierger.  Tübingen 
1811.  S.  26.,  die  auch  in  das  in  vielen  Beziehungen  ausgezeich- 
nete Randbuch  der  Schifffahrts-Kunde  von  C.  Rfimker. 
Fünfte  Auflage.  Hamburg.  1850.  S.  165.  aufgenommen  wor- 
den ist;  andere  elementare  Beweise  sind  mir  nicht  bekannt,  leb 
musB  aber  gestehen,  dass  mir  dieser  Bohnenberger'sche  Beweis 
nie  sehr  zugesagt  hat  und  ieh  von  demselben  daher  auch  hei  i: 
neu  Vorlesungen  nie  Gehrauch  gemacht  habe;  jedenfalls  leidet 
derselbe  an  mancher  Unklarheit  und  Unijenauigkeit;  und  ausser- 
dem bringt  Bohnenberger  dabei  den  Ausdruck  des  Brechungs- 
verhälfnisses  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft  durch  deren  Dich- 
tigkeit (Vi +  /(/>)  in  Annendung,  dessen  mau  in  der  That  bei 
diesem  Beweise  gar  nicht  bedarf.  Ich  werde  daher  im  Folgeoden 
einen  nach  Ufter  wiederholten  Versuchen  von  mir  gefundenen  ele- 
mentaren Beweis  der  beiden  genannten  Formeln  iniltheile»,  bei 
dem  ich  zugleich  die  Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  [thysikali- 
sehen  Principien  auf  ihr  Minimum  zu  reduciren  gesucht  habe. 
So  wie  im  Interesse  astronomischer  und  nautischer  Vorlesungen 
habe  ich  aber  auch  im  Interesse  geodätischer  Vorlesungen  die 
Entwickelung  der  bekannten  Berechnungsmethode  der  terrestri- 
schen Kefraction  angeschlossen,  da  es  wenigstens  mir  bei  sol- 
chen Vorlesungen  immer  höchst  unangenehm  gewesen  ist,  wenn 
ich,  wie  dies  auch  fast  in  allen  Lehrbüchern  der  Geodäsie,  selbst 
in  den  grosseren,  geschieht,  den  betreffenden  fSatz  ohne  scharfe 
Begründung  bloss  historisch  anzuführen  genüthigt  gewesen  bin; 
und  sind  andere,  nach  wahrer  Gründlichkeit  strebende  Lehrer  der 
Geodäsie,  so  wie  der  Astronomie  und  fjantik,  mit  mir  etwa  in 
gleichem  Falle  gewesen,  so  wird  denselben,  wie  ich  wünsche, 
durch  die  folgenden  Zeilen  vielleicht  ein  kleiner  Dienst  geleistet 
werden. 


Gs  ist  ein  aus  den  ersten  Elementen  der  Lehre  vom  Lichte 
allgemein  bekanntes  Gesetz,  dass  ein  Lichtstrahl,  welcher  aas 
einem  durchsichtigen  Körper  in  einen  anderen  durchsichtigen  Kör- 
per von  verschiedener  Dichtigkeit  übergeht,  hei  dem  Uebergange 
aus  dem  einen  Körper  in  den  anderen  von  seinem  ursprünglichen 
geradlinigen  Wege  abgelenkt  wird,  und  zwar  in  dem  dichteren 
Körper  sich  mehr  nach  dem  Finfallslolhe  hin  neigt,  in  dem  we- 
niger dichten  Körper  sich  mehr  von  dem  Einfallstotbe  entfernt, 
so  dass  also  der  in  dem  dichteren  Kürper  liegende  Theil  des 
Eitifallsloths  immer   innerhalb  des  von  dem   einfallenden  und  -i 
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übgelenkteD  Strahle,  welchen  letzteren  man  auch  den  gehrocheaen 
Strahl  zu  nennen  pflegt,  eingeschlossenen,  zwei  rechte  Winkel 
nicht  ii  berat  ei  [TenHen  Winkels  liegt.  Nach  dem  Mariotte  sehen 
Geeetee,  n«lches  wir  hier  aus  der  Physik  als  bekannt  voraus- 
setzen, nach  dem  n.'imlich  unter  Voraussetzung  einer  gleichen 
Temperatur  die  Dichtigkeit  der  Luft  immer  dem  Drucke,  unter 
irelchem  sie  steht,  proportional  ist,  kann  nun  offenbar  die  Dich- 
figkeit  der  Luft  eine  gleichltirmiße  nicht  sein,  sondern  dieselbe 
niQSs  desto  mehr  abnehmen,  je  mehr  mau  sieb  in  der  Atmosphäre 
erhebt,  was  bekanntlich  auch  die  Erfahrung  Tollkommen  bestätigt. 
Denkt  man  sich  jetzt  die  Atmosphäre  in  mit  der  sphärischen  Erd- 
oberDäcbe  conccntrische  Schichte»  von  gleicher,  aber  so  kleiner 
Hnbe  getheill.  daes  wir  far's  Erste  die  Luft  in  jeder  Schicht  mit 
binr eichender  Annäherung  als  gleichlormig  dit^ht  unnefanien  kön- 
nen, so  n-trd  ein  durch  die  Atmosphäre  sich  bewegender  Ltcbt- 
Bttahl  bei  dem  Uebergunge  aus  jeder  Schicht  in  die  nächstfolgende 
eiDe  Ablenkung  von  seinem  geradlinigen  Wege  in  der  vorherge- 
lieaden  Schicht,  eine  sogenannte  Brechung,  erleiden,  und  kann  sich 
also  in  der  Atmosphäre  nicht  nach  einer  geraden  Linie  bewegen, 
sondern  nird  vielmehr  immer  eine  gebrochene  Linie  beschreiben, 
»eiche  nothivendig  ihre  concave  Seite  der  Erde  xukebren  rouss, 
neil  die  Dichtigkeit  der  Schichten  von  oben  nach  unten  hin  zu- 
nimmt  und  in  dem  dichteren  Körper  der  Lichtstrahl  nach  dem  Ein- 
fallslotlie  hin  gelenkt  wird  oder,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  weil 
der  in  dem  dichteren  Kiirper  liegende  Theil  des  Einfallslolbs  immer 
innerhalb  des  von  dem  einfallenden  und  dem  gebrochenen  Strahle  ein- 
geschlossenen concöven  Winkels  liegt.  In  der  Natur  selbst  findet  aber 
nicht  eine  solche  schlcbtenweise  Abnahme  der  Dichtigkeit  der 
Lud  In  der  Atmosphäre,  wenn  man  in  derselben  steigt.  Statt, 
«ie  wir  vorher  angenommen  haben,  sondern  die  Dichtigkeit  der 
Luft  muss  in  der  Atmosphäre  stelig  nach  oben  bin  abnehmen, 
and  die  Linie,  welche  ein  durch  die  Atmosphäre  gehender  Licht- 
strahl beschreibt,  kann  also  auch  keine  gebrochene,  sondern  muss 
Welmehr  eine  stetig  gekrümmte  Linie  sein,  deren  concave  Seile 
itt  Erde  zugekehrt  ist.  Trifft  nun  ein  solcher  krummliniger  Strahl 
«las  Auge  des  Beobachters,  so  wird  derselbe  den  Punkt,  von 
Welchem  der  Strahl  ausging,  immer  nach  der  Richtung  der  gera- 
ilen  Linie  erblicken,  welche  die  den  Strahl  darstellende  Curve  im 
Ange  des  Beobachters  berührt,  und  denkt  man  sich  zwischen  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  und  dem  Auge  des  Beobachters  eine 
gerade  Linie  gezogen,  eo  wird  augenblicklich  erhellen,  dass  der 
HDhenninkel,  unter  welchem  der  Beobachter  diesen  Punkt  cr- 
lilickt,  jederzeit  grösser  als  der  wirkliche  Uöhenwinkel  ist,  weil 
nSmlich  die  Curve,    welche  der  Lichtstrahl  beschreibt,    ihre  con 
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tave  Seite  nach  der  Erde  hin  kehrt,  nbripeüs  aber  nach  den  tte- 
kannten  Gesetzen  der  Brechung  der  strahlen  sich  fortwahrend  in 
der  durch  den  leuchtenden  Punkt  and  das  Auge  des  Beobachters 
gelegten  vertikalen,  also  zugleich  durch  den  Miltelpunkt  der  Erde 
gehenden  Ebene  beivegt.  Man  sieht  also,  dass  die  Höben  der 
Gestirne  durch  die  sogenannte  atmosphärische  Strahlenbrechung 
oder  Refraction,  mit  der  n'tr  es  hier  zn  thun  haben,  wesentlich 
alterirt  werden  müssen,  weil  wir  wegen  der  ReCraction  alle  Ge- 
filime  in  einer  ihre  wirkliche  Rühe  übersteigenden  Hübe  erblicken, 
wo  wir  unter  wirklicher  Hiihe  die  Hübe  verstehen,  in  welcher  wir 
die  Gestirne  ohne  die  Refraction  erblicken  worden,  die  also  jeder- 
zeit der  zwischen  dem  Auge  des  Beobachters  und  dem  Gestirne 
gezogenen  geraden  Linie  entspricht.  Unter  der  Strahlenbre- 
chung oder  Refraction  selbst  versteht  man  den  von  dieser 
geraden  Linie  mit  der  an  den  krummlinigen  Lichtstrahl  Im  Auge 
des  Beobachters  gezogenen  Berührenden  eingeschlossenen  Win- 
kel, um  weichen  also  alle  gemessenen  oder  beobachteten  Hüben 
vermindert  werden  müssen ,  um  die  wahren  Hoben  eu  erhalten. 
Eben  so  wie  hiernach  die  Rerraction  die  Höhen  vergriiseert,  ver- 
mindert sie  in  gleichem  Maasse  die  entsprechenden  ZenitbdlstaiH 
zen,  so  dass  also  zu  den  gemessenen  oder  beobachteten  Zenltb' 
distanzen  jederzeit  die  Rel'raution  addirt  werden  rausa,  um  die 
wahren  Zenitlidistanzen  zn  erhalten. 

Man  sieht  hieraus,  wie  wichtig  die  Theorie  der  Refraction, 
nach  welcher  man  in  allen  Fällen  die  Grösse  der  Refraction  be- 
stifflinen  kann,  für  alle  asiroiiomischen  Beobachtungen  ist.  Die 
vollständige  Entwickelung  dieser  Theorie  ist  aber  sehr  schwierig 
und  setzt  sehr  lief  gehende  mathematische  Kenntnisse  voraus. 
Indess  giebt  es  zwei  von  den  berühmten  englischen  Mathematikern 
Simpson  und  Brad  ley  gefundene  Refractionsformeln,  welche 
sowohl  wegen  ihrer  sehr  eleganten  Form  merkwürdig,  als  auch 
deshalb  wichtig  und  bemerkenswerth  sind,  weil  sie  vermittelst 
des  geringsten  Maasses  physibahscher  Principien  einer  ganz  ele- 
nentaren  mathematischen  Entwickelung  fithig  und  daher  auch  zn 
dem  Gebrauche  bei  astrono mischen  und  nautischen  Vorlesungen 
sehr  geeignet  sind.  Für  diese  Formeln  einen  strengen  elementa- 
ren Beweis  zu  geben,  ist  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Ab- 
handlung, wodurch  ich  haupteächlich  astronomischen  und  nauti- 
schen Vorlesungen  zu  dienen  beabsichtige;  weil  aber  auch  die 
terrestrische  Refraction  für  die  Geodäsie  von  grosser  Wichtigk^t 
ist,  ßberdies  dieselbe  in  der  Nautik  bei  der  Berechnung  der  Kimm- 
tiele  oder  Kimmung  in  Ainveodung  kommt,  so  werde  ich  haupt- 
sächlich im  Interesse  geodätischer  und  nautischer  Vorlesungen  auch 
eine    elementare   Entwickelung    der    terrestrischen    Refraction    an- 
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schliessen,  um  so  mehr,  weil  mir  nicht  bekannt  ist 5  dass  man  eine 
solche  elementare  Entwicicelang  in  genügender  Weise  schon  besässe. 


Wir  müssen  bei  der  Theorie  der  Refraction  nothwendig  von 
einigen  Erfahrungssätzen  Ober  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  Qxm- 
geben  9  deren  Begründung  durch  Versuche  der  Physik  überlassen 
bleiben  muss.  Die^  Erfahrungssätze ,  deren  Zahl  wir  hier  auf 
ihr  kleinstes  Alaass  beschränken  werden»  sind  die  folgenden: 

I. 

Für  jede  zwei  brechende  Körper  ist  das  Verhältniss  ies  Si* 
nns  des  Einfallswinkels  und  des  Sinus  des  Brechungswinkels  zu 
einander  constant,  und  dieses  Verhältniss  erhält  seinen  reeiproken 
Werth,   wenn  man  die   beiden  Körper  mit  einander  verwechselt« 

Den  hiernach  für  dieselben  zwei  Körper  constanten  Bruch, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Sinus  des  Einfallswinkels 
durch  den  Sinus  des  Brechungswinkels  dividirt,  nennt  man  den 
Brechungsexponenten. 

Auch  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  der  Brechungsexponent 
immer  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der 
Stralif  bns  einem  dünneren  in  einen  dichteren,  oder  ans  einem  dich- 
teren in  einen  dünneren  Körper  übergeht.  Im  ersten  Falle  ist  also 
jederzeit  der  Einfallswinkel  grösser  als  der  Brechungswinkel,  im 
zweiten  Falle  ist  dagegen  der  Einfallswinkel  immer  kleiner  als  der 
Brechungswinkel. 

II.        ^ 

Wenn  für  die  beiden  brechenden  Körper  A  ux\d  B  der  Brechungs- 
exponent »I,  für  die  beiden  brechenden  Körper  A  und  C  .der 
Brechungsexponent  n  ist,   so  ist  für  die  beiden  brechenden  Kör- 

per  B  und  C  jederzeit  —  der  Brechungsexponent. 

Namentlich  ist  dieser  Satz  auch  für  den  Fall,  wo  A  der  leere 
Raum  ist  und  B  und  C  beliebige  Luftarten  oder  Gasarten  sind, 
durch  viele  Versuche  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

Diese  wenigen  Erfahruogssätze  .werden  hinreichen,  die  Theo- 
rie der  Refraction,  so  weit  wir  dies  hier  beabsichtigen,  zu  ent- 
wickeln. 
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$.  3. 


Der  Mittelpunkt  der  Erde»  welche  wir  als  eine  Kugel  betrach- 
ten, «rei  C.  (Taf.  IL  Fig.  5.)  Die  Atmosphäre  der  Erde  denken 
wir  uns  in  n  mit  der  Erdoberfläche  concentrische  Schichten  von 
gleicher  Höhe  getheilt,  und  nehmen  ffir's  Erste  die  Luft  in  jeder 
dieser  Schichten,  welche  von  oben  nach  unten  die 

Iste,  2te,  3te,  4te,  ....  nte 

Schicht  genannt  werden  sollen,  als  gleichförmig  dicht  an.  Die 
Brechungsexponenten  fär  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  der 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten,  ....  nten 

Schicht  seien  beziehungsweise 

HQf   IC\f  k^t   K^9  '^t^y  •••.   A^*-2* 

Trifft  nun  ein  von  einem  Sterne  S  ausgehender  Lichtstrahl  SA^ 
die  Atmosphäre  in  A^y  so  wird  er  nach  und  nach  in  der 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten5  ••••  ^tten 

Schicht  beziehungsweise  nach 

AqAi9  AiA^f   ^2*^8»  A^A^t  .•«.  An^\An 

gebrochen  und  trifft  an  der  Erdoberfläche  in  An  das  Auge  des 
Beobachters.    Ziehen  wir  die  Linien 

X^Aq  ,      tyAl  ,      C/2X2 ,      C/ijlj  ,    .  •  •  .     C/.2lf|—|  y 

80  sind  diese  Linien  als  die  Einfallslothe  in  den  Punkten 

Aq»  Alf  Ag^,  A^f  ••••  An—i 

zu  betrachten,  und  die  über  An  hinaus  verlängerte  Linie  CAn, 
ein  Radius  der  Erde,  ist  die  Vertikale  des  Beobachters  in  An- 
Bezeichnen  wir  nun  in  den  Punkten 

Aqs  Aj  ,  A^f  <"8»  ••••  An—i 
die  Einfallswinkel  durch 

^0»  ^1*  *4»  *3>  ••••  ^n— 1 

und  die  entsprechenden  Brechungswinkel  durch 

?o>  h»  }%»  h»  •'••  l«-i 5 
so  ist  nach  den  Erfahruugssätzen  $.  2.  I.  IL: 


der  FtnulH  tum  Stmpttm  Mmi  BrmUep  etc. 


aoi 


_  .  * 


T 


\'\ 


,-\, 


•ijl. 


filBfo 

T   * 

1 

«iah " 

sinza 
sioj. 

ain%     Als 

.  u.  s. 

• 

W. 

SlD^^l 

_*-! 

sin  Jji_i      kn- 


Mnltiplicirt  man  alle  diese  GleicfaungeD  in  einander  und  hebt 
auf  der  rechten  Seite  anf ,  was  sich  aufheben  iSsst,  so  erhält  man 
Ab  GlelohHng«: 

sin  Zq  sm  Zi  sin  z^  sin  z^ ....  sinzn-i , 

sin  foiSin  ^  ain  ^  sin  fs ....  sin  ^i ""  ^""^  * 


•  wir  imn':  noch /den  von  «lein  Strahle  ^it^ijlü  mit  der 
Vettika]e*>deti  jBebbaditiiDgsorts  An  eingeschlossenen  spitsen  Win» 
ktol  imltdk^iXui  :k6  liabeh  i^irin  den  Dreiecken 

r    .;-."'.    »fffoV-^l»  Av'^Ä».  -^aC^s«  yi8,C44,  ..«•^n^^C^a 

ttftcb'ietneik  bekannten  Satte  der  ebenen  Trigonometrie  offenbar 
dbfblglhiden^Prbportionen:  'i  - 

'f/r    :.Mw.    .,.■,,..;•  .»iflli:ßin2!a—C4a:C4i,-. 
.1^1).  .'iif  :.■  .  •  «iBhi:sin28  =  C^s:C!^j^ 

sin;3:sin'ir4==Cl^4:C^3y    ' 

^,:.r\'  '.  ■  ■    '  H*  -S.  W.  ■:':     . 

,       .     .  .,    fiin^^i:8inzn'=CAn:CAn'-t; 

ans  denen  durch  i^nsammensetanng  auf  der  Stelte  die  Proportion 

o^  diä' Gl^cliiing 

;,,..   I .,),.:.  ;sinj3;i.siniasin23siiig^  .  j>ViSi9a;B__C4, 

erhalten  wird.noi^^iis.de/r  y^rgl^ichfipg  A^r^ beiden  Gleichungen 
Theil  XXI.  14 


f^CAniCAo 


..'.     "n'.:'' 


^m 


Elementarer  Be»efi~ 


sinjosiuhsiofisin!,... 

sini»-. 

sini,  Sin  Vi  Sinti  sini» 

..  einio 

sinJüBinji8i'i?a«ini,- 

Bin;,_i 

smiiSim^srnt^Bim^.. 

smi„., 

6iah8\Ti}is\ahBaih  ... 

siuj,-i 

siniieiniaBinigsini,., 

sin  In-, 

81U  }o  sin  j,  sinja  ein  Ja  ....«in  j—i      eh 

mit  einander  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

^2_j^ 1_    C£o 

sinio~sinin'  CAn 

oder,  wenn  wir  den  Halbmesser  der  Erde  CA*=^R  Bfltzen,  i 
Höhe  der  Atmosphäre  durch  H  bezeichnen,  also  CA^-=R-^H  »eti/t 

k„-i  ß  sin  i„  =  (ß  +  ö)  sin  »0. 

Lassen  wir  nun ,  um  xa  dem  in  der  Natur  wirklich  >Statt  fin^ 
den  Falle  einer  stetigen  Veränderung  der  Dichtigkeit  der  Lvfti 
der  Atmosphäre  übersmgehen,  die  Anzahl  dergieich  hohen  S«hü| 
ten,  in  welche  wir  die  Atmosphäre  getheilt  haben,  nämlich  ^ 
Zahl  n,  in's  Unendliche  wachsen,  so  nähert  kn-\  sich  offeah 
dem  brechiHigsexponenten  für  den  leeren  Raum  und  die  Liin<j 
der  Erdoberfläche,  welchen  wir  durch  K  bezeichnen  tvoUen,  1 
seiner  Gränze,  und  r»  nähert  sich  augenscheinlich  der  scheint 
ren,  d.  h.  von  der  RefractioD  afücirten  Zenithdislanz  des  Ste^ 
.S  in  dem  Beobachtuiigsorte  auf  der  Erdoberfläche,  welche  « 
durch  Z  bezeichnen  wollen,  als  seiner  Grunze.  Gehen  wir  u 
zu  der  Granzgleichung  der  Gleichung 

*„_,  R  sin  In  =  (fl  H-  ff)  sin  n, 

liir  in's  Unendliche  nachsende  n  über,  so  erbalten  wir  in  di 
vorher  «ingefuhrten  Bezeichnungen  die  Gleichung: 

J^ßsinZ:t=(ß-|-ff)sinid- 
Ist  jetzt  {Taf.ü.  Fig.  6.)  4>^„  der  krummlinige  Strahl,  AJ 
die  in  A«  an  denselben  gezogene  Berührende,  O  deren  Oucqj 
Echnittspankt  mit  der  über  Ao  hinaus  verlängerten  Linie  SA^ 
eo  ist,  wenn  wir  den  Winkel  Af,CA^  durch  C,  den  Winkel  SOI 
durch  O  bezeichnen,  in  dem  Vierecke  A^CAnO  «ffenbar : 

lo  +  C+aSO»— Z)  +  (180»~  O)=:360«, 


der  FöimtiH  vm  Sim^tM  unH  »rmdlep  elc. 


Der  Winkel  SAmBn  ist,  wie  wir  aas  $.  1.  wissen,  die  Refraction 
eder  die  Strahlenbrechung,  und  bezeichnen  wir  dieselbe  also  darch 
r,  den  Winkel  AqSAu  an  dem  Sterne  S  aber  darch  S;  so  ist  in 
dem  Dreiecke  SOAu  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 

Wegen  der  gegen  die  Dimensionen  der  Erde  and  ihrer  Atmosphäre 

nngeheoer  grMseh  finlfeniiiog  der  Grestime  von  dem  Mittelp«mkte 

der  Erde  kann  man  aber  den  Winkel  S  ohne  merklichen  Fehler 

;  ab  ▼erachwindend    betrachten  und  in   der   vorhergehenden  Glei- 

chimg  vernachlässigen,  wodarch  man  die  Gleichung 

2o=Z+r— C  • 

:  «rhllt,  welehes,  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

jSTß  sin  Z  ==  (ß  4- J7)  sin  2o 

giriaM^-irä  ^  Crleidrang 

ÄÄsin  Z  =  (fi  +  JST)  sin  (Z+r- C) 

ahft 

In  dieser  Gleichung  ist  Aeine  constante  Grusae,  umd,  so  lange 
die  Temperatur   der  Luft  in  der  Atmosphäre  sich  nicht  ändert, 
ahd  auch  K  und  H  constante  Grössen.    So  lange  also  die  Tem 
perator  der  Luft  in  der  Atmesphäre  sich  niefat  ändert,  ist 

KR 
R  +  H 

dne  constante  GrSsse,  die  wir  durch  A  bezeichnen,  also 

.■.;".       ■..•'■'  ,i  '»ii       ....■• 

.  ■•    'i.     .  .  -        KR  ■ 


A  = 


B  +  H 

wtaen  woDbd»   Sann  wjrd  die  obige  Gleicbong: 
u*».  ^::;  .       ^sinZ=»in(Z+r— O- 

Betraditen  wir  nun  wie  oben  wieder  den  Lichtstrahl  als  eine 
gebiocbwit.liide»  40  wollen  wir  in  Taf.  IL  Fig.  7.  einmal  Oberhaupt 
mi  auf  «Inaftder  folgende  geradlinige  Tbeile  ilp-^^v  upd  A^f\x 

14» 
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desselben  5  die  in  dem  Punkte  Ap  mit  einander  znsammenstosMlit 
in's  Auge  fassen.  Dann  ist  in  ?dw  m.  Obigen  eingefahrten  Be- 
zeichnung: 

.;:   ... ,  i  ril»  -r     'Sin|>~/>t*if      ■    .i    *.   .  :i>  •...;'  .    :. 

In  dem  Dreiecke  ApCAp^i  ist  aber 

sin  ip :  sin  tp^i  =  C^p-f-i :  CAp 
oder  ^^'  '■•  ■■      ^^''    •■     ■^'''''^'■'•-    '■^'''' 

SinXn-l-i  KyAn. ....  .  ,  . 

VerU^f^man  diese  GleieimngiiÄit  ^erioMgciii  fileirh|ing<:"i'i'  ^x" 
,  ■   sinz»        kn  -  I 


I  » 


.sinfp      Ä«— 1  ,  ,* 

durch  Multiplication,  so  er|iält  man  .die  Gleichnng 

.  sin  Zp  .      kp     CApx.% ..  ... 

sinzp4.i      Äp-i     CAp 

Bezeichnen  wir  aber  den  von* ApAp^i' mit  aei  Verlängemog  rem 
Ap^i  Ap  über  den  Punkt  Ap  hinaus  an  diefIfbi'Pmkte  eingeiNAh^t  f 
senen  Winkel  durch  wp  und  den  Winkel  AnCAp-{-i  durch  Cp,  se 
ist  offenbar  ■      ^     '   "'  '       ^ 


:<iii 


oder  ,    V 

■  ■  • 

sin  (zp+  Cp^T^  fOfl)  ■.  T   A|i— 1 .  CAp 
sinzp  kp.CAp^i 

Weon  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Einheit  adciiif 
und  subtrahirt  und  dann  dividf^t^  so_  ^ rhält  man  die  Gleichung 

sin  (zp  +  Cp  —  Wp)  +  sin  zp  _  kp-.i .  CAp + kp .  CAp^j^ 

oder  nach  einer  bekanAten  Zetlegnng 'der  Summe  und  Diffeiens 
zweier  Sinui^se;      ,  ,.  .  :  , .  ^      .  n 


der  FamiM  wm^mmpwa  und  ^Mdfä»  eu.  905 


Femer  ist  nach  deät  OVIgen  '    -^ 

sinf^'^  sin  {%p — wp) "~  A^-i 

Mer-'  ••/    .  '\j:-.u- -..ii»    .-...vjr    ■•   -  !:;   '    -•  •  :  =1 


>  II 1  j ) 


«    *     ■     •     ■  ■■  :.  •       .     1  -v  ;  -     I  •  ■  ■     k."     ■ 


i  . 


.r         .»■■ 


sm  2p  A|» 


* 


imd  folglich  aaf  ähnliche  Art  yvi%  vorher : 

sio  {zp  —  Wp)  ^BiVkZp kp-i  -\-kp 

cos  (2p — 4wp)  sin  \wp      kp  —  kp—i 
oder         ■  1  ■■    '    ■  "^  »  '•    " . .  I  ..  .  .      .^ 

'"   ^falngilzp— jwp) '^ i^  +  ^p-i 

r.-.«iliJ   .;X   (;'.:*;    ,..,\  i.'o  rtapg:i|t^"    .-     kpn^.kf^i.'.. 

Ans  den.,  beiden  Gleichungen 

11'^^ tibi  ;■  ;      :  :  l .  ,  :        .:,**■        js,^  '  f  11  . .  |      1  »  , .        '*■.-.  -.         j   •    ;    ,  ,  . 

:i-:M  '■  i.     ''.tuiigl^^Cp**rfJbp)  yi'^iip^im'€lApf^kp.CAp^/ 

tang  (zp  —  iwp) kp  +  Äp—i 

tang  iwp    • :      A:p — ^^1 

eihSlt  man  durch  Division  die  Gleichung 

..-f      -.rl.  ..   tang{zp4V(fi-»yy)|^       tang^tTp^     .     ..     

tang  (Zp  —  JtTp)         tangi(Cp— Wp) 

kp — A^> — Y  ^—i  •  f^Ap  -f-  Alp  •  Gif  p-f-i 

i^p~i .  CJp  —  ^p « C^p-fi .       ..      Äp4-A:p— 1 

irelche  Gleichung  man  auch  au^, folgende  Art  aui^drücken  kann: 

.■•4:»:' .'i'il'.y  i'.'A.r,    ''■'.      j     ..;J8tn:i»gp  ■        •  .J-  ,  ;■  ;..-'j'/ 

tangta^+i(Q»— Wp))  iWp cos j(Cp — wp)       wp 

tang  (^ — hvp)      ^  sinKt/p— Wp)-  """^      cos  Iwp       '  Cp-^top 

\{Cp-^wp)  '  •  '        \  « 

kp'^kp-^i  .  .A^^i .  flL4|^4-  kp .  CAp^Yi 

Liassen  wir  nun  ti  in's  Unendliche  wachse^^ii^Hö  .aShemi^cb 
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ißp  und  Cp,  also  auch  wp  und  Cp— cop  offenbar  der  Null  eli 
Gränze.    Also  nähern  offenbar  die  BrOche 

sin^wp     sjuktCCp — tOp)  . 
JfTp    '       i(Qi'--wp)     . 

sich  sämmtlich  der  Einheit  als  Gränze»  und  die  Gränze»  welcbtt 
die  Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obig« 
Gleichung  sich  nähert,  ist  folglich  einerlei  mit  der  Gränze»  wd- 
cher  der  Bruch 


^ 


p 


i:  ■' 


sich  nähert.    Da  nun  abiHr  we^en   der   ob^Mr  Gleichung 
Gränze  einerlei  ist  nait  der  Gränze»  welcher  unjter  der  gemachlM; 
Voraussetzung 


kp^kp^i Ap-i .  CAp+kp.  CAp^i 

kp-i .  CAp  —  kp .  CAp-{^i '  kp  -j-ß^p^i 


-ttM) 


sich  nähert,  und  da  dicüie  letztere  GrSn2e,'lveil  kp^-i  und  i^  bioii| 
von  den  entsprechenden  Dichtigkeiten  der  Liift^  diese  Dicbligl^ 
ten  aber  bei  derselben  Temperatur  nur  von  den  Entferniingai 
CAp^i  und  CAp  von  dem  Mittelpunkte' der  Erder  abhängen,  ele» 
bar  bloss  von  der  Entfernnng  CAp  von  demMittelpwikte  derEiii 
abhängen  kann,  so  hängt,  auch  die  Gränze,  welcher  der  Brach 

Wp 


Cp —  Wp 


sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  bloss  von  der  Ert* 
fernung  CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ab,*  so  dass  alse^ 
wenn  wir 

<Pp      _  ^  f 
Cp--wp  "*'' 

••  •  T  ■ 

setzen,  fp  eine  bloss  von  CAp  abhähgönde  Grosse  bt 

Setzen  wir  nun  in  der  sich  hieraus  ergebenden  Gleichung 

.    ^  wp=/p(Cp— «?p) 

für  p  nach  und  nach 

0,  1,  2,3,  4,....  n^l; 

so  erhalten  wir,  woUi'taf.  II.  Fig.  8.  zu  Vergleicketl^ist,  die  fol- 
genden Eichungen: 


■  Ar.: 


.\ 


»>-»-   ->    <  iW 


t--- 


der  Fotmeiß  tM  SimßBm  umi  Mrmlkp  etc.  Uff 


•  •  ■  ■    ■         I 


O.    8.  W, 


WO  die  Grossen 

fo9  fi»  f^f  /»*  •—A-i 
MspeeUTe  bloss  von 

abUbigen.  Weil  aber  die  H5he  der  Atmosphäre  Im  Verhältnlss 
sa  dem  Halbmesser  der  Erde ,  welchen  wir  ans  als  Längeneinheit 
aBgen<HiimeD  denken  können,  sehr  klein  ist,  so  sind  die  Differen- 
sen  der  Grössen 

f^^MQf     \jjM\f     Vx2T2,     v/i/fs,  ••••   V/27|t— I 

fan  VwhAltniss  zu  dem  Halbmesser  der  Erde  sehr  klein,  also  diese 
Grlissen  sehr  wenig  von  einander  verschieden,  and  es  können  da- 
kftrjimdi  die  Grössen . 

/0>  fl9  f^9  fz9  ••••  A-1 

MT  sehr  wenig  anter  einander  verschieden  sein.  Deshalb  wird 
m  verstattet  sein,  sich  für  jede  dieser  Grössen  näherungsweise 
dis  arithmetische  Mittel  zwischen  allen,  n  natürlich  anendlich 
gross  angenommen,  gesetzt  zu  denken,  was,  wenn  wir  dieses 
aipthiieti«Qhe  Mittel  dureh  /bezeicho^,  wo  /"eine  von  der  scbein- 
bareo  Zei|ithdistaa0  ^.  nicht  abhängende  und  insofern  also  con- 
4Mite,  Grösse  ist,    n^h  dem  Qbigen  ^a  den  folgenden  Gleichan- 

■  ■     ■  r  .  ■  .        •  •         • 

Wo=MM)— «^)> 

n.  S;  w. 
W»i— 1  =*/ (Gl— 1  "^V^n—i)» 

Addirt  man  diese  Gleichungen  zusammen,    s<y  erhält  man,   weil 
ofenbar 

C=3  Ci>+  Ci  +  C»  +  Ca  +••••  +  Gi^i 
and»  wie»  mit  Rflcksicht  darauf,  dass  wir  (Taf.H.  Fig.  6.)  den  Winkel 
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A^SAm  d.  h.  Sy  als  verschwindend;  dife  LfadeD  SAq  und  SÄn  i 
ander  parallel  angenomitudp  bali^)i^,yso  dass  folglich  die  S 
brechung  r=^iSiini?M=:^iSQj9ii  jst».^ine  einfache  geom 
Betrachtung  sogleich  lehrt» 

ist ,  die  Gleichung  .  <  . . 

also 


setzen,    wo  B  eine  Ton   der ;> scheinbaren  Zenitbdistanz 
abhängende  und  insofern  also  constante  Grösse  ist»  die  G 

.'■'':'■''     \:  ..■■■■,..  •';."••■         I '?  >i  ■  "  :..'».  '.<.'•■.■'•.     t     •  i 

■  i  \".  :Ct*  ^=^  Äc.-i  4pder  y.-^  C=: — Bt.  . , 

Führt  man  nun  diesen  Wertb  von  r  —  C  in  die  oben'  jg< 
Gleichung 

-.4fiiinZ  =  sin(Z  +  r-C) 

einy  so  wird,  dieselbe:  /   ■»   .■  .  ii    ».  .-      w? 

4sinZ=sin(Z7— ^r). 

Diese  Formel  heisst  naeb-  ihrem  Erfinder  Tbomä« 
son  die' Simp^son'scbe'^RefractloliisformeL  ^        %• 

Eine  andere  Form  hat  der  berühmte  englische  AtroDOfi 
ley  dieser  Formel  gegeben.    Na^ch  derselben  ist  nämlich 

sin(Z>-gr)_^ 
,  sin  Z  N .        .  ' 

also  .^ 

sin  Z  4-  sia(^gr-r>^y)  _  1+  ^ 
sin  Z—  sp  (^ÄrX""  J  — -^4  * 

oder  nach  bekannten  Zerl^ungen: 

sin (Z - i^r)  cosj^r _  l-^-A 
cos  (Z— i»)  sin  JÄr  H  T^^  * 


der  Fwmelm  tm^9imf(9m  tmd  Bnuüep  etc.  100 

tang(Z-iap)_l  +  i< 

•II  •■:      li'll.t-:.-%     '!    r?r      '     M'iil     .    -.      ,'    ;•    ■."MV     ';      .:j.!     .  •:;     ;      ;    .   IjJ      '!    ■ 

NiAi  ivk'  aber  ^fAH'  \kmnst  elii  Mr!  Kleiner  Bogen  *)  und  nan  Jcäm 
alse  DäheniDgfirvvieise'iflr:ftlritaoig|jB^  setcen^iw^dhirch  die  voilNr- 
gdiebde  dieichang-Tolgeriide  Ferfai  eririritr'      •  "''•  u.<. 


:-!-i-ifi  .       '»..II     <•   .    •:    •  ,i  :»!)!!••  '...»:     ••■      »il"l     .j' 


:        ■!>. 

I 


oder 


.1 


!.»     *■  -vi  «I: 


^r.TTS.***»?-'^'^';  -^ 


.ii  : 


..-K*      V.'.     Im:.:-    :'-■       «2      Ir-«^ 

•I  .•;■■'  ■•'!         .•  '■  ^       ■       '  •■■.  '  *  •..:"'ii.i 

■  .«^   \     l,      ..I  ■   .       .••!■/■!.;!   ■       ■..-  •...  ..;■  •    :■■     .       '.        "■   *   :.-.;?  ■ 


.  •  •     '■.•■»    "11 
«      ■  I       '  )   '    >  • 


K       t  ■ 


r  =  mtang(Z— nr),  ' '.  , 

welidiies  -diefStadlefy'sehe'R'efrttctivasformeltist'-'-v .../.  i-j. 
'    BlB»ieiÄt  der 'sijnpson'scKeb'^  '     '     '   ' 


!:•'     'i'^    :■•.  8in<Zr«J3r)  =zü4sin2r 


kaph  die  )^efrbctio'n  r>  wenn  mao  die  CoDstanten  ^  uviiB  ([ebnl^ 
^icnt  und:  WinUtelbar  aus  der  scbeiobaren  ZenUhdistaaz/STlby 
redmet  i^erdc^n.    Aus  der  Bradley'scliem  Gleichung 

karni  aber  'die  Refräctlon  r,  w^nn '  tnää' '  die  Cöiisittiiten "  in  ittiid|  ii 
kennt  und  die  scheinbare  Zenithdistanz  Z  gegeben  ist,  -nur  dnrbh 
eingee  Probiren  und  succeilsiTe  Annäherung  bestinumt  wierden.; 

Weil  aber  nr  immer  sehr  klein  ist,'  so  zeigt  "diese  tetztcite 
Fennei,' dass' die  Refraett^onen  sich  nahe  wie  dievTan- 
g^enten  der  seheinbaren  Zenithdistanzen  verhalten.' 


-      '.  ■       ■    •     ■  ■  '  ■  :  ^       I    •  *-    '  l ;    ;     '.      .'.'■'*'. 


'  ^  Man  weiM  4ies  •  ■»»<  namwliidi0n  -Beatiinmitti^'  der  Contante 
^  in  der  Sin fson' «dien  Fonnel  dnrciil  BiBobaeiitangen,  Ton  .denen 
''^^iher  die:  Rede. aein-iriid;; -.  :/■   :  '--:■•-..'>,  >'l 


eruneri:   Eiementarer  Beteei» 


Die  in  der  Slmpson*scheii  Formel 

vorkommenden  Grvsaen  A  aud  B  sind  Dach  dem  Vorhergehenden 
offenhar  nur  so  lange  constant,  so  lange  der  Zustand  der  Atmo- 
■phäre  ungeSndert  bleibt,  und  Iwtidell  ea  sieh  daher  um  eine  Be- 
stinmung  dieser  Con  stau  teil ,  so  kann  natOrlich  nur  von  «incr  Be- 
stimmung derselben  für  einen  bestimnlen  Zastand  der  Atm»- 
Sphäre,  d.  h.  für  heetimmte  Stände  des  Baronielers  und  Thermo* 
mcters,  die  Rede  sein.  Ist  man  zu  einer  solchen  Bestlmmnog 
gelangt,  so  gilt  nalüilich  auch  die  Formel 

sin(Z-£r)=^sinZ 

nur  für  den  in  Rede  stehenden  bestimmten  Zustand  der  Atmo- 
sphäre oder  für  die  in  Rede  stehenden  bestimmten  StSnde  des 
Barometers  und  Thermometers,  und  demselben  Zustande  der  At- 
mosphäre entsprechen  dann  auch  nur  die  mittelst  der  obigen  For- 
mel berechneten  Refractionen.  Da  nun  aber  die  Beobachtangeo 
nothwendig  hei  sehr  verschiedenen  Zuständen  der  Atmosphäre, 
bei  sehr  verschiedenen  Ständen  des  Barometers  und  ThermoniB- 
ters,  angestellt  werden  müssen,  so  muss  man  die  mittelst  der 
obigen  Formel  berechneten  Refraclionen  auf  jeden  andern  Zustand 
der  Atmosphäre  zd  reducären  verstdien,  wobei  tvir  bemerken,  daM 
man  die  aus  der  Formel  berechneten,  einem  bestimmten  Zustande 
der  Atmosphäre  entsprechenden  Refractionen  mittlere,  dagegen 
die  daraus  abgeleiteten,  ii^end  einem  anderen,  zur  Zeit  einer 
Beobachtung  Statt  findenden  Zustande  der  Atmosphäre  entspre- 
chenden Rerractionen  n-ahre  Rerractionen  zu  nennen  pflegt.  Wie 
man  sich  nun  bei  dem  in  Rede  stehenden  sehr  wichtigen  Ge- 
Bcbäile  zu  verhalten  hat,   soll  jetzt  gezeigt  werden. 

Das  Princtp,  von  welchem  man  hei  den  Reductiooen,  deren 
Ausführung  hier  gelehrt  weiden  soll,  im  Allgemeinen  ausgeht^  ist 
folgendes: 

Die  Refractionen  sind  den  Dlchtlftkeiten  der  »t- 
UQsphärischen  Luft  proportional. 

Durch  theoretische  Untersuchungen  und  vielfache  genaue  Be- 
obachtungen ist  die  wenigstens  sehr  nahe  Richtigkeit  dieses 
Satzes  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

Mun  hat  durch  äusserst  genaue  Versuche  Gay  Lussac  ge- 
zeigt, dass,  wenn  das  Volumen  einer  gewissen  Luftmasse  hei  der 
Temperatur  0  und  einem  gewissen   Barometerstande   der  Einbüt 


der  Formela  eon  Slmpton  tmd  Brodle]/  etc.  SU 

gleich  gesetzt  tvird,  das  Volumen  die»ier  Lunmasse  bei  der  Tem- 
peratur t  nach  dem  CeataaimaltAermomeler  und  demselben  Baro- 
melerBtande                                                                      ,    ,  ... 

1 +..0,00375  '*'•* *"'-^"" 

ist,  n'obei  nir  anf  neuere  Bestimmungen  des  in  diesem  Aasdracke 
vorkommenden  nnmeriscben  Coefiicienten  weitere  RGcksicbt  jetxt 
nicht  nehmen  (vollen. 

Ausserdem  weiss  man,  dass  nach  dem  Mariotte'schen  Ge- 
setze bei  unveränderter  Temperatur  die  Dichtigkeit  der  Loft  dem 
DrucLe,  ouler  welchem  sie  steht,  d.  b.  dem  Barometerstände  pitt- 
porlional  ist 

Sei  nnn  D  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  der  Temperatur  0  nttd 
dem  pünlereH  Barometerslande  O", 76;  dagegen  i>  die  Dichtigkeit 
äat  Lnft  bei  der  Temperatur  t  nach  dem  Centesimalthermometer 
luid  dem  Barometerstande  b  für  das  metrische  Barometer;  so  i^ 
wem)  noch  d  die  Dichtigkeit  der  Lufl  bei  der  Temperstur  0  und 
dem   Barometerstände  b  bezeichnet,  nach  den  obigen  Ges«tzen; 

<i:JD=l  +  (.0,00375:l  .« 


■■         .  D:d  =  ^,lG:b,  '""" 

ire  inao  iftcksichtlich  der  ersten  Propartton. nicht  unbeachtQt  ilsn- 
sen  darf,  dass  die  Dichtigkeiten  sich  immer  umgekehrt  tvie  die 
Volumina  Terhalteo,  natürlich  unter  Voraussetzung  gleicher  Mas- 
sen.    Aus  den  beiden  obigen  Proporttonen  folgt: 

©_ 1_ d  _     b      _ 

d~J  +  i.0,00375'   i>~0™,7ti' 

folglicb,  irenn  man  muitiplicirt : 


D  ~  ^775.(1  + 1. 0,00375) ' 


^-Ü'»,?6.(l  +  i. 0,00375)  ^^ 

Bezeichnet  daher  r  die  sogenannte  mittlere  Refractiop  bei 
der  Temperatur  0  und  dem  Barometerstände  0™,76,  dagegen  r 
die  sogenannte  viahre  Refraction  bei  der  Temperatur  t  und  dem 
Barometerstände  />,  immer  in  Bezug  auf  das  Cen  tesi  mal  therm  ome- 
ter  und  das  metrische  Barometer,  so  ist  nach  dem  obigen,  allen 
diesen  Keductionen  zd  Grunde  >u  legenden  allgemeinen  Ptiocip: 


■  9mmert:   Eletnenlarer  Beueti 


I.if-,0»»,  76.(1  +  (.0,00375)'  * 


folglich  umgcLehrt: 


Ixlot  l(l'iF<tibnll  < 


0",76.a  +  f,0.q0375) 


S.  8. 


Wtr  wollen  nan  zeigen,  wie  lur  die  Temperatar  0  und  den 
Barometerstand  0",  76  die  Weilbe  der  Constanten  J  und  fidurcfc 
Beobachtungen  lieslimmt  werden  können,  wozu  es  verschiedene 
mehr  oder  weniger  genaue  Methoden  giebt.  Wir  werden  una  je- 
doch hiei  der  folgenden  Methode  bedienen,  die,  wenn  auch  we- 
tilget  eiDfacb  als  manche  andere  Methoden ,  doch  den  Voreug  hat, 
dass  siea  wie  die  meisten  übrigen  Metbuden  thuu,  zu  nur.nSbe- 
rnngsweise  cichtigen  VorausBetzungen  gar  keine  Zuflucht  <zurmeb- 
men  braucht. 

Man  messe  mit  dem  Meridiankreise  die  Zenitbdistanzen  Z  und 
Z'  eines  Circumjiolarsterus  bei  seinen  beiden  Durchgängen  durch 
den  Meridian  und  beobachte  gleichzeitig  die  fStände  des  Therttio- 
roeters  und  Barometers  (^  b  und  t' ,  !>',  Sind  nnn  r  und  r'  die 
entsprechenden  mittleren  Refractionen  für  die  Temperatur  0  und 
den  Barometerstand  (H,76;   so  haben  wir  die  Gleichungen 


Z-Br=Arcsin(Xsin2), 

Z'— Är'=ATCBin(^BtBZ'); 

also 

.::  i  Jg— Atcain<L^sliiZ) . 
r~  ^  , 

_,_Z'  — Arcsin(^ain  Z') 

ergieht.    Bezeichnen  wir  nun  die  wahren  Refractionen  durch  r  und 
r*  und  setzen  der  Kürze  wegen  m,   i 


-Q", 76. (l  +  (. 0,0(075/ 


-ft",?6.(l  +  i'jü,0037e)' 


der  Fiornmki^  mm  StmpMmt  uwä  BuMep^  etc.  9|^ 

w  ist  nach  dem  vorhergehendiln  Paragraphen; 

t  —  fr;  r=ff^; 


also  nach  dem  Obigen: 


it'.ni 


/Z— /  Are  sin  (A  sin  Z) 


!■»■•..-.  .  ^"^  "         '  •  . 


Daher  sind  die  wahren  Zenitfadistanzen :  "     '  ■''' 

.'  -X  ..f>.  i^  ui^/n/QVf  JgyZ-r-/ A»;8¥y(i(< 8ip.g;:^       .      ,;; 

JS 

»im -..iii-iij  i'^' i\wt p^ttf^{{g'^■t)^^'(2*'\^t'y\,''  ..    .iwiii!;'--!!! 

also  nach  dem  VorhergefaAid^n:  •/■  <' 

—fAxcaia(As\BZ'), 
oder,  wenn  wir.  der  Kür^e  wegen  .  . 


«eisen: 


\  ', 


«_\.\  «u-'.  Ui  -    ^.  v\  i  ;*.: 


2»/^=}  +  zJB  -  /"Ai^cslnfilsin  Ä)  — /^  Ärc«ln'(il  sin  V). 

Beobachtet  man  nun  in  derselben  Weise  wie  vorher  noch  zwei 
andere  Circnmpolarsterijie,  bezeichnet. ;4ie;  gemessenen  Zenith- 
distanzen  fülf  4^P  ^!°?f?..  ^^^'P  ^y^^^y  ^t>  ^i»-  ^^  ^^n  andern  Stern 
durch  Zji,  Zs'l  nDd'die' eiitkpfecheiideii  S&^dS^  dei^'Thermome. 
ters  vaMS^waumebm.^t^,ii^,bt^^^  tj,  bj* 

setzt  zngl^icb  der  .Kfirze  wegen 

bi 

so  wie  •    "        •»'•*-   -^'J:- 


'*'  ^  »".76.  (l+V -0,00373) ' 
und 

Ii=/iZ,+A'Z/,  i,  =  Z,  +  Z,'; 
so  nie 

80  hat  man,   in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  überhaopt  t 
folgendeD  Gleichungen : 

aßPrrj  +  tB— /■Arcsin(iJsinZ)— /»ArcsinC^sinZ'). 

2BP=  h  +  iiß-Za  Arcsin  (A  sin  Za)-/^'  Are  sin  (^  slnZa') ; 

welche  die  drei  unbekannten  Grössen  A,  B,  P  enthalten,  diä  sid 
also  mittelst  derselben  bestimmen  lassen  mtissen.  Zu  dem  E)id< 
raultipücire  man  die  drei  obigen  Gleicbungen  nach  der  Reihe  mi 

I,— *,,   is— I,   a— 1, 

dann  zu  einandar,  so  erblill  man  sogleich  djeiGleicliunj 


undaddire 

—  ('1— sa)l/Arcsin(^8inZ)  +  /'Arcsin(^sinZ')l 

—  (ij—i)|/i  Aresin  (^  sin  2,)+/,' ATcsiii(^8inZi')l 
,^(x— ^)|/iArc8in(^8inZa)+^a'ArcsiD(^8inZ3')j 

^gl.t ,    -.■■ 

■illlr>\    .i--T<*,-H)+Jl(*2-*)+Ji(^-ii) 
!^'^jv'!!!^(^-^lA'C8inCJ8inZJ+/'Arc8in{^8inZ')! 
:  V^     '     +(it— i)t  A  Aresln  {Aa\a  i^J  +  A' ArcsinC^ain  Z^')* 
+{i— »i)iAArcsin(^sinZ^+/i'Ärc8in(JsinZa')i, 

welche  nur  die  eine  uttbekannte  Grösse  A  enthült.  Diese  Glei 
chung  kann  freilich  nur  durch  Näherung  aurgelüst  werden,  wa 
aber  keine  Schwierigkeit  hat,   da  sich  aus  der  Gleichung 

sin{Z-ßr)  =  ^sinZ, 

weil  r  immer  sehr  klein  ist.  leicht  übersehen  lässt,  dass  A  de 
Einheit  nahe  kommen  muss. 


der  Formeitt  »on  sfmpto»  wnt  BraOtey  elc 


^ 


Hat  man  aber  A  aui  dicHe  Weise  germtden ,  eo  ergeben  sich 
i  «ns  den  beiden  <i4eictK»ig:ei)  -     " 

,  2BP^}i-xB  —  f&Tcsin(A6\nZ)-f'ATcamiAs\aZ'),  "^"'f^ 
2BP=j,+i,Ä-^,Ärcsin(^8iBZ,)-/",'ATcsiii(^6iu^')i  ,.. 
renn  man  dieselbe  in  Bezug  auf  B  nnd  ^BP  als  uobetannte 
GtCssen  n-ie  zvrei  Gteichungcn  des  ersten  Grndes  mit  zwei  unbe- 
kaanten  Grössen  auf  gewJlhnHche  Wetse  aoflöst,  nuch  leicht  0 
ind  2I?P,  und  dann,  \renn  man  mit  dem  bekannten  WertheToh 
SB  in  den  bekannten  WeKh  von  IBP  dividirt,  auch  P,  sn  -ätma 
bUo  mittelst  der  obigen  Melbode  zugleich  aucb  der  Abstand  P 
des  Pols  t-om  Zenith,  folglich  auch  die  Polb.ihe  90"— P,  iinab- 
hSngig  von  der  Refraction  bestimmt  werden  bann,  »enn  auch  un- 
Iwr  Haufttzweck  hier  nnr  die  Beetimmunfr  der  beiden  Censtaaten 
A  nnd  B  war. 

Will  man  statt  der  Temperatur  0  uiid  der  Barometerbühe 
0",76  eine  andere  Temperatur  t  nach  dem  Cenlesimalthermome- 
tn  und  eine  andere  Biiromcterhiihe  6  zu  Grunde  legen,  so  mnsa 
im  Obigen  statt  des  Bruchs 


0",76.(H-(. 000370) 

Gberall  den  Bruch 


6.U  +  (i~()O,0ü375l 

Mtisen,   wo  nfenbar  6  und  b  überhaupt   bloss  in  einerlei  Maass 

itUgedrSckt  m  sein  Inauchen. 

Will  man  statt  des  Cenlesimalfhermometers  das  Bchlzigthei- 
Thermometer  gebrauchen,  so  muss  man  im  Obigen  statt  der 
QjaoSli  überall  die  Zahl 


Mi 


^.0,00375=  |.a0037^ 


i.  i.  die  Zahl  0,0046875  setzen. 

Kennt  man  die  Constanten  A  und  ß  der  Simpson'schen 
Fomel,  so  können  die  Conslanlen  m  und  n  der  Bradley'scfaen 
Formel 

r  =  mtang{Z— nr)  .,,y, 

litteist  der  aus  j.  3.   bekannten  Formeln  <''ll 

leicht  berechnet  werden.  ■>    ■■•—  — —■    -■  ■<•      — xtttfr 
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:  1  Daes  die  Werthe  fler  Coeflicienteu  A,  B  und  7n,  n,  die.  nutB 
in  den  betreffenden  Schrilteu  angegeben  findet,  manche  Vetscbifr 
denheilen  darbieten,  kann  nicht  befremden,  da  diese  Werthe  die 
Resultate  von  verschiedenen  Beobachtern  zu  v erscMe den äD  Zeiten 
mit  verschiedenen  Instrumenten  angestellter  Beobachtungen  sind. 
Einigeder  verschiedenen  Refractionsforraelnivollen  wir  jetzt  anfiibren. 
Nach  V.  Zach's  SoDoentafeln  S.  104*)  ist  für  die  Tenir 
peratur  von  50  Grad  des  Fahrenheit' sehen  Thermometeis,  traa  mi^ 
8  Grad  des  ach tztgth eiligen  Thermometers  Übereinstimmt,  nnd  die 
Barometerbühe  von  2Ö,6  engtischen  Zollen  =  27,775  pariser  ZoU^: 

sin{Z— 5,9807. r)=0,9983487. sin  Z. 

Nach  Borda**)  ist  für  die  Temperatur  von  12  Grad  def 
achtxigtheiligen  Thermometers  uud  die  Baronieterhühe  von  2&  Zoll 
3  Linien  pariser  Maass: 

'"'■"     '  r=57''.tang(Z-3r). 

D^,  iflt  diG.nrspTflngliofati  Bradley'spbe  Formel. 

Nach  Laplace***)  ist  Rir  die  Temperatur  0  und  die  Baro- 
meterbühe  0",76; 

r=60",666.taiig(Z-3,2S.r). 


§.   6. 

Ana  den  in  %.  3.  angestellten  Betrachtungen  geht  von  sellMt 
hervor,  dass,  tvenn  in  Taf.  II.  Fig.  9.  A  ein  beliebiger ^P■t^ ia 
der  1  Atmosphäre  und  B  ein  Punkt  auf  der  Erdoberfläche  tet,  n 
alter;, eine  gei^iase  constante  Grösse  bezeichnet, ,     .. 

AtB—A^F^n.ÄOP, 

also,  vrenn  wir  den  Wmkel  ACB  durch  C  bezeichnen, 

»■..h^    /•.IImuM   ..i,    .,    ■ <■-    ,,-.t.,,:,v,..0 

•)  H.  8.  Anleitung  zur  geograithiacben  Ortabestimuiung,  voneügliob 
TermilleUt  des  Spiegelaextanlcn ,  fon  J.  G.  F.  Bohuenberger,  G3f 
tingeo.  1795.     S.  112.  ,     f  ,,;    , 

")  Descri|ilinn  et  u«age  du  cercle  de  relleiion  pur  le  Chevalier 
Borda.    Paria.  178T.    p.  Sl. 

*•*)  Traile  «lemeulaire  d'AitrnDÖmlb'  |ifa;Biqoe  pu  Biot.    Secomle 
cdilion.    T.  I.    Faiii.  IBtO.    p.  446. 
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geMtst  werden  kann.  Wegen  der  Kleinheit  des  Bogens  AB  wird 
man  denselben  aber  nähenmgsweise  als  einen  Kreisbogen  betrach- 
ten, folglich 

A^F^B^kE,  A^F^^.ABF 

und  daher  nach  dem  Obigen 

oder,  irenn  d«r  KOrce  wegen 

._       1 

'-2(»  +  l) 

gesetzt  wird, 

A^F=iC 

setzen  können,   wo  Datiirlich^    so  wie  n,    auch  i  eine  constante 
Grosse  ist  i 

Den  Winkel  ABF  nennt  man  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
die  terrestrische  Refraction,  wogegen  die  früher  von  uns  be- 
trachtete Refraction  die  astronomische  Refraction  genannt 
wird,  weil  jener  mit  dem  Namen  der  terrestrischen  Refraction  be- 
zeichnete Winkel  ABF  gebraucht  wird^  um  die  in  dem  Punkte  B 
gemessene  sogenannte  scheinbare,  d.  h.  von  der  Refraction  afli- 
cirte  Zenithdistanz  eines  terrestrischen  Objects  A  auf  die  wahre 
Zenithdistanz  zu  reduciren,  indem  man  diesen  Winkel  zu  der  ge- 
messenen oder  scheinbaren  Zenithdistanz  addirt,  von  der  gemes- 
senen oder  scheinbaren  Höhe  des  Objects  A  subtrahirt  Aus  dem 
Obigen  erhellet,  dass  der  in  Rede  stehende  Winkel  ABF  zu  dem 
Winkel  ACB  oder  C  am  Mittelpunkte  der  Erde  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse  steht,  indem  nach  dem  Obigen 

A^F-iC 

war;  und  der  constante  Coelficient  i  wird  der  CoefGcient  der  ter- 
restrischen Refraction  genannt. 

Dm  den  numerischen  Werth  dieses  CoefQcienten  zu  bestim- 
men, hat  man  sich  der  Methode  der  sogenannten  gegenseitigen 
Zenithdistanzen  bedient  Sind  nämlich  A  und  B  in  Taf.  II.  Fig.  10. 
zwei  Punkte  auf  der  Erde,  die  sich  mit  Leichtigkeit  besteigen 
lassen  und  deren  horizontale  Entfernung,  d.  h.  der  Bogen  A'B'^ 
durch  eine  vorher  gegangene  trigonometrische  Messung  genau  be- 
stimmt worden  ist;   so  messe  man  in  B  die  Zenithdistanz  z  von 

Tbeil  XXI.  15 
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Ay  und  in  A  die  Zenithdisianz  tf  von  B,  wo  natfiriich  %  und  tf 
scheinbare  9  d.  h.  von  der  Refraction  afficirte  Zenithdiatanzen  sind. 

Bezeichnen  wir  nun  die  terrestrische  Refraction  ABF=i  BAE  durch 
r,  so  sind  die  wahren  Zenithdistan^en  von  A  und  B  beziehungs- 
weise z-\-r  und  2'  +  r.  Den  Winkel  C  am  Mittelpunkte  der  Erde 
kann  man  berechnen,  weil  der  Bogen  A'B'  als  bekannt  voraus- 
gesetzt wird;  es  ist  nämlich ,  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde 
bezeichnet,   in  Seciinden  ausgedrückt: 


C=206264.8.^=^=^.cotl'. 


und  in  Minuten  ausgedruckt: 


0=3437,7.^^. 

Nun  sind  aber,  wenn  man  sich  jetzt  alle  Winkel  in  Graden  aus- 
gedrückt denkt,  die  drei  Winkel  des  .Dreiecks  ABC: 

180o^(i'+r),    )800-(2  +  r),   C; 
also 

{180»-(*  +  r))  +  tl8(K>-(*'+r)l+ C=  180«. 

woraus  sich 

2r=I800-(*  +  z'-O, 
also 

180"-(i  +  ?'  — C) 

r=s 2 . — 

ergwbt.    Mob  ist  aber  nach  dem  Obigen  rsstC,  also 


._     180P-(»  +  »'-C) 
,0= ^ 


!?"^-1"»T"— ••»♦» 


uod  folglich 


._180^— (*+»»- C) 


2C 

Werden  alle  Winkel  In  Minuten  ausgedrückt  angenommen,  so  ist 

.     10800— (z  +  2'-C) 

*^ ic"  ■' — ' 

und«   wenn   alle  Winkel  in  Secunden  ausgedrückt  aogenomneii 
werden,  so  ist 

,_64800Q^(z+y.-^.O 
*-  2C 


der  Fannein  van  Simpson  und  Bradieir  etc^  219 

GefrOboHch  mM  man  nach  Defambre 

t  =  0,08 
oder,  weil 

j^==0,07ft9 

ist»  aoeh 

.      1 

Andere  Angaben  sind  folgende: 

1  =  0,1000  nach  den  Engländern; 

£=0,0643  nach  Corabeüf; 

t= 0,0685  nach  der  oatpreoMisehen  Gradmessung; 

t=0,0653  nach  Gauss; 

«=0,0619  nach  Struve. 

Hiernach  scheint  allerdings  die  gewohnliche  Annahme  2=0,08 

oder  £=io  etwas  zu  gross  zu  sein;    der  Wahrheit  näher  würde 

wohleiwadasMHtel  zwischen 0,06und 0,06,  also  etwa  t^,07kommen. 


XVII. 

Unter   welchen  Bedingnngen  lässt  sich  F(x^  y)  als 

Funktion  von  ^(x^  y)  darstellen  ? 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  JT.  Dienger, 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Garlsruhe. 


I«    « >» 


In  seiner  „allgemeinen  Auflösung  der  Zahlengleichungen'' 
(Wien,  18S1)  bat  Herr  Simon  Spitzer  (S.  46  ff.)  bereits  diese 
Frage  in  gewisser  Weise  beantwortet;  wenn  ich  sie  daher  hier 
nochmals  Tornehme,  so  geschiebt  diess  bloss  darum,  um  dieselbe 

15* 
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einerseits  durch  rein  analytische  Mittel  zu  lösen,  andeiterseits  die- 
selbe in  Etwas  zu  erweitern. 


I. 

Seien  üü»  y  zwei  unabhängige  Grössen,  F(ar,  y)  eine  (bekannte) 
Funktion  derselben,  und  man  stelle  sich  die  Frage,  ob  es  mög- 
lich sei ,  F{Xf  y)  als  Funktion  einer  Grösse  (p{x,  y)  darzustelleo, 
welche  letztere  selbst  eine  Funktion  jener  Unabhängigen  Ist,  so 
dass  man  etwa  habe: 

Fi^.y^-=f\sp{oc,y)l  (1) 

Wenn  (1)  identisch  besteht,  so  muss  auch  sein: 

dx      dq>'  dx'     dy      dq)  *  dy 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt,  dass 

8F89_8F05_ 
dxBy      dy  dx 


(2) 


sein  muss,  welche  Gleichung  somit  noth wendig  ist,  damit  die.  anr 
gegebene  Eigenschaft  Statt  habe.  Umgekehrt,  wenn  (2)  Statt  hat» 
ist  F(x,y)  eine  Funktion  von  tpix,  y).    Denn  man  hat  aus  (2): 

dq> 

dx     dg>dy         '  * 
"Sy 

Bm    Bm 

ist  nun  K-:K--=if/(:r,^),  so  hat  man  also  die  partielle  Differen* 
tialgleichung : 

welche  bekanntlich  integrirt  wird,  wenn  man  die  Gleichungen 

8F=0,  Sy  +  il;(x,y)dx-0  ß') 

integrirt.  Aus  der  ersten  folgt  F=:a,  aus  der  zweiten  folge 
ilß*(x,y):=ib,  so  muss  V(x,  ^)  gleich  q)(x,y)  oder  eine  Funktion 
dieser  Grösse  sein.    Denn  die  zweite  Gleichung  (3')  ist  eigentlich 

8fli^'^8^  und   ist  augenscheinlich  durch  ip(x,y)^=b  oder 

^'(q)(x,y))=b  erfüllt,  wo  y  eine  willkührliche  Funktion  bedeu- 
tet.   Das  Integral  von  (3)  ist  somit 
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wo  F  eine  willkuhrliche  Funktion  bedeutet,  und  welche  Gleichung 
unsere  Behauptung  beweist 

Umgekehrt  wird  man  aus  der  Gleichung  (2)  diejenige  Funk- 
tion q>  finden  kOnnen,  von  welcher  F  selbst  Funktion  ist. 

8f*    dF 
In  diesem  Falle  ist  F,  also  auch  ^  >   ~öl  gegeben,  und  in  der 

Gleichung: 

dx  dy      8y  8jf*" 


ist  q>  gesucht    Man  hat  also: 


dF 


E 

■ 


dF  dF 
und   wenn    n-  >  -g-  sich  abkürzen  lässt,  so  wird  das  Integral  der 

zweiten  Gleichung  von  einfacherer  Form  sein,  als  F(x,y):=zb, 
welche  letztere  Gleichung  allerdings  genfigen  würde.  Ist  also 
^(a?,y)=6  das  so  erhaltene  Integral,  /*  eine  willkuhrliche  Funk- 
tion, so  ist 

ip^t'i'^ix.y)),  (4) 

worin  als  einfachste  Form  enthalten  ist: 

g>=if;(a:,  y\  (4') 

Um  dann  endlich  in  (1^  die  Funktion  f  zu  erhalten,  ist  zu  be- 
merken, dass 

^LJ^-IH.  (SS 

dq>      dx  dx  ,  ^  ^ 

Drückt  man  auf  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  Alles  als 
Funktion  von  9  aus,  so  erhält  man  f  als  Funktion  von  g>  und 
also  auch  F(x,y). 

Es  ist  leicht  zu   übersehen,    dass  die  einfachere  Form  (4') 
immer  genügen  wird. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

1)  Sei  F(ar,2^)  =  3y«  +  12a:y— %  +  12a:«— 24r+ll,  so  ist 

^=12y  +  24x-24.    ^=6y+12a:-12; 
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dF  dF 
also  g— :-ö-=2,  mithin  die  iu  iDtegnrende  Gleichung: 

•'  .    '   '  '    ' 

dy+'^x=0,  also  tf»(a;,y)=sy+2«j=(p(ar,;3f); 

d.  h. 

1^=69,-12,  /=39)a-129)  +  C. 

wo  C  eine  Konstante;  mitbin  endlich: 

%«+12a:y— l2y+12a;«-24a;+ll=3<^+2ar)*-'12(y+2!t!)+C, 
woraus   C=ll. 

aF 


Öy 


=%8+6a:^2  +  6n?2y  +  2a:3~6y  -3a?. 


Untersuchen  wir  nnD>   ob  beide  Grossen  einen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  haben. 


4a:^+  6^^^+  6ar^^--6a:+2y3- —  % 

4a:H12a;^j^-fl2>Tyg— 6:g+8y3— 12y 
—  60:^ — 6a;y2  —  %  *  +  9y 

oder  dividirt  durch  •— *%: 

2a«+2ary+2^*— 3 
2ar3+6a:2y+6:r^2— 3a:+43^3_6y 

2^H2^2y+2ar2^2--3^_ 
ix^y + 4a:^^ + iy^  -—  6y 
4j?*y+4a:y^+4y>-% 
0 


2a:^  +  2a:y  +  2yg— 3 


;«?+% 


also  ist  2Är*+2r3^-f2^*'— 3  der  grüsste  gemeinschaftliche  Theiler, 
und  wirklich  ist: 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist  demnach: 

(2v  +  ar)%  +  (2ar+y)8a;=0,    woraus  y*  +  .t*  +  a:y=9(ar,y). 
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S*  +  aey»  +  3a:V  +  2^V  +  ^— %'— 3a:y— 3a:»  +  8 

3)   fX^,y)  =  a:*— 2:cV— -larV+^V  +  ^'  +  V-B^cS  +  lUff 

+  1V  +  6. 

^  =  -ii^-&t'j+ii:",+liq^+16s,'+lvc+a>!,. 

.  .1.  J.  ?  ? 


+  11  II 

1  4  ? 

I  fi^  •?    i" 

IT«      II  \      ' 

if  f  a.  I     # 

a  +  'S  II  S       8  S 

i+  i  1  I 

•fff-    I  %  * 

"  (3  «*  + 

I  ^    I 

* «  i.  n  r 

t+  I'  "  ■? 

53  w  ■©  5^  ,» 

PS  1  'I 


1     * 


I    I 

+  I     I    . 


+  + 


ff 


7-        =« 

+  I  r  s-  - 


s| 


— 1         *= 


11 

a  + 
•9 


s+  e 
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4)  F(ar,^)  =  2:r*+4a;8— 4^2y+2a?«-4a:y  +  2y*  +  6. 

m 

SF  SF  BF 

% — (2a:+l)8ar = 0 ,    y —x — x^ = b ,    g>(a:,  y)  zzzy-^x — a^. 

2;r4  +  4a:8-4a:*y  +  2a:2— 4ar.v  +  2iya+6=2(y— o:— a?a)»+C,  C=6. 

5)  F(a:,  y) = är*^«—  2a:3^8  ^  <j.2^  _  2a;2y  +  2ary« 

öF  öF 

(a?2  —"ixy)  dy  +  (2a:^ — y'^)  8^ = 0, 
welche  Gleichung  integrirt  wird,  wenn  man  y:=ixv  setzt,    wpraus 

'^  +  :r~^^^=^>  x^v(l—v)  =  b  =zxy(x-^y)  =  (p(Xy y). 

c=o. 


If. 

Es  sei  nun  ferner  die  Frage  gestellt,  in  welchem  Falle  die 
zwei  Gleichungen 

nicht  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  dass  sämmtliche  Werthe 
von  X  und  y^  welche  der  einen  genügen,  auch  aus  der  anderen 
folgen ,  was  alsdann  auf  unendlich  viele  Arten  sein  kann. 

Aus  der  ersten  (z.  B.)  der  Gleichungen  (6)  folgt,  dass  y  eine 
Funktion  von  x\  legt  man  also  x  einen  Werth  x'  bei,  so  folgt 
daraus,  dass  y  einen  (oder  auch  mehrere)  Werth  y'  annehme; 
legt  man  x  den  Werth  x'  '\-a  bei,  wo  a  unendlich  klein,  so  wird 
y  z\x  y' ■\-ß9  wo  ebenfalls  ß  unendlich  klein;  die  Werthe  x' ^  y, 
so  wie  a:'  -i-a,  y'  +ß  müssen  nun  auch  der  zweiten  Gleichung  (6) 
genügen;  also  muss  man  haben: 
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wovon  die  zwei  letzteren^  vermöge  der  zwei  ersten,  heissen: 

und  woraus  man  erhält: 

dxdy      by  dx       '  ^  ^ 

Die  Gleichung  (7)  sagt,  nach  dem  in  I.  Gezeigten,  aus,  dass 
9  eine  Funktion  von  i/;,  oder  allgemeiner,  dass  q>  und  if;  Funktio- 
nen einer  und  derselben  Funktion  f{Xy  y)  sein  müssen.  Diess  ist 
nun  die  erste  Bedingung.  Die  zweite  ist  aber  die,  dass  diese 
Funktionen  von  f  zu  gleicher  Zeit  Null  sind.    Ist  also 

9>(^*y)=9>'l/(^»y)]>  '^{^yy)='^'\f{^yy)'\\ 

so  folgen  aus  q>{Xf  ^)=0  eine  Reihe  konstanter  Werthe  von  fix,y); 
setzt  man  diese  in  tf;(:r,  y),  so  wird  tf;(a:,  y)  ebenfalls  konstante 
Werthe  annehmen,  die  mithin,  wenn  die  Gleichungen  (6)  nicht 
verschieden  sein  sollen,  sämmtlich  Null  sein  müssen. 

Ein  ähnliches  Resultat  erhält  man,  wenn  man  sich  die  Frage 
stellt,  in  welchem  Falle  die  Gleichungen  (6)  durch  kein  System 
reeller  Werthe  von  x  und  y  zugleich  befriedigt  werden  können. 

Um  dieselbe  zu  losen,  setzen  wir  zz=:q)(x,y),  während  wir 
zugleich  ^(^»y)=0  haben.  Man  suche  nun  die  Systeme  von 
Werthen  fSr  x,  y,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen.  Fallen  nun  sämmtliche  Minima  von  z  positiv  aus,  so 
wird  es  oflfeiibar  kein  System  der  x,  y  geben,  das  z=0  macht; 
ÜEdlen  sämmtliche  Maxima  negativ  aus,  so  ist  derselbe  Fall  vor- 
handen. Jn  diesen  Fällen  also  werden  die  Gleichungen  (6)  nicht 
zugleich  bestehen  können. 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  von  z  ist  aber : 

dxdy       dy  dx       ' 

welche  Gleichung,  wie  wir  so  eben  gesehen,  aussagt,  dass  q> 
und  iff  Funktionen  derselben  Funktion  f(x,  y)  sind.  Daraus  folgt, 
dass  aus  i|;(a;,  ^)=0  sich  eine  Reihe  von  konstanten  Werthen 
von  fix^y)  ergeben,  für  welche  nun  auch  q)(x,y)y  d.  h.  2,  kon- 
stante Werthe  annehmen  wird.  Mit  anderen  Worten,  die  Werthe 
von  9(07,  y)  sind  bestimmte  Konstanten,  wie  man  auch  das  System 
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der  Werthe  von  ar,  y,  das  der  Gleichung  ip(a?,jf)=0  genügt, 
wählt.  Sind  also  diese  Konstanten  nicht  Null»  so  werden  sich 
die  Gleichungen  (6)  widersprechen  —  durchaus»  wenn  keine  Null 
ist»  theilweise,  wenn  nicht  alle  Null  sind.  Man  sieht  hieraus»  in 
welcher  Weise  beide  Fragen  zusammenfallen. 

Beispiel.    Sei 

q>{Xy  y)  =  x^  +y^  +  2x^y  +  2xy^  -  2a?  — 2^ + o:^«— 6, 

^(^9  y)=^^— ^^ +2^*  +  2a?^+2a?y^+a:^^* — 3a? — 3y  +  8. 

g|=a+3^)(-2+2a;+2^+2a:^),  ^  =  (l+a:)(-2+2a?+2y+2a:y) ; 

woraus 

9>(^,  ^)  =  (^  +  y +^y)*  —  2(a?+y  +  ary)— 6=0. 

Eben  so 

*(^>y)  =  i^+y+^yy^-H^+y  +  ^y) +8=0. 

Aus  der  ersten  folgt: 

•  ir+2(+a:y  =  l  +  V7» 

was»  in  die  zweite  gesetzt,  giebt:  13+ V  7.  Die  zwei  Gleicfatngeo 
widersprechen  sich  demnach  vollständig. 

; 
III. 

Die  Untersuchungen  des  §.  I.  lassen  sich  leicht  verallgemei* 
hern.  Seien  zu  diesem  Ende  Xi,  Xiif...,,Xn  ihrer  n  unabhängige 
Veränderliche;  i/;  eine  Funktion  derselben;  q>i,  g)29 •*». q>nr-i  eben- 
falls Funktionen  von  jenen  Unabhängigen;  so  soll  die  Bedingung 
gefunden  werden»  die  t/;»  g^i ,....» 9»— i  erfüllen  müssen,  damit  ^ 
eine  Funktion  sämmtllcher  Grössen  9'i »....»  97n—i  sei»  man  also 
etwa  habe: 

ip=F(^i»  ^2>  ••••>^n-i).  (8) 

Aus  (8)  folgt  offenbar: 

dxi      89)1  8a:i      dcp2dxi  ■••••■  8^„_i    8x1 


s  — 


r 


8ij/_8F_85Pi      SFS^Pa  .  SF    8yn^i 

dXn       dq>i  Sxn       892  8^n  *        8q>n-l     SXn 


(9) 


Elimioirt    man    aus    diesen   n   Gleichungen    die  n  —  1    Grosses 
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5 — »— -»Q 1  80  erhalt  man  eine  Gleichung  zwischen  den  Diffe- 

vq>g  V(pn-1 

rentialqnotienteii  Yon  if;,  g^i«  ....>  9>ii— i»  welche  die  gesuchte  Be- 
diDgiing  ausspricht 

Cm  diese  Gleichung  zu  fiodeq,  kann  man  aus  irgeud  welchen 

dF              dF 
n — 1  der  Gleichungen  (9)  die  Grossen  g — *'*••*  5 bestimmen 

und  ihre  Werthe  in  dip  nicht  benützte  setzen.  Gesetzt  z.B.,  man 
benütze  die  erste  der  Gleichungen  (9)  nicht,  und  erhalte  aus  den 
übrigen 

80  wird  die  Endgleichung  sein:  1 

Was    Fiy...,,  Fn-i   anbelangt,    so    haben    bekanntlich    diese 
Grussen  alle  denselben  Nenner,  in  dem  die  Differentialquotienten 
yon  t{;  nicht  vorkommen;    ferner   erhalt  man  aus   diesem  gemein- 
schaftlichen Nenner  den  Zähler  von  F^ ,  wenn  man  t/;  an  die  Stelle 
von  9i,  den  von  Fjg,  wenn  man  1/;  an  die  Stelle  von  (p^  u.  s.  w. 
setzt.    Endlich  folgt  aus  (9)  unmittelbar,  dass,  wenn  t/;=:9|,  man 
habe  Fi=l,  F2=:....=F„-i=0.    Diess  Letztere  beachtend,  folgt 
aus  (10),  dass  die  Endgleichung  erfüllt  ist,  wenn  t/;=9)|.    Ordnet 
man   die  Gleichung  (10)   nach  ifi,   so    ist    aus   der  Bildung  von 
Fl , .... ,  Fn—i  leicht  zu  ersehen ,  dass  sie  die  Form 

aiinimmt,  wotin  Pi,....,  Pn  kein  if>  enthalten.  Diese  Gleichung 
ist  also  erfällt,  wenn  i/>=g»|.  Da  i^t  ■^  —  ip^  ist  Fi=0,  Fa  =  l. 
F,=„,.=F»_i=0,  so  ist  die  (10),  d.  h.  (10'),  auch  erfüllt,  mit- 
hiD  hat  man  identisch: 

\  \  (11) 

Ans  den  Gleichungen  (11)  lässtsich  nun  leicht  beweisen,  dass, 
^^^1  die  Bedingungsgleichung  (10')  erfüllt  ist,  auch  tf;  eine  Funk- 
^  der  Gfösacn  9i>....9it~i  sein  wird.    Ist  nämlich  F  eine  will- 


/ 
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kührliche  Funktion  dieser  Grössön^  und  multiplizirt  man  die  erste 
der  Gleichungen  (11)  mit  g — ,  die  zweite  mit  g —  u.  s.w.,  addir^ 
alsdann  slimmtliche  Gleichungen,  so  erhält  man: 

welche  Gleichung  beweist,  dass  die  Funktion  F,  tat  if^  gesets-fi^ 
der  (10')  genügt,  wodurch  dann  unsere  Behauptung  gerechtferti^ 
erscheint. 

Sollte  iff  eine  Funktion  bloss  einiger  der  Grossen  9i,....  (aus* 
schliesslich)  sein,  so  wurden  in  den  Gleichungen  (9)  weniger  als 
n — 1  Grossen  zn  eliniiniren  sein,  so  dass  man  alsdann  mehr  als 
eine  Endgleichung  erhielte.  « 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Resultate  des 
§.  IL  verallgemeinern,  was  wir  aber  ßiglich  übergehen  können,  da 
auch  keinerlei  Schwierigkeit  dabei  ist. 


XVIII. 

Ueber  die  Anzahl  und  Summe  der  Complexionen  bei 

Yariationen  und  Combinationen. 

Von   dem 

Feldmesser  Herrn  C.  fVasmund 

zu  Stralsund. 


Das  Folgende  habe  ich  mir  vor  Jahren  zu  einem  praktischen 
Zwecke  durch  blosse  Induction  abgeleitet.  Eine  Bemerkung,  welche 
mir  kürzlich  in  der  „Theorie  der  independenten  Darstel* 
lung  der  höheren  Differentialquotienten  von  Hop^e 
(Cap.  XIII.)'^  aufstiess,  und  worin  der  Herr  Verfasser  die  Mei- 
nung ausspricht,  dass  für  die  Summe  der  combinatorischen  Pro- 
ducte  kein  independenter  Ausdruck  zu  existiren  scheine,  veran* 
lasst  mich  zu  dessen  Mittheilung,  anter  dem  Wunsehe,  dass  da- 


i 


« 


1» 
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durch  eioe  weitere  Begründung  and  Vervollständigung  des  Gegen- 
standes veranlasst  werden  möge. 

L  Werden  die  einzelnen   Complexionen    als  Producte 

gedacht, 

«0  ergeben  sich  bei  genauerer  Betrachtung  des  Gesetzes,  nach 
welchem  die  höheren  Klassen  aus  den  niederen  entstehen,  fol- 
gende Beziehungen: 

l)  Bei    Variationen    mit    Wiederholung    aus    den    Elementen 
l,3,3...«iit»  wenn  Ä;  die  Klasse  bezeichnet,  die  recurrireo  de  Gleichung 


imd  da 


ist,  überhaupt 


S  V  (1 ....  m)=:(m  +  l)a  S  F'(l ....  m). 


SF(l,...m)=(m  +  l)« 


SF'(l....iii)  =  [(m  +  l)a]*. 


2)  Bei   Variationen    ohne  Wiederholung  aus   den  Elementen 
1)2,  3 ....m  die  recurrirende  Gleichung: 

ÄF(L..m)=Ä{mSF(l....m-l)+(m-l)SF(l....m— 2) 

fc-i  *-i 

+(m-2)S  F(l....m— 3) +....+ÄS  F(1....Ä— 1)  1 

S^(l....lll)=(lll+1)9 

«J?(l....j»)=1.2{2(m+1)8  +  3(m  + 1)^} 

Sl^(l...fii)=:1.2.3{6(m  +  l)4+20(m  +  l)5+15(m  +  l^) 

S  l^(L...ni)=1.2.3.4{  24(m+l)5 + 130(m+l)5  +210(m+l)r+105(m+l)a  1, 

^as  auf  das  folgende  Gesetz  schliessen  lässt: 

3)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  aus   den  Elementen 
l*2.3....iit  die  recurrirende  Gleichung: 
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SC(l..-.w)=mSC(l....iii)  +  (m-l)SC(l....»i-.l) 

+(m-2)S*(;^(l....m~2)+....+2ÄC'(1....2)+liSi 


S(5'(l....wi)=fm  +  l)a 

S^(l..^.iii)  =  («1  +  2)3+3(1» +  2)^    . 

Sd{\....  w)=:  (wi+3)4  +  10(m+3)4  +  15(m+3)5 

S^f3'(l ....  iii)= (fw+4)5  +  25(m+4)e  +  105(m+4)r  +  l(K(m+4)8 
/  

SC'(l....m)=J5'(t»+i50fr44+^'(m  +  it)fcf2  +  fi^'(m  +  Ä:)n-3  + 

....+Ä(*^)(w  + 

4)  Bei  CombinationeD  ohne  Wiederholung  aus  den  Eleme 
1,  2,  3,....m  die  reeurrirende  Gleichui^: 

SC(l....w)=mSC(l....wi--l)  +  (w»— l)ÄC(l....m— 2) 

+(m— 2)SCri..*.wi— 3)+....+ÄÄC(l....Ä 
S(?(l....m)=(m+I)2 

S^(l....iw)=:2(m+1)3  +  3(m+l)4 

SÖ[l....wi)=6(m+l)4  +  20(m+l)5  +  15(m+l)6 

S^(l....m)=:24(wi+l)5+130(m+l)6+210(m+lV+105(m+l) 


8 


SC(l....m) = ^'(m+lH+i + ^''(m+l)*+a+ 24"'(m+l)H3  +  ... 

....  +  ^(*)(m+: 

Zur  Eotwickelüng'  der  hier  vorkommenden ,   von  m  unahha 

gen  Coefficienten  A'y  Ä"...,  und  J^,  JB'\..,  bat  man  zunächst  nach 

■■•..'•'•■  • 

SC'(l)=B\&+l)o 
SC'(l,2)=P'(k+2\  +  B"(k+2)o 

SC(1.2.»)=Ä'(Ä+3)a+Ä"(A+3)i  +B"'(k+S)o 
:SC?(h%^A)  =iB'(ifc+4),+  Ä"(*+4)a+Ä"'(A+4),  +ÄJ''(Ä-f 

U.  8.  W. 
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V  =se(i> 

V  =S<7(1.2)— (Ä+2)iSC'(l) 

/»•  =SC'a.2.3)— (Ä+3)i  SC'(1.2)+(Ä+3)aSC(l) 

'B'''=SCT(1.2.a4)-(*+4)iSC'(1.2.3)+(Ä+4)aSC'(1.2)-(i5:+4)sSC(l) 

u.  s.  w. 

5C'(I)  =  1 

Wa .  2) = SC'l  +  2S^(1)  +  2»SC?(I)  +....+ 2* 
«C'a.2.3)=:ÄC'(1.2)+3S^(1.2)  +  3«S^(1.2)+....3» 
SC'(1.2.3.4)=5C'(I.2.3)  +  4.SC'(1.2.3)+4«SC'(1.2.3)+...> 

U.  8.   IV. 

Ferner  nach  4): 

SC(l....A)=^'(Ä+l)o 
&C(l.-*+l)=^'(*+2), +^''(Ä+2)o 

SC(l.-*+2)= -4'(A+3)a + ^"(*+3)i + ^'"(*+3;o 
SC'(l...JH-3)=^'(*+4)3  +  J''(A-M),+J"(*+4),+^/F(it+4)^ 

U.  8.  nr. 

and 

-d'  =5C(1....Ä) 

-4"  =  SC(1....Ä+1)-  (Ä+2)i  SC{\....k) 

JP  =  Sai" -Ä+ä)  -  (Ä+3)iSC(l....i5:+l)+(A+3),SC(l....ü) 

J"'_sc(l....A;+3)  — (A+4)iSai..  .A+2) +(Ä:+4)2  SC(1-JH-1) 

— (iH-4)s  SC(l....Jfc) 
a.  8.  w. 

S0[1....*)     =(1.2.3....*) 

SC(1....*+1)= SC(1....Ä:)  +  (A+1)SC(I....A) 

5C(l...Jfc+2) = Ä0(l....ifc+1) + (*+2)«C(l....it+l) 

SQ1....Ä+3)  =  SC(I....A+2) + (*+3)  Ä^l ....  Ä+2) 

u.  s.  w. 
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Durch  Vorstehendes  ist  die  successive  Bestimmung  der  Co 
ficienten  ermöglicht.  Bei  der  Zuruckfflhrung  dieser  Werthe  i 
Ausdrücke  unter  den  gewöhnlichen  Rechnungsformen  mag 
schwierig  sein,  die  Uebersichtlichkeit  des  Bildungsgesetzes  fc 
zuhalten.  Für  die  weitere  Begründung  und  Entwickelung  dur 
Vieles  aus  des  Herrn  Schlaf li  Abhandlung^  Archiv  X.,  pag. 3 
und  XII.  9  pag.  53.  zu  benutzen  seih. 


II.    Werden  die  einzelnen  Cotnplexionen   als  Summ 

gedacht 

und  entwickelt  man 

so  erhält  man  bekanntlich  in  den  Exponenten  von  x  alle  Variat 

nen    mit   Wiederholung    der    A:ten    Klasse    aus     den    Element 

0, 1,  2, ....  w,  und  die  CoefBzienten  zu  x^,  x\  x^,  „„xK...x^^  geb 

respective  zugleich    die  Anzahl   dieser  Verbindungen  zur  Sumi 

0, 1,  %  ..••  A**.'  kn  an ;  auch  ist  unschwer  zu  ersehen^  dass  F  (für  x= 

BF 
=  der  Anzahl  der  sämmtlichen  Verbindungen ,  g-r  (für  a:=l)  =  <i 

8^F 
Summe  sämmtlicher  Verbindungen,  T"9"^ — T^T^  (^'^^^=0)=^ 

Anzahl  der  Verbindungen  zur  Summe  X  sein  werde,  woraus  si 
dann  durch  Multiplication  mit  X  auch  die  Summe  der  letztern 
giebt.    Für    die  Variationen    ohne   Wiederholung,    sowie   für   < 
Combinationen,  leisten  die  in  Folgendem  unter  jP  begriffenen  Fui 
tionen  Dasselbe. 

1)  Bei  Variationen  mit  Wiederholung   der  A:ten  Klasse    £ 
den  Elementen  0,  1^  2,  3, ....  n: 

^=(^5^)*'  F  (fär  ;r=l)=(«+l)'.  ^(Rir^l)=5l*(n+] 

2)  Bei  A^ariationen  mit  Wiederholung  der  A;ten  Klasse  aus  c 
Elementen  l,  2,  3, ....  m: 

3)  Bei  Variationen  ohne  Wiederholung  der  £ten  Klasse  i 
den  Elementen  0,  I5  2,  i„.,n: 
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F(fara?=:l)  =  (1.2.3....A:)(w  +  l)*, 

SP  n  k 

^  (föra:=l)=:(1.2.3....jfc)^(n+l)t. 

il       4)  B«l  VAriatiooen  ohne  Wiederholung  der  A'ten  Klasse  aus 
denEIemenlen  1,  2,  3....m: 

1— a^**+i   l^a:'«-*+«   1— a?«-*+» 


ite 


f=:(L2.3..^)  j— nr^ jz:^ r=^ 

•••1— o:*-!      1— a:*  {* 


F(furar=l)  =  (1.2.3....A:)(m)*, 
^  (fiira:=:l)  =  (1.2.3....;fc)^^i^(m)*. 


]|        5)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  der  A:ten  Klasse  aus 
den  Elementen  0,  1,2,  3.. ..9z: 

dF  9zj^ 

F(far;r=l)  =  (n+Ä)*,    g^  (für  ar=l)= -g-<^+*>- 

S)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  der  iUen  Klasse  ans 
den  Elementen  1^  2,  3....m: 

P(aif  a:=rl)  =  (m+*-l)*,    ^  (fur;r=l)=  ^^^^±^(1» +*-!)». 

7)  Bei   Combinationen    ohne  Wiederholung   der  Arten  Klasse 
MS  des  Elementen  0,  1,  2,  3....n: 

ÖF  M  k 

F(«Bra:=l)  =  (n+l)t;    g^  (för  a:=l)  = -^(«  + 1)». 
Tbeil  Va.-  16 
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8)  Bei  Combinafionen  ohne  Wiederholang  der  Ä;ten  Kla€ 
aus  den  Elementen  1, 2,  3....yii: 

F  (für  a:=l)  =  (m)k;  ^  (fiir  a:=l)=^^^±^ (m)*. 

Die  obigen  mit  F  bezeichneten  Funktionen  sind  für  die  hi( 
in  Betracht  kommenden  Fälle  stets  ganze  Funktionen ,  haben  i 
der  EntwickeluDg  in  gleichen  Abständen  von  beiden  Enden  du 
selben  Coeffizienten ,  und  geben  noch  zu  manchen  Betrachtiinge 
Veranlassung.  So  wird  z.  B.  bei  der  Funktion  unter  5J  darc 
Vertauschung  von  n  und  ä:  der  Werth  nicht  geändert,  so  das 
also  in  Betreff  der  Anzahl  und  Summe  der  Complexionen  di 
kie  Klasse  der  Combiaationen  mit  Wiederholung  aus  den  Elemei 
ten  0.1.2....n  'gleich  ist  der  nten  Klasse  aus  den  Elemente 
0.1.2....A;  u.  s.  w. 

Bei  der  Ableitung  der  höheren  Differentialquotienten  bin  id 
die  Fälle  1)  und  2)  ausgenommen,  auf  Schwierigkeiten  gestossei 
doch  wird  der  Werth  derselben  für  a;=0  wohl  zu  ermitteln  seil 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Rücksichtlicfa  der  in  diesem  Aufsatze  gebrauchten  Bezeicl 
nnng  bemerkt  der  geehrte  Herr  Verfasser  desselben  in  eine 
Briefe  an  mich  Folgendes,  was  ich  zu  leichterem  Verständoii 
noch  beifuge: 

Variationen  und  Combinationen  sind  mit  V  und  C,  Variati< 

nen  und  Combinationen  mit  Wiederholung  mit  V  und  (7  bezeicl 

net,    die  Klassenzahl  darüber  und  die  Elemente   rechts  danebe 

gesetzt.    Die  Summe  von  Variationen  und  Combinationen  habe  k 

k 
durch  das  vorgesetzte  S  bezeichnet ,  so  dass  also  unter  S  F'(l....i» 

die  Summe   der   Variationen  mit  Wiederholung  der   i^en  Klass 

aus  den  Elementen  1,2, 3.,. ,m  zu  verstehen  ist;  ausserdem  komm 

nur  noch  die  gebräuchliche  Bezeichnung  der  Binomial  -  Coeffiziei 

ten  (m)kf  (»1+2)4  u.  s.  w.  vor. 


MisceiierK 
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Miscellen. 


Methode,    den  Durchmesser  der  Pupille   sowohl  bei  Tage 
als  bei  Nacht  am  eigenen  Auge  zu  messen. 

Von  Herrn  Profettor  S.  Stampfer  zu  Wien. 

(Aas  den   Sitzungsberichteil  der  Kaiscrliclien  Akademie   der  Wissenschaften 

zu  Wien  Band  VIII.   lieft  IV.    S.  511.) 

Bekanntlich  erscheint  ein  entfernter  Lichtpunkt  durch  eine 
geeignete  Convexlinse  angesehen  (dem  kurzsichtigen  Auge  auch 
ohne  Linse)  als  ein  lichter  Kreis ,  dessen  scheinbarer  Durchmes- 
ser von  dem  Durchmesser  der  Pupille  abhängt.  Die  Erscheinung 
ist  ganz  dieselbe  wie  in  einem  Fernrohre ,  dessen  Ocular  nicht 
abbestellt  ist»  auch  hier  geht  das  Bild  eines  entfernten  Licht- 
pniktes,  z.  B.  eines  Sternes ,  in  einen  hellen  Kreis  über,  dessen 
I  Durchmesser  unter  Qbrigens  gleichen  Umständen  von  der  Oeff- 
Bimg  des  Objectives  abhängt.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen, 
sei  (Taf.  II.  Fig.  IL)  AB  die  Vorderfläche  des  Auges,  MN  die 
Betioa;  aba'b'  sei  der  vom  leuchtenden  Punkte  kommende  und 
h  das  Auge  eindringende  Lichtbüschel.  Dieser  kann  als  ein 
Oylioder  angesehen  werden,  welcher  mit  der  Pupille  gleichen 
Dvchmesser  hat.  Wegen  der  bei  bb*  vorgelegten  Convexlinse, 
tder  weil  das  Auge  kurzsichtig  ist,  fallt  die  Spitze  e  des  Kegels 
(das  Bild)  nicht  auf  die  Netzhaut,  sondern  vor  dieselbe,  und  es 
entsteht  auf  der  Netzhaut  ein  Lichtkreis ,  dessen  Durchmesser 
um  vom  Durchmesser  bb'  abhängt.  In  Folge  dessen  siebt  das 
Auge  in  der  Ferne  einen  lichten  Kreis,  dessen  scheinbarer  Durch- 
messer durch  den  Durchmesser  mn  bestimmt  wird.  Wird  nun 
eine  Blendung  hh! ,  z.  B.  eine  Spalte  aus  Kartenpapier,  deren 
Oeffoung   sich  vergrössem  und  verkleinern  lässt,   vor  das  Auge 


gehalten  und  so  regulirt,  dasa  der  enlfenite  Lichtkreis,  mitbii 
der  Kreis  ifln,  zu  beiden  Seiten  lieriihrt  wird,  so  ist  die  Oeffnanfi 
der  Spalte  zugleich  die  Oeffnung  der  Pupille.  Wie  man  sieht, 
hat  eine  grü»sere  oder  geringere  Entferoung  der  Spalte  vom  Auge 
keinen  merklichen  Einfluss.  Durch  die  Wahl  der  vorgelegten 
Linse  Iiann  der  gesehene  Lichtkreis  beliebig  gross  gemacht  wer- 
den, und  der  Versuch  ist  um  so  genauer,  je  grösser  derselbe  ist, 
vorausgesetzt,  dass  er  die  nUtbige  Helligkeit  hat.  Zur  Nachtzeil 
sind  die  hellsten  Sterne,  x.  B.  Jupiter,  oder  ein  entfernfes  Licht 
besonders  geeignet.  Die  grüsst mögliche,  nur  in  voller  Finsternis» 
vorhandene  Pupillen-Oeffnung  wird  zwar  auch  auf  diese  Art  aicbt 
erhalten,  iveil  das  geringe,  zum  Versuche  nüthige  Licht  dieselbe 
ettvas  verkleinert;  indessen  wird  der  Unterschied  unbedeutend 
sein,  wenn  der  Versuefa  in  ganz  dunkler  Nacht  mit  einem  ent- 
fernten Lichte  gemacht  wird,  dessen  Helligkeit  dazu  eben  noch 
hinreicht.  Eine  40  Klafter  entfernte  Strassen- Gaslampe  gab  uns 
schon  eine  entschieden  kleinere  OelTiiung,  als  ein  etwa  100  Klaf- 
ter entl'erntes  Kerzenlicht. 

Um  den  Versuch  bei  Tage  zu  machen,  ist  es  am  besten,  di 
Lichtpunkt    durch    reflectirfes    Sonnenlicht    herzustellen,    was  aal 
verschiedene  Art  geschehen  kann.    Eine  Couvexlinse,  einepolirtrt 
Metallkugel,   jede  sphärische  Wölbung  an  einer  Glusflasche  giebf 
durch  Reflexion  des  Sonnenlichtes  einen  solchen  Lichtpunkt. 

Der  Versuch  ist  einer  ziemlichen  Genauigkeit  fähig;  selbal 
bei  Ungeübteren  stieg  die  mittlere  Ünsicherh^t  eines  einzelnen 
Versuches  nicht  über  '/iq  Linie. 

Nach  diesem  Verfahren  wird  eigentlich  der  Durchmeseer  d< 
Lichlbüschels  bei  seinem  Eintritte  in  die  Hornhaut  erhalten,  < 
aber  die  Pupille  etwa  1,6  Linie  rückwärts  liegt,  so  ist 
Durchmesser  etwas  kleiner.  Nach  den  mittleren  Dimensionen  d 
menschlichen  Auges  folgt,  dass  der  nach  dieser  Klethode  gcfti 
denc  Durchmesser  mit  0,!)0  zu  multiplicircn  ist,  um  den  wahret 
Durchmesser  der  Pupille  zu  erhalten.  Ferner  haben  wir  bishi 
vorausgesetzt,  dass  die  vorgelegte  Linse  sich  möglichst  nahe  a 
Auge' befinde.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  ist  eine  weitere  Ver 
besserung  notbwendig.  Sei  F  die  Brennweite  dieser  Linse,  g  il 
Absland  vom  Auge,  d  die  beobachtete  Oeffnung  der  Spalte,  i 
ist  wahrer  Durchmesser  der  Pupille 


=  0.9, 


<-l> 


wo  F  für  Coiicavlinsen  negativ  zu  nehmen  ist.    Streng  geiioiDinei 
bat  auch    die  Oeffnung    der  Pupille,    die  scheinbare  GrösM 
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Lichtkreises,  sowie  die  Kurz-  oder  Weitsichtigkeit  des  Änges 
selbst  auf  diese  Verbesserong  Einfluss,  aOein  da  dieser  wohl  im- 
mer geringer  ist^  als  die  Unsicherheit  des  Versaches»  so  wird  es 
imnSthig  sein»  diese  Umstände  durch  eine  ziemlich  compiicirte 
Formel  zu  berücksichtigen. 

Erscheint   endlich  der  leuchtende  Punkt  selbst  unter  einem 
merklichen  scheinbaren  Durchmesser »   nämlich  ßlr  den  Fall,  als 
sein  Bild  auf  die  Retina   fällt,    so    ist   genau  genommen  dieser 
Durchmesser  von  feoem  des  Lichtscheines  abzuziehen.    Der  Fall 
km  wohl  nur  eintreten,  wenn  der  Versuch  mit  einer  verhältniss- 
sAssig  grossen  Lichtflamme  in  geringer  Entfernung  gemacht  wird; 
der  Fehler  ist  jedoch  um  so  geringer,  je  grösser  der  scheinbare 
Durchmesser  des  Lichtkreises  ist,  was  man  immer  in  seiner  Ge- 
walt hat 


Zur   ebenen   Trigonometrie. 

Vom  Heransgeber. 

Die  bekannten  Formeln  fär  sin(;r-f9)  und  cos(a?-fy)  lassen 
sich  als  Relationen  zwischen  den  drd  Winkeln  eines  ebenen 
Dreiecks  auffassen,  wodurch  man  einen  einfachen  Beweis  der  in 
Rede  stehenden  Formeln  selbst  gewinnt. 

In  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  (Taf.  II.  Fig.  12. 13.),  dessen  Win- 
kel wir  durch  die  Buchstaben  A,  B,  C  bezeichnen  wollen,  fölle 
man  von  den  Ecken  B  und  C  auf  die  nöthigenfalls  verlängerten 
Gegenseiten  AC  und  AB  die  Perpendikel  BD  und  CE,  Wenn 
ooD  zuerst  (Taf.  II.  Fig.  12.)  die  Winkel  A  und  B  beide  spitz  sind, 
80  ist 

.     .      CE  .     AE^ 

sinif=2^,  cos^s^;^; 

.    _,     CE  ^     BE 

smÄ=-g^,  cosiB=^7«; 

also 

.     .       ^,         ..     '      CE.BE  +  CE.AE     CE.AB 
f^mAcosB+cosAsmB^ ^^j-j^^ =Äc:bc'' 

aber 

CE.AB:=:AC.BDsz^ABC, 
also 
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'   A       nr      AM^     AC.BD_BD 
8in4cosJB'irCoaABmB=='^Q-ßQ^=i'-ßQ9 

upd  folglicD»  weil 

8IIlC  =  55 

ist:   •  ' 

•  '  .'- 

.siaC^=  amAcoaß  ■\- coaAainB. 

Wenn  (Taf.  H.  Fig.  13.)  der  Winkel  A  stumpf,  also  der  Wii 
kel  S  spitz  ist,  so  istf' 

.    .     CE  .        ^. 

SID  il  =  "J7»*    COS  il  =  —  "jT^» 

CJB  _         jB£ 


SiDJff  =  -^7v>    COSBZS        "Dp* 


also 


^  .    „      CE.BE'-CE.AE     CE.AB 

sm iflcos B+coaA sid jd  = ></?  BP ~ 'ÄC~Bc'^ 


V  ,• 


aber   ? 

CE.AB  =t  AC.  BD  ^l^  ABC, 

also 

sm4co8ig  +  coSilsmg=^^  ßf^^Jgr^ 


. ,  : .  »  .' 


und  folglich,  weil 

i  BD 

sinC=-^ 

ist,  wieder 

sin  C  =  sio  4  cos  £  -I-  cos  A  sin  J?. 

Im  Dreieck  ABC  hat  man  daher  zwischen  den  drei  Winkel 
überhaupt  die  drei  folgenden  Relationen : 

Isin  A = sin  i?co8  C  -f  cos  jff  sin  C, 
sin  B = sin  Ccos  2I  +  cos  C  sin  A, 
sin  C = sin  A  cos  B  •{■  cos  A  sin  jff . 

Führt  man  nun  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  den  Werl 
▼on  sinC  aus  der  dritten  ein,  so  ergiebt  sich: 


iU9eelim.  839 

sio  JB  :9Ä«b  ii  cos  il  00»  JB -f  coa  ^.ftiii  iB -I*  cos  Csin  J» 

I 

abo 

sin  A^  sin  i?  =  sin  2I  cos  A  cos  J?  ^  cos  Csin  A^ 

imd  folglich,  wenn  man  durch  sin^  dividirt: 

sin  il  sin  iB  s=  cos  il  cos  £ -f  cos  Cy 

woraus 

cos  C=:sinilsini?  — cosilcosA 
folgt. 

Daher  hat  man  jetzt  die  drei  folgenden  Relationen: 

!cos2l=sinJ?sinC — cosAcosC, 
cos  B = sin  Csin  A  —  cos  Ccos  A,, 
cos  C = sin  il  sin  £  —  cos  il  cos  JR 
Weil  nun 

ist,  80  ist  bekanntlich 

sinC=sin(J+jB),   cosC=— cos(J+J?); 
abo  nach  1)  and  2) : 

fsin  {A'\-B)^=iBmA  cos  f-f  cos  A  sin  B^ 
cos  {A-\'B)^=i  cos  il  cos  B  •— sin  ilsinB. 
Setzen  wir  jetzt 

A={A^B)^B, 

so  ist  nach  3) : 

8inil=sin(il — B)cosjB-|-cos(il-r-jB)sinB9 

cos  4=  cos  {A — B)  cos  B — sin  (A — B)  sinB ; 

^i  bestimmt  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  sin  {A^B) 
ond  cos(il — B)  mittelst  gewohnlicher  algebraischer  Elimination» 
^^  erhält  man : 

(sinjB'-f  cosjB^)sin(^ — B)s=sinilcosB—cosilsinjB, 
(sinS*-^cosJB^cos(il*-J5)  =  cos^coSiB-^sinilsiniB; 


18to(if*--i9)aa 
cos  (J— /;)=:< 
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sto  (if  *-- i9)a  sitt  ilcM  J?  •- eo8  itf  sin  if, 

cos  AcosB-\'SmAATkB. 
Nach  3)  imd  4)  ist: 

8iD(i<  J:£)  SS  siD^cosB  dk  cosilsin  A, 
€OS(i<dt  JB)=:  eosil  cosiS  T  sin  i4  sin  J?. 


8) 


Satz   von   der  Hyperbel. 

Ein  Punkt  und  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  seie 
geben.  Wenn  «man  um  von  dem  gegebenen  Punkte  gerade  I 
in  beliebiger  Anzahl  aaszieht,  welche  die  beiden  gegebenen  I 
schneiden ,  und  anf  jenen  Linien  von  dem  gegebenen  Punkt 
Stflcke  abschDei4et>  welche  den  zwischen  den  gegebenen  L 
liegenden  Stücken  der  von  dem  gegebenen  Punkte  aus  gezo| 
Linien  gleich  sind,  so  liegen  die  Endpunkte  jener  abgeschnit 
Stficke  in  einer  Hyperbel.  Diesel  an  sich  ziemlich  einfache 
scheint  zu  weiteren  Betrachtungen  Veranlassung  geben  zq  kö 
und  wird  dann  seine  nähere  Bestimmung,  als  ihm  hier  derl 
wegen  gegeben  werden  konnte,  von  selbst  finden. 


Druckfehler 

in  Theil  XXI.  Heft  IL 
Verbessemngen  ko  Lehmanir^s:  »^Beitrag  Knr  Berechnang  der  Zai 

S.  126  Z.  12  V.  u.  Statt  98,522554845  lies  98,52554845. 
S.  132  Z.  6  und  %  v.  u.  statt  „findem'^  lies  „Sndere.'' 

«   ,.,  »    o  ^^  5ap+25  ,.      50;r  +  25 

5.  141  Z.  8  Vi  o.  statt    ^_;^    hes    ^_gQ  > 

6.  148  Z.  1  V.  u.  statt  „stattgehabte''  lies  „statdiafte.'' 
S.  162  Z.  10  V.  o.  statt  g^qp^-  lies  g^^qp^^. 

S.  153  Z.  9  V.  o.  statt  004764  lies  004763. 
S.  166  Z.  4  V.  o.  statt  „— 982352....*'  lies  „-982362." 
S.  172  Z.  4  V.  o.  statt  „+21183&..,«  lies  „+21 1838." 
S.  173  Z.  7  V.  u.  statt  „965624"  lies  „965624...." 


Essen:    Ergan%ung  des  ersien  Jakobf sehen  Theorems  eie,    341 


m 

OS 

oll 


Erganasang  des  ersten  Jakobi'schen  Theorems  von  den 
elliptischen  Funktionen  der  ersten  Art. 

Von 

Herrn  Essen, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stargar d. 


Es  sei 


0 


TT 
»*2 


8q> 


m  eine  gerade  Anzahl  p  von  Theilen  getheilt^  und  es  werde 

^urch  Um  bezeichnet,     ßestimmt  man  alsdann  den  Winkel  ^  so, 
^^8  man  hat 

■ 

^(l-c«sinai2ar«)(l-.c«sin«32ara)  (l-^cHims^^a:'^) ....  (l-casinaj-j^ ' 


^n  welcher  Gleichung  x  ffir  sing)  steht :  so  ist 

/9  d(p /*^ 8^ 


Ä^cosi/;^ 


lodern 
Theil  XXI. 


IT 
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^           sina2^ .  siD«4* ....  sinorp-.2 
A:=ci'sinax*.  sinTf3* sinorp-i 

zu  denken  ist. 

Beweis.    Es  ist,  wenn  amp(^)=: 9)  gesetzt  wird, 

Setzen  wir  nun 

■  1         /     .  mD\  .  1        /      mD\ 

^„  =  2  arap  [9  +  --)+  2  amp(^9-  f) ' 

und  suchen  wir  sini^  in  a:=sing)=»inanip(7)  auszudrtlcken,  wei 

lf;  =  2^1  +2^3+2^5...  .2^p-i 

gesetzt  wird.    Man  erhält  aus  tang'9'fn=:tang^^am: 

oq.   ,•     i^«  cosy  +  isiny^cfm 
°  cosq) —  ismcpJam 

—  2'^ml=l0ff. r-r- -i • 

"  cosq) -i-ismtp/iam 


Da  nun 


sinif;= ^ 2£ 


so  leitet  man  leicht  ab: 

.    ,    ^  A^--B^     iJ  ~  B)(A+B) 
'^'"'''  =  ~2Zßr==    '      ^ABi         ' 

wenn  man  der  Kfirze  wegen  durch  A  das  Product 

(cos  g>  -f  £  si  n  q}Aai )  (cos  fp+i  sm  ipAa^) . . . .  (cos  g?  -f  t  si  n  9)  Aap  .1) 

vorstellt,  «nd  unter  J5  D^jenige  versteht,  wsi«  aus  ^4  hervorgeht, 
wenn,  fiberall  das  Zeichen  -f  ni>t  -^  vertauscht  wird.  Zunächst 
findet  man 

^Ä=(l— c^sinofi^^r^Kl— c2sina3aa:2)....(l  — c2sin«^-ia;2), 

welchen  Ausdruck  wir  fortan  mit  F  bezeichnen  wollen.  Entwickelt 
man  sodann  das  Product  A  durch  Multiplication,  so  nimmt  das« 
selbe  folgende  Form  an: 


t4m  den  etUptiscken  Fvnciionen  der  ersten  Ari.  24S 

[cosg)*-* — C2COS9  ^   .8ing)*+C4Cosg)  *  .sing?*....] 

^t6iD(pco'Bg)[CiCosiq>  *  — C^cosg)  ^  .sing)*....]; 
und  man  erhält,  sodann  : 

J5  =  [cosg>*'^  —  C^cosg)  *   .  sing)* . . . .  J 

t?  p— 4 

--ising?.cosg)[6\cosg)  *   — C^cosq>*^    .sing)*....]. 

Hieraas  ist  ersichtlich,  dass  der  Aasdnick  für  sintf;  auf  die  nach* 
stehende  Form  gebracht  werden  kann: 

.    ,       jr  VT^*[^:rP-*  +  A^xV-  * ...  +  Ar] 
sini(;  = ■ p^ — J. 

Um  den  Zähler  von  sinip  als  ein  Produet  Ton  p  Factoren  dar- 
,    zustellen,  müssen  wir  diejenigen  Werthe  von  ar=sing)  kennen»  für 
welche  sin'4;=0  wird.    Man  hat 

+  anip[»+£=- Z)J+aiiip[9 -  ^  D  J 

+  amp[^^+ -Dj+amp^^  -  -Z)J 
+  amp[^7+j^/>]+amp[y— -Z>] . 

pie  rechte  Seit^  dieser  Gleichung  lässt  sich»  indem  man  zuerst 
"^  der  Unken  Kolonne  von  oben  nach  unten  und  sodann  in  der 
""achten  von  unten  nach  oben  fortgeht»  in  folgender  Weise  an- 
^^iJaen: 

+amp[[5r+-Z>J+amp|^9-  -d]..... 

+«>»p[?  -  ^ß]^  amp[9-  £=-^fl]+ainp[9  -  ^d}- 


\. 
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Nun  wollen  wir  durch  if^m  Dasjenige  bezeichnen ,  was  aus  i/;  w  ird, 
wenn  man  / 


mD 


9^= 


setit;  ferner  sei  bemerkt,  dass  allemal  sein  muss: 


amp 


[«+f]+-pLß-f]=» 


Hieraus  folgt  sogleich,  dass  man  habe: 

P  P^  1 

Nimmt  man  sodann 

^        P 

un4  vergleicht  i/;p~2  mit  ipp,  so  findet  man,  dass  im  Allgemeinen 
jedes  Glied  in  das  folgende  übergegangen  ist;  aMsgescfiieden  ist 

arop[D  +  ^Z)], 
und  dafür  neu  hinzugekommen 


,[-lD]  =  -amp[i/)]; 


a™PI  — -/^J  =  — ampi 
folglich  wird  i^p-.2  um 

,[z)  +  ^=l/>]+amp[}z)]. 


amp 


d.  h.   um.Tc  kleiner  sein  als  tf;]i.     Indem  man  auf  diese  Wei»' 
weiter  schliesst,  erhält  man  folgende  Reihe  von  Werthen: 

p  p—1  ü  — 2 


n       f.  n  p—^\ 


*» 


also  allgemein: 


2    '"'^-P 2 


van  4m  eUipti$chen  Funciionen  der  ertien  ArL  346 

Va  ilird  also  sin '^/^O  für 

9=0,  ±«a,  ±«4»  i««»  ••••±2  > 
woraus  sich  folgem  iHsst : 

•sinif;  = y • 

Um  ooD  auch  eiaeo  ähnlicheu  Ausdruck  für  cos^  zu  finden« 
hat  man 

wodurch  sieb  cos'^;  mittelst  eines  Bruches  darstellen  iässt,  dessen 
ZSbier  nach  p  Tom  ^ten  (verade  sein  wird.  Die  Ansicht  der 
verschiedenen  Werthe  von  tf;  zeigt,  dass  man  nehmen  kunne: 

V       sincfiVV        sinaa*/"*'\        sin  ci4— i/ 
cas^= y^ : % 

und  es  bestimmt  sich  der  constante  Factor  deicht,  wenn  man  be- 
denkt, dass  für  ^=.0  auch  i|;=0,  also  cosi^=l  werden  muss. 
Dadurch  erhält  man  C=l. 


Wiif  wollen  cos^=:z  setzen  und  dann  der  Kürze  wegen  schreiben: 

Sabstituirt  man  fiir  x  jetzt  —  und  fiSr  z  gleichzeitig  -r- ,  so  wird 
der  Gleichung  I)  genügt,  wenn  man  nimmt: 

III)    A:=:cPsinoi^.  sinofs^ ....  sino^.i . 

'^mch   eben    dieselbe  Substitution    geht  aber    die  Gleichung  II) 
^hcr  in:  " 

1 1    Q"(c«j*  — 1) 

^orin  Q'  fiSr  das  Product 

(1  -  c*sin«a%«)(l  —  cHma^a?) ....  (1  —  f»sin«^-aj:*) 
und 
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gesetzt  ist.    Hierans  erhält  man : 

IV)  VT=:?  vr:=:ifeä^=:^^Vr=^5^  srt::::^^, 

_-        /c  ^^8iri«i*,8ina3^«...8in«p-i 

j    r      ^       sin CK2*. sin «4^....  si naj— 3* 

R 
ISetzt  tnan  fSr  z  seinOD  Werth  -p  pnä  qeadrirt,  so  kommt 

VI)     (F»  —  12«)(F2~Ä»Ä«)=^e*e'*(l— a:2)(l-C«jr2). 
Nun  ist  es  leicht,  sich  zu  überzeugen,  dass  die  Function 

ox  cx  ex 

ein  Polynoni  vom  (p— 3)teo  Grade  sein  muss.  Den»  es  ist  sow 
Fk-  als  auch  Äq^  vom  (2/>— l)ten  Grade;  das  letzte  Glied  a 

wird»  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  x  entwickelt»  in  bei 
idttilisdk  uimI  muss  sich  daher  (ortheben.  Demnach  kann  i 
bekanntlich  schliessen,  dsss 


f«e-=„(p^-«|E) 


sein  werde,  indem  oo  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.    Di 
donst^nte  ist  in  folgender  \Weise  zu  bestimmen.    Man  hat 


8z       Bcoati;  .      8tb 

vx         ox  ex 


{QlgUqb  pxhUX  mau 


nnd  wenn  man  x  unendlich  klein  denkt: 

ox  X 

Aus  der  Gleichung  II)  folgt . 


WM  äeu  elSlpMeAen  FtmcttoHen  der  enten  Art.  347 

V"l— «« 

.  at  '^-  ^ — v~ 

woraus,  w«nii  man  x  unendlich  klein  nimmt,  hervorgeht: 

dx      Ä ' 

Dieser  Werth,  io  die    obige    Gleichung  gesetzt,    giebt   »= — fi. 
Mao  erhält  also  , 

hx dz 

woraus  man  leicht  ableitet: 


A*cosif»* 


Nimmt  man  p=2,  so  wird 

1 


SlUOfi  = 


Vi +6 

und  Ja^=z^^,  indem  6  für  Vi — e^  gesetzt  ist.    Darausfolgt: 

1)  tg^,=tg|=tg9>.V6, 

.         •  2  Vä  siriw .  coso 

2)  sin  ^=3 — 7TI — TT-, — «. 
'  ^     1 — (1  —  o)amep^ 

l—(i+b)8\n<p* 
')  «»*f=l-(l-.4).i„9,«' 

■  I 


M« 


0 


'J     Vl-c'siny«       1+*J     4/",      /1-6V      ^, 


;:•■■ 
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Aus  der  Gleichung  4)  folgt  aber : 


1+Ä'   '■    -(1  +  Ä)*' 

wodurch  die  Gleichung  6)  die  folgende  Gestalt  anoimmt: 
-  /*9 d^_ l+A  P'i'  8»     

Setzt  man  aber 

also 

,       28inQpcosa> 

« 

so  hat  man  bekanntlich 

/<f 8y  _L±*  /'''''  V 

Da  nun  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  herForgebt: 

2V^1  —  A:^ .  sin  g?  cos  g? 
tang  t  =       i^.A_2.8iny»"- ' 

60  folgt 

VT=Ää^8^^"^t/       Vi— )t«sini/;''^' 

wofern  gegeben  ist 

tangi/;=  Vi — Ä^.tangt/;', 
wovon  man  sich  auch  unmittelbar  überzeugen  kann. 


I 


l 
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Ueber  >die  Permatationszahlen    (Faktoriellen   mit  der 
Differenz  Eins)  und  ihre  Anwendung  aufs  Differen- 

türen  und  Integriren. 


Von 


Herrn  Dr.  fj^ilhelm' Langsdorf 


zu  Worms. 


1)  AllgemeiDer  Begriff  des  DiffereDtiirens. 

Der  ite  DifferentialquotieDt  einer    beliebigen  Funktion  wird 
fepräsentirt  dtfreh  eine  Kurve ,  deren  Gleichung  ist: 

Diese  Kurve  hat  ihre  Schnittpunkte  mit  der  x-Axe  da»  wo 
die  dem  G;— I)ten  Differentialquotienten  entsprechende  Kurve 

_8g-y(ar) 

ihre  Maxima  oder  Minima  besitzt  Ganz  dieselbe  Beziehung  fin* 
4et  zwisehen  je  zwei  beliebigeii  ssocessiven  Differentialquotiettten« 
Kurven  Statt 

GewShqlich  tersteht  man  unter  dem  Grad  i  des  Differential- 

quotienten     a\-  nur  eine  positive  ganze  Zahl.    Fasst'  man  aber 
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den  Begriff  desselben  allgemeiner  auf,  so  ergiebt-  sich  sofort  die 
Berechtigung  folgender  ßezeicbpungen : 


-^^-=^f(Jf{x)dx)dx,  u.  WS. 

so  dass  man  also  das  ^te  Integral  als  das  —  £te  Differential  be- 
trachtet. 

DerUebergang  vom  Jten  zum  (f+l)ten  und  (^— l;ten  Oifferen- 
' tialquotienten  geschieht  nicht  plötzlich,  sondern  stetig  durch  die 
Vermittlung  von  Funktionen,  welche  als  gebrochene  Diffe- 
rentialquotienten darzustellen  sind.  Diese  können  nun  eben- 
falls positiv  oder  negativ  sein.  Im  letzteren  Faite  haben  wir  ei 
mit  einer  Funktion  zu  thun,  die  das  Mittelglied  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  ganzen  Integralen  bildet. 

Dadurch  dass  man  in  ^=— ^^  ^  ganz  allgemein  reell,  posi- 

tiv  oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  annimmt,  ist  man  in  Stand', 
gesetzt,  Diffentiiren  und  fattegriren  unter  demselben  Gesichtspunkt 
aufzufassen,  so  dass  man  in  den  nach  diesem  Princip  aufgestell- 
ten Differentialformeln   blos  ^=—1  zu  setzen  braucht,  um  das 
Integral  der  betreffenden  Funktion  zu  erhalten. 

Da  die  Potenz  o?"*  für  alle  anderen  Funktionen  den  Ausgangs- 
punkt bildet»  st^nach  auch  alle  Funktionen  sich  beliebig  differen- 
tiiren  lassen,  wenn  man  das.  allgemeine ,  z.  B.  ^e,  Differential  von 
x^  kennt,  <so  wt)lfen  wir  dieses  zuerst  bestimmen. 

Der  £te  Differentialquotient  von  ar"* : 


Bx^ 


=:m.m  — 1 IM— 5+ 1.0?"»-^  (I) 


bestellt  ausser  d«r  Potenz  x^^^,  welche  för.jieden  beliebigen 
reellen  Werth  von  ^  zulässig  ist,  noch  aus  dem  Produkt: 

wi.m — l....m  — f+1, 

welches  die  AnoaU  der  Permutatiiäften  von  mELeraenteD  20  je  £ 
amdrdckt»  und  da«  frit  dabea  mti  (»i/^  (9ii-Gc5fisea  penniltifl  z» 
je  S)  bezeichnen  wollen. 

ist  {;  positiv  ^anz,  so  ist  das  Produkt  (mP0  gegeben^  nicht 
aier,  wenn^beliebtg  poisfttv  oder  nfegath^  t^/ d.  11, %ä^mduk^ 


t)i 


unäiktm  Axmendung  aupt  DlffererUHren  und  !nte§rireH»      S5l 


ist  ein   spedeller  Fall  eloer  Funktioo,   welche  fSr  i^ly  2,  3.... 
die  respektiveD  Werthe: 


9  iw.in— 1,  m.j»— l.fÄ— 2,  Q.  8.  w. 


annimnit. 


fe 


Die  Haupteigenschaflen   dieser  Funktion  lassen  sich  leicht  a 
priori  angeben. 

Da  wir  nämlich  das  Produkt 

*  wi.m  — 1....WI — t+l  =  (w»#^) 

udi  so  schreiben  können : 

so  ergibt ^ich  sofort: 

{iiiPö=(m-t+l)(f/i/^-l).  (II) 

Khenso  tet    * 

m.m — l.*^iii— {;  +  l=:5m(m  — l....ni  — f +1), 

Ah. 

(iw/^  =  m(m-l/^— 1) 
oder,  da  (nach  (U))' 

(mn)=(»»-f+i)(»in-i) 


ist  9 


7/t 


(m/^-l)=^j^3^:pj(m-in-l). 

Die  Formel  (II)  giebt  fflr  g=l,  0,  -1,  —2,  ....: 

1 


fmH)=3  m .  («PO)  =  1 ,  {mP—  1)  = 


(ibP-2)= 


m  +  1' 


(/»+l)(i«  +  2)'  "•  "•'^- 
Ans 'Formet  (III)  dagegen  folgen  wir' für  mcsl: 

(OPt-l)=^(l/>C_l) 


(III) 


«der 


I 
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Mit  Anwendung  dieser  Eigenschaften  der  Funktion  {tnPQ  ä 
Gleichung  (1)  erhält  man  nun  sogleich,  wenn  man  einerseits  £== 
2,  3....,  andererseits  f—O,  —1,  —2,  ....  setzt: 

-g^  =  iiu:"»  1,    -g^  =  iii.m^l.a:"-^,   ^^ 

..     u.  s.  w.  *  _ 

Wir  wollen  nun  eine  Methode  angeben ,  wie  man  einen  be 
liebigen  Differentialquotienten  (ganz  oder  gebrochen»  positiv  odei 
negativ)  einer  beliebigen  Funktion  in  eine  Reihe  entwickeln  kaoo, 
sofern  man  nur  die  ganzen  positiven  Differentialquotienten  dersel- 
ben  könnt.  Man  erhält  nämlich  durch  successives  Differentürei) 
des  Produkts  yz:=if{x),tp(x)\ 


Bi(n^)ip(x))'_       8^<p(x)      t  df{x)h^-Mx) 
^5C       ~'^  '  axC    + 1    Sa:      8ar£-» 

S.g-r8'/i:a;)8C-«y(x)  , 

+  172"  "SP  •  8«C+4 .  +"••    ^'^^ 

Für  ßx)—y,  q>(x)=rA  gibt  dies: 

8%^)_   8M)  .  S  8y  8g-H^)      S.g-18«iy8C-«(^)  . 
8xi  —^8af  +iaar  ae^-l  +    l.fW*  äri-»  +"" ' 

oder  da 

-85r=— ssr-  =  ^  ■8ir=^(0i^«^^' 


Dd 


taut  tkre  Jumendiaig  aup*  Dtfferenmrtn  und  Integrirm.     SKS3 


(0/^-,l)=^f^.  (0P£-2)^ji^ff_-^.  .1.  5.  w. 


(t: 


"äa*     ~     orC      'Ä+lSarl— f*^    1.2    aa;«!— f.2— f+-  •' 


»der 

+     1.2      8a:*   l-.c.2^f  +  --'       ^^' 
Von  dieser  Keihe  ist  die  Bernoulli'sche  Reihe: 

ff{x)dx=f{x).x — ä^o+^a  r."o~ ••••' 

leijenige   specielle  Fall,    in   welchen   sie   für  ?=  — 1  übergeht. 
Man  erhält  nämlich  aus  (V)  für  f=  — 1: 

(OP-l).„.      Idfjx)  X        l.2S^/(x)    X»  * 

—     ^-1     ^W      i  Sx   1.2+1.2  dx^  1.2.3~-^ 

— ayw—  3^  1.2+   B.v^   1.2.3~" 
Setzt  man  in  den  Werth  des  ^ten  Differentialqiiotienten  von  a;"* 

Qt==0,  so  wird  daraus,  wie  sich  schon  oben  ergab: 


«während  für  ms::^ 


|J  =  (0/>öa:-C, 


^=(fPt)j::-C=(JPö 


hervorgeht. 


354  ^'  Lanffsäorjf:    ütber  die  PermnUUt»ns%ah^n 

« 

Die  Funktionen  (0P£)  und  {tPQ  erscheinen  daher  als  specielle 
Fälle  von  (m/^)  und  müssen  sich  aus  derselben  entwickeln  lassen. 


2)  Die  Faktorielle  {mPQ. 

Eintvrickeln  wir  nun  zuerst  die  Faktorielle  (mPQ. 

Das  Produkt  (mPQ^s:m.m  —  l....m — f+1  besteht  aus  ^ein«j 
fachen  Faktoren  in  Bezug  auf  m,  lässt  sich  also  als  eine  Glei- 
chung vom  £ten  Grad  in  Bezug  auf  tr  betrachten ,  deren  Wurzele 
0,  I,  2....(^— 1)  sind.     Ordnet  man  diese  Gleichung  nach  Poten- 
zen von  niy  so  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

Es  ist  sonach ^die  Entwickelung  für  (mPQ  gefunden,  sofern 
die  successiveu  Funktionen  /'(f),  /"(?)....  sich  angeben  lassen. 

Fasst  man  die  Bedeutung  der  Funktionen  fiQ»  f"(i)^..dk 
successiver  Coefflcienten  einer  Gleichung»  deren  Wurzeln  0,  1,  %^: 
...^ — '1  sind,  näher  ins  Auge,  so  ergibt  sich: 

t 

wobei  nur  noch  ai,  a^;  b^,  6.2,  63,  64;....  zu  bestimmen  sind,  so 
dass  man  bat: 

(/«i^)=»»H(«i5+«2g*)»«!:-H(6,?+62S*+63JH64S*)'»«-H....      (1)     ' 

Kommt  es  nun  darauf  an,  die  CoefBcienten   Oi,  a^\  bi,  bf,  j 

63,  64;  u.  s.w.  numerisch  anzugeben,  und  will  man  nicht  zugleich  ' 

das  Gesetz  ihres  Zusammenhangs  auffinden,  so  führt  folgende  He  1 

thode  zum  Ziel.  ^ 

Setzt  man  in  Gleichung  (1)  ^  successjv  =1,  2,  3,...,  so 
kennt  man  einerseits  direkt  die  Werthe  (mPl);  (mP2)...,,  nämlich 
(TnPl)=tn,  (mP2)  =  m.m—h  "•  s.w.  und  andererseits  erhält  man 
die  entsprechenden  Werthe  durch  die  CoefBcienten  ci| ,  a^;  6i, 
^2'  ^3'  64;....  ausgedrückt. 

Zur  Vereinfachung  dieser  Operation  kan  man  sich  folgender 
Hülfsbetracbtungen  bedienen.    Setzt  man  nämlich  in  der  Gleiclnii^i 

(iiin)=wjc +r(ö»»^-Hr(ö»*^-H  .... 
f=l,  und  bezeichnet  die  Werthe,  die  dann  /*'(ö,  /"''(ö—  anneh- 
men, mit  /'(l),  /""(!)....;  so  wird: 
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Da  nun  an  uftd  filr  sich  {inP\)^=m  ist,  so  ist  diese  ü^leichung 
licht  anders  möglich,  als  wenn 

Ir  sich  =  NqH  ist.  Da  aber  m  jede  beliebige  Zahl  sein  kann, 
0  ist  nicht  nur  /'(l),  sondern  auch  /^(l),  fi})*  ....jedes  für 
ieb  gleich  Null. 

Setzt  man  weiter  in  (1)  £=2,  so  entsteht: 

(mP2) = m« + f  (2)m  +  fCI)  +  ^  /"'("J)  + ....  =  wi .  m  —  I  =  vi^  -  m , 

roraus  ebenso 

f"(1)=ß,  /'"(2)=0,  u.  s.  w. 
»Igt. 

Man  erhält  so  folgende  Systeme  von  Gleichungen : 

/•''(2)=0r'(2)  =  0.... 

voraus  folgt,  dass 

/•'(?):  0  und  1; 

AC):  0,  1  und  2; 

/"'"(f):  0,  1,  2  und  3;  u.  s.  w. 
n  Wurzeln  haben,  also  auch  so  gesehrieben  werden  kunnen: 

Y''(ö=f.e-i.?-2.9'.<p'(j), 

/™'(ö=U-i.f-2.5-3.v".qp"(J).  u.  s.  U-. 

Die    Constanten  9,    9',   9"....,  so  wie    die  Funktionen    fp'{^, 
\Qy  9*''(£)'-*9  sii^d  nun  sehr  leicht  mittelst  der  Gleichungen 

:Pl)=«i,  (mP2)  =  m.m — 1,  (mP3)=m.m-— l.m  — 2,  u.  s.  w. 
finden,  so  dass  man  erhält: 


256 
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Dm  das  Gesetz  des  Zusammenhangs  der  Coefficienten  in  den 
Funktionen  fit),  f''(Q,  /^(£)****  besser  übersehen  zu  können,  be- 
zeichnen wir  mit  ^(i,  h)  die  Summe  der  Combinationen  der  i  ver- 
fichiedenen  Grossen  0,  1»  2....  bis  ^—1  zu  je  n ,  so  dass  man  hat: 

(iiifÖ= mC—  if;(f,l)»^-^ + i('(&2)mC-«-  tj;(t,3)mC-»  + ....       (1) 
Setzt  man  statt  t:  S+1»  so  iist 

Nun  ist  aber  auch 

(«i/^+l)=(m-0(iii/^), 
I.  h.,  wenn  man  fiir  {tnPQ  aus  (1)  seinen  Wertb  einsetzt: 

mPt+  l)=mC+i  -  (i»;(&l)  +  £)iiiC 

+  (*(fc2)  +tt»;(fcl))mC-^-(^(fc3)+fif;(&2))mC-2+         (3) 

Hält  man  (3)  mit  (2)  zusammen ,  so  folgt: 

if;(f  +  l,n)=ft(;(&w  - 1)  +  t»;(t,w) .  (4) 

Die  Vereinigung  von  Gleichung  (1)  und  (4)  führt  uns  direkt 
;ar  Bestimmung  der  Coefficienten  des  Ausdrucks  fär  (m/^)  und 
hres  ßildungsgesetzes. 

Das  nte  Glied  der  Entwickelung  fär  (mPQ  (s.  (l))  hat  näm- 
ich  die  Form: 

)er  Faktor  'f^C&n— 1)  hat  die  Form: 

t(;(f,n- 1)  =^f8«-a+ÄJ^»+  CE«—*+....  (5) 

ietzen  wir  nun  dieses  nte  Glied  als  bekannt  voraus,  so  wissen 
nr,  dass  im  (n-f  l)ten  Glied  der  Coefficient  von  m^-H-^  die 
hrm  hat: 

*(&«)=«f*»+/5£^-^+yt^-«  + ....  (6) 

Nun  ist  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz: 

i'(t+i,»)=*(fc»»)  +  T7^+r:2:^+ro:^+--    ^ 

W  Gieicbnng  (4)  wird  daher: 
Tkeil  XXI  18 
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oder  da 

^^=2».2n-l.aS*"-*+2n— 1.2«— 2./S£«»-»+....  u.  s.  w. 
ist: 

^.2g^,^-.^2«-1.2«-2p^.3^ 

2«.2«-1.2«-2 
+  1.2.3         "^        +  - 

d.  h. 

2n«=24,  «=2^5 

« 

2n'.2«  — 1 
o      1    .  ■  2w.2w-l        _     ^     ^           O"" 
2n-l.^+— 172-«=^'^= ^J=I ' 

^       ^      .  2n-1.2n— 2^  .  2n.2w-l.än— 2 

2n.2yi-1.2w--2       2n— 1.2n— 2^ 

^"          1.2.3^         "            O        P 
y= g;;^^:^ u.  s,  w. 

Wir  kennen  also   nno  das   rekurrente  Bildangsgesetz '^)  der 
Reihe  für  (m/%)  und  erhalten  so  direkt: 


*)  Das  Gesetz  des  Stusammeahangs  dieser  Coefficientoi»'  hal  soerst 
Kramp  in  seiner  ,,  Analyse  de«  refractions  astronomiques  et 
terrestres''  (Strassburg  1799)  gegeben. 


Mfu/«KM»  MMMiAnf^  tmft  DtlttretOitren  und  Integrtren.     7^3 
)    '•>        1  1  10  "> 

:mPt)i=?»*f-5(e«-{:)««-* +0^^  - -j  s» + Sf»  -  5?) 

Iso  4ipselbe ,  Reibe  wie  oben  (Formel  (VI)). 

Die  Formel  für  (mPS)  (VI)  hat  am  meisten  Aebniichkeit  mit 
er  ßinomialformel  anter  folgender  Form: 

(m— 1)5  =  m5-emC--i  +  ^^^^  inC-2  _....= (,w-I)(m-- 1)  ....(m—1) , 

(mPO = m^ i^Wi  +  ^ ' ^l\^^^^  (g - 1)  ni^-^-.... 

=m(m — 1)....(7W  — C  +  I). 

Beides  sind  die  Entwickelungen  eines  Produkts  von  g  Fakto- 
en,  welche  bei  der  E^onentialfunktioD  m^  einander  gleich,  bei 
1er  Funktion  (mP^)  um  je  Eins  verschieden  sind. 

Aus  dieser  Analogie  lässt  sich  die  Berechtigung  herleiten, 
lie  Entwickelung  von  (mPS)  auch  auf  den  Fall  auszudehnen ,  wo 
I  negativ  oder  gebrochen  ist. 

Einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Funktion  (jnPC), 
iitaentlieh  aber  ihre  Hauptanalogien  mit  der  Exponentialfunktion 
irgeben  sich,  wenn  man  das  Produkt 

nach  Formel  (IV)  differentiirt,  indem  man 
8«tst.    Man  erhält  so,  da 

ist: 


18* 
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=ar«-C  K^PS)  +  |^(m-nPl)(nPf— 1)  + 

was  sich  wegen 

(nPj— 1)=^^  (nach  Formel  II), 

anch  so  schreiben  lässt: 

oder,  wenn  man  statt  m:  m-{'n  setzt: 

(VII) 

(m+nPS)={nPS)  d  +  f  i^rif+i  +  TT  n-£+l.n-gH^+ "  •>• 

Vermittelst  dieser  Gleichung  lassen   sich    leicht   tut   (mPQ 
diejenigen  Relationen  aufistellen,  die  den  folgenden: 


*)  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ^=^9  so  erhält  man  den  folgen- 
den Ausdruck: 

(mPg)_,     r  w-C  .  g.g-1  m-g.iw-g-1 . 
(5^)""    *"!     1     '*"    1-2  O         +•■" 

^- ,^v      ist  aber  die  Anzahl  der  Gombinationen  von  m  Grössen  za  je  f. 

Es  druckt  sonach  diese  letztere  Reihe  das  Interpolationsgesetz  für  die 
Newton*schen  Binom ialcoefficienten  aus. 
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m"mC=:iiiH-C,  (mO"=m"^ 

der  EzponentiaUanktion  entsprechen. 
Da  sich  nämlich  das  Hauptprodukt: 

(tnPC)  =  m.m — 1 ....  (m —  C  + 1) 

in  eine  beliebige  Anzahl  von  Faktorengnippen  zerlegen  iSsst«  so 
.|  hat  man  als  allgemeinen  Ausdruck  des  in  Gleichung  (II)  enthal- 
tenen Gesetzes: 

(mPC'+i!'+f+  ....)=(«»^0(«»-C''r)(m-(J'+r)i^) ....    (Vni) 

Hieraus  folgt»  da  nach  Gleichung  (VII}(n=:m,  m= — i' ,  ^=S'' 
gesetzt) 

=(iiiJPExr,  r,  m), 

ebenso: 

(m-(e'+r)/^'^) 

==(iiijpr)^r+r,  r,  w)  u.  s.  w. 

ist: 

(mi^+r+r+....) 

insofern  man  unter 

^a,  6,  m) 
die  Reihe:  ^ 

,  ba  b.b — 1  a.a-fl 

1  —  T~II — ITT  + 


l.m~ö+l^     1.2    m— 6+1. »1—0+2      ' 
versteht. 

Die  der  Gleichung  (IX)  analoge  Potenzformel  ist: 

Setzt  man  in  Formel  (IX) 
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so  erhält  man:  

...i/;((w— 1)J,  f,  m), 

.. '  ...  * 

wobei   n   als    ganze   positive  Zahl  vorausgesetzt  wird.    Die  ( 
chung  (X)  ist  der  Potenzformel: 

•■'vv.  •.   m«5=(fnO*        '  •^■• 

analog.    *  '  *  ' 


3)  Eh t Wickelung  von  iog(mPi) 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  für  (mPS)  Tabellen  zu  ber< 
nen,  so  reicht  die  Formel  (VI),  in  sofern   man  m  und  ^  geeij 
(d.  h.  so,  dass  Gleichung  (VI)  nicht  divergent  wird)  wählte 
kommen  aus.    Der  Anwendung  wegen  aber,  die  wir  von  der  1 
torielle  (mP^)    beim  Differentiiren   machen»   erscheint    es  zw 

e 

massig,  auch  für  log(mP^)  einen  Ausdruck  zu  finden. 

Wir  bestimmen  log(m/^)  als   /  -z — j^,  wobei    es  sich 
zunächst  darum  handelt,    ^'v^. —  zu  finden. 


Es  ist  aber 

8f    ""  a? 


( 


und  nach  Gleichung  (VIII) 

(mn+8ö  =  (mPt){m^iPdl) ;  (! 

weiter  nach  Formel  (VI) 

(m-fP8ö  ' 

=  (»»  — Ö^^  { I  +  f  — %  +  T-^-^  +  7—^  +  7 ^^  +  ..-.  Rh 

^      **^   '   ^V'w— ?    (w— c)*    (w— ö     (w»— ?r      / 

wobei  wir  mit   a,  j3,  y,  d....   die  Konstanten  bezeichnen,  wei 
zum  Vorschein  kommen,  wenn  man 

entwickelt  und  die  höheren  Poteneen  von  B^  vernachlässigt. 
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Weiter  ist:         ' 


.1 


={  l+8Jlog«+  ....Ml  -isf +....  )=:l+af  { logm-l }.        (4) 


m 


m 


Man  find^  daher  ^rct^  Einsi^t^ung  der  Wertiie  aus  Gl.  (3) 
und  (4)  in  (2  und  (1): 
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Die  Konstante  bestimmen  wir  dadurch,  dass  für 

J:=0    log(iiiPO)=logl=0 

ist.    Man  hat  daher 

•  /ß       y         i  \ 

und 


+  2V(m-0a~mV  +3V(^==S'""wV'*"*''*     ^'^ 


Bestimmung  der  Goefficienten  a,  ß,  y,  d....  in 

Gleichung  fXI). 

Um    das  rekurrente   Bildungsgesetz    der    Goefficienten  a,    ^ 
y,  d....  aufzufinden,  betrachten  wir  zunächst  die  Ausdrücke  (mPd 


e 


und  (nP8£)>   welche  zugleich  für  die  Entwickelung  von  \og(iP 
die  Grundlage  bilden. 

Setzt  man  in  Gleich.  (VII)  statt  m-i-n:  m,  statt  m:  m— fs 
statt  £:  dt  und  vernachlässigt  die  höheren  Potenzen  von  8^;,  £ 
wird: 


MNf  Mr»  ^bmauhinf  auT*  DtftraMIrem  wid  Inte^lreH.     963 
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Daher  auch: 

("'^ö={i-aÄi:|q:i-2iS^+....)i 

■■■. 

•••■"^l.m+1      2.m+l.m+2"*"3.m+l.wi+2.m+3      "^J' 
und 

» 

Setzt  man  (XIII) =(2),  so  wird: 

m — n     1  m — n.m — w — 1      1  m^-^n ,  m-^n — J  .  m  —n — 2 

"■wTl""2     w  +  l.w+2     ^i         W+1.II+2.W+3  .     (XV) 

W«nn  man  in  dieser  Gleichung  n  =  7it  setzt,  so  verschwindet 
die  Reihe  rechts  iind  man  bekommt: 

ilgE+p^jJ^_l^^ß(  ^^_\)+ 

°    m         \m+p     mj  '  ^\(m-{-p)^   .  mV 

p  p,p — 1 

r:^+I"^2.m+l.m+2+   •'    ^-^^'> 

weiche  Gleichung  sich  zur  Bestimmung  von  a,  ß,  y.„.  vorzugs- 
weise eignet.  Man  braucht  nämlich  dem  p  nur  einen  bestimmter», 
ganzen  positiven  Werth  zu  geben.  Setzt  man  z.  ß.  p  =  l  uncl 
statt  mi  X,  so  wird, 

Diflferentiirt  man  beiderseits  und  entwickelt  die  Brüche  von  der 
Forro  7 — TT^  »ach  dem  binomischen  Lehrsatz,  so  wird: 


und  ifir0  Jsmemkmff  €mf*9  Diffwmtürm  und  hOegriren.      365 


1 


<»+!) 


+  K(*+J)»  +  ^V+K(a:+l)»  +  a^)  +  •  =  ^(^Hhlp' 


und 


1  .'i 


"*'a:*'~a:»  +  '- 


•  ••< 


j.      r— ?^   ,    :2.3>       2.3.4   .    2.3.4.S 
"*■   "il.a:8  +  1.2.a:*~l.2.3a:»'*'l.2.3.4.a:« 

offi  —3        3.4         3.4.5     .    3.4.5.6  ^ 

+  '*Pll.a:4  +  i.2a:»     l.'2.3a:«  +  J.2.3.4ar' | 

j.q     }  -4    ,     4.5  4.5.6         4.5.6.7  j 

+  t'/ )  l.aH» T  1.2:a:«~l .2.3«' "*■  1.2.3.4a:»"!"*- 1 


•         •         • 


"^x^     l.>+1.2.a^     1.2.3.0?»+ 

Dureh  Gleichsetzung  der  beiderseits  gleichen  Potenzen  erhält 


man: 


2  , 
1*^ 


,2.3       3  _„ 2.3 

'+T:2''-i-^''-o' 


(XVII) 


,.2.3.4       3.4  4  2.3.4 

^+i:2:3«-r:2^^+r^''-r2:3' 

,,2.3.4.5        3.4.5--   .  4.5,        5..     2.3.4.5 

'+1X3:4''- 1X3^^  +  rfy-  r'^=rxF.4' 

U.     S.     W.  ; 

Dieses   Sdiema    stimmt  mit    dem   Bildlingsschema  der  Ber- 
'louHi'schen  Zahlen  überein ^  so  dass  man  hat: 

1 


ß=— Ö.Äl=— 


12' 


y=ßa=0 


5—  J-O3  +  THÄJ 


120 


e=Ä4=0, 


(ö  =  -gÄ6  = 


252 


,  u.  s.  w.  *) 


*)  Zum  Unterschied  von  dem  sonst  häufig  in  dieser  Abhandlung  vor- 
kommenden ^  ist  dieses  ^  in  Parenthesen  eingeschlossen  Worden.  G. 
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Mui  iouui  daher  9  wenn  man  mit  i?|,   B^,  £5....  die  Bei 
MMrili*8ciieo  Zahlen  bezeichnet,  Gleichung  XI.  auch  so  schreiben 

•  •  C*      I  «     m         1        /  1         I\ 


4)  Entwickelang  von  log(£f^) 

Der  Werth  von  (£K)  lässt  sich  nach  Formel  (VI)  nicht  direl 
berechnen  y  ebensowenig  derjenige  von  (OPQ,  weil  für  w=f  un 
für  m=0  diese  Formel  divergent  wird  oder  (für  m=0)^Glied4 
von   anzulässiger   Gestalt  ((K  u.  s.  w.)    erhält     Am   leichteste 

e 

kommt  man  zum  Ziel,  wenn  man  zuerst  für  log(j;PQ  einen  Auf 
druck  sucht. 

Wir  bestimmen  log(J;PJ)  ebenfalls  wieder  als  /  "T^^-  Nun  ist 

daPo_  (e+8gpg+8g)-a/^ 

Es  ist  aber  weiter: 

tt+SfPr+8ö = (£+8£PO(8£Paö  (1) 

und 

=Wli+aKl^i+^-^^^+^;|J=-^.|+....)l  (2) 

Setzt  man  in  Gleichung  (XII)  m=:di,  n^O,  so  wird  daraus: 
(BiPdQ^iOPBS)  1  l+8£«(i^  +2^+....))=(0/^£),    (3) 


«• 


weil    "ä  8£*  gegen  1  verschwindet. 

Nun  isf  nach  (XII),  wenn  man  dort  m=:0  setzt: 

(ßm=inPem-'Siij^-^+^-...)   (4) 

und  nach  Formel  (XIV): 


und  tkn  ämvendimp  aut»  DiflgrentUrem  und  Intefrtren.     967 

(h/«0=l  +  SÄl^  +  |  +  ^+^,+..~).  (6)  ( 

Daher  mit  Benfitznng  der  FormelD  (^,  (3),  (4),  (5): 

1  i  .  1  M-£  ,  1  M-g.2-g . 
il+2'    1.2    +3      i:2T3~+- 

=(fPt)+(£l«3M+logn  +  J  +  ^  +  ^,  +  ....  >     (6) 

n  In        In 


""Ö-J^O        5~|QT"" 


l.n+I     2n+2     3n-|-3 


Daher 


äs 

1  £  ,lM-g.  lM-g.2-f  . 

ri'''2  1.2  +3      1.2.3     +•  • 
n  In        In 


l.n+1     2n+2     3n+3""*- 
id 

►8(£/D-y  -J^Pq-J  41  +  2TLF  +  3     1.2.3     +  -J^i^ 

^/{lW+^+^,+|i+...^^t-/(I:^T^^l;^2+ä43+•••>^^ 

1)  Zur  Integration  der  Reihe 

/»,!£  .lM-g,lM-£-2-£.      .„^ 
J  ^I  +  äT^  +  S     1.2.3     +  ••^*'f 

«tzen  wir  in  Gl.  (XV)  m=0  und  /)=n  und  erhalten: 
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In      Iw^w—t     In.n — l.n--2 


••«• 


w       1    «.M+l      .  1     n.n+l.«+2     ,  .^^, 

I 

Wird  hierin  n=±^  gesetzt,  so  erhält  nian; 

ll      2.1:2"^    8.1.2.3         •"•'"n+I"*"2.g+2"''3.J+3'*" - 

Daher 


*)  Die  Reihe 

I  * 

lägst  sich    auch  als   ein   bestimmtes    Integral    ausdrücken.     Nennt    m 
nämlich: 

arg^-^         arC+g         a?C+» 
'^~T:ffI+2.f+2'*'3.f+3+-'' 


so  ist: 


g^^  j  +    2    ■*■     3    +-;—^'  ^^^  2  "^3  **"•"' 


Denn 


ar«  .  or^ 


d.  h. 


3i^  =  ^+^ + ^*+  •••  =11::^ 

wobei  die  Konstante  so  zu  wählen  ist,  dass  für  J:=0  das  Integral  gleit 
Null  ist. 


Daher 


md  ttrt  Aimtmlwiff  aufi  M/FefentUrm  und  JMefftiren.     369 

J    **'iI  +  2~i:2~+3      1.2.3      +-^ 
~^J  Ul^'iJ  t+2'*'-V   f+3"^"     ^' 


Nnn  ist  al^taiein 


i»TJ   p    p^   p' 


Daker 


2 

d.h. 


2  /  fe=2:2y  ^f-O'v  ^^+05y  5"^^— •  "•«•  '^• 


/»fl^  f      l£g-l  .U.£-^l.g-2.     ^ 

J    <'«T1~2T:2~  +  3     1.2.3     +  "^ 
='0+272+0  +  -'^^ 


(XXI) 


111 

iuofeni  man  die  Snnnae  p  +  ö^  +  ^  ~i*  •—  ^^^  ^n  beieichhet 

2)  Die  Snmmeii  der  Reihen 

*  et       ß       y 

mid 

1.W+1+2W+2  +  3W+3  + 

'  siod  ebenfalls  leicht  zu  bestimmen. 
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Da  wir  nSnilich  obeD  gefunden  haben,  dass 

y  =  0,  €=0,  12=0 

u.  s.  vW.  sind,  sofern  Bi,  B^,  B^,...    die  Bernoulli'schen   Zahlen 
vorstellen,  so  konvergirt  die  Reihe 

«  a      ß       y  «  1       Bi      B^      Bk 

jedenfalls  bis  zu  einem  gewissen  Gliede»  wenn  man  n  hinläng- 
lich gross  annimmt 

Die  Summe  der  Reihe  ^ 

n  1     n     .  1    n 


T  O  ««  l_0    ■    Q  ««  I  Q  T  •••• 


endlich  erhält  man  für  n  positiv  ganz  nach  Gl.  {XX),  indem  der 
dieser  Reihe  identische  Ausdruck 

1   »      In.n — 1  ,  In.n — l.n — 2 

ri"'2  1.2  +3    1:2:3      •  •• 

für  n  positiv  ganz  sich  in  eine  geschlossene  Gliederzahl  ver- 
wandelt. 

Die  DifTerenz  der  beiden  Reihen : 

(log» +-  + ^  +  ^, +  ....)- (j;:^!  +  2:;^2  +  37^:^3  + ....) 

ist  eine  konstante  von  n  selbst  unabhängige  Grösse.    Bezeichnet 
man  dieselbe  mit  — Si,  so  erigbt  sich 


/ 


^^=-sJBH*2f&t-H/m+**/  t'BS- 


d.  h. 


log(tPS)=-*i?+  ?£»-?£• + j5*-  -  +coD8t ; 


*)  Diese  Reihe  gehört  zn  der  Klasse  der  halbconvergenten,  weil  die 

Bernoulli'schen  Zahlen  Bi,  B^,  B^ über  eine  gewisse  Gränze  hinans 

so  stark  wachsen,  dass  sich  die  (2m  — l)te  zur  (ßm-i-l^ten  für  mm  wie 
±ipm^  verhält.  So  lange  daher  n  eine  endliche  Zahl  ist,  divergirt  die 
Reihe  jedenfalls  von  einem  gewissen  Glied  an ,  ist  aber  bis  zu  diesem 
Glied  konvergent. 
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ir.S:»0^tetri4{:#^S>c;5l>>dahte)Cim«t;=^i  also: 

-'i  ;•  «  1'*'  i'  '  ■ 

iog(tPö=-»,{+tt»-|s»+?i:*— ••    (xxn)*) 


*)  Die  Wwthe  f«,  5^^  54,.—  lassen  «ich  leicht  bestiioraen»  indem 

■  •■  '-^ij         ■!•''        .1-»»  •         (  1: 

*«  ~"  Im  ■  2'»  T  3«  ^  •"• 

far  m  geraiSe  «ich  als  FinnlctioQ  Ton  9r  aotdrucken  und  für  01  ungerade 
lieh  darcll  '  stark  konrergirende  Reihen  geben  lässt,  in  welche 
ebenfalls  die  Bemoolli'schen  Zahlen  eingehen,    Bbenso  kann  man 

t=-(^4»+|+r«+ •'^+"(s+i+2:m^+- •) 

|Mh  YefinMtfyUt  dea.Oleiohnng  (HkMI)  beptjaimeo,  indem  für  {s=l  :((/'Q=:l 

e 
iad  i^{i^^^=^P  i*t,  so  data  man  erhält: 

>   j     .  I  ■  ■ :    1 « •  •  ■  ' 

«i— 2"~3  "•■4  ~5  ■*"•••• 
N^fh  der  .Gleichiing : 

,  ,  ,     .(frf««)={|+l)(|+l)....(|+l)(f/^, 

wobei  £  beliebig,  a  positivganz  ist,  hat  man  auch: 


d.  b,  wenn  man  Alles  rechterhand  in  Reihen  entwickelt  und  das  Zosam- 
~  norige  Teremigt: 


Tl»a     ja     2"     32 — ""    «*'2 

.111         rr, 

~\H     p  —  31  *"  3ä~""-^^8>  3 
Für  C=sl  ht:    '  , 

Da  aber 

_tj.ij.ij.     _ijij.ij^ij^ 

TlieU  XXL  19 
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Diese  Reihe  konvergiFt  fßf  Weithe  ron  ^<%  «nd  >  ^%,  twie 
der  Quotient  des  (n-{-l)ten  und  nten  Gliedes  derselben  fär  noD 
ergibt..'  -;      ^   '     ^^'\  r5r.---:vV:'..'-^ 


5)  Entwickelung  von  log(Oi^)»  sowie  von  (SPQ  and  (0/%. 
Da  Dach  Gleichadr  (VlVl) 

(OPj)  (-?p-o = (öpt-ö  =^  1 ,  d.  h.  (0/^ = p^rg 

ist,  so  liat  man  «ogleich: 


Hieraus  folgt,  dass  die  Entwickelong  >mn  log(Oi^  ganz  dieselben   ■ 

CoefBcienten  wie  die  £ntwiekelnng  von  log  (^P|^  besitzt  unA  nur 
die  Coeffieienten  der  geraden  Potenzen  von  i  das  entgegengesetzte 
Zeichen  haben ,  d.  h. 


•  Ho^       *8 


log(OPö=-*iJ;~fg«-.^£«-....        (XXm)'     1 

Diese  Refte  kpnv^^rt  ebenfajlii  ftir  V^ftfae  ^im't<J  und  > — 1.    ^ 

Mittelst  der  Methode   der  unbestimmten  Coeffieienten  lassen 
sich  nun  leicht  noch  die  folgenden  beiden  Entwickelungen  finden : 

wobei  ax=<i,  aB=^+«iOi,  08=^+*2<'i +»i«a»  «•  s.  w.  ist;  , 


44 


ist ,   so  lässt  fiKh  «tticb  M^ifMk :         .  .  -  -  ^;.- 
log(l+«)=il*4+3+-+i---^.      .' 

odoc^^a  für  üQD  roshts  ifir  die  erste  Klaipm er  iliri^  IHeilyt: — -' 


,  •  .-.i' 


111« 

■.'••■■  .   '  -  .  '■■.■..' 

für  aoD  uod  ganz,  al«^  efn  bener  Werth  fär  die  Sonstiilite  5}.  ''  '. 


wob|3  fii=^9  fts^J^— «ifi|5  ii8=J3-- 'SaYti  —  5i9ia,  u.  8.  w.  ist^wäb- 
'^^~'^>  %#'^**-*  <lie8elbe  Bedeutung  wie  in  Gleichung  (XXII) 
uDcT^eidTwig  (XXXIII)  haben. 

'\lf5)   'T^kliche    Auswerthung   der    Funktionen 
^         ';  »  =  (mi^)  und  y  =  (f/^). 

KOr  £^  wirkliche  Auswerthung  der  Funktion  y^imPQ  ist 

die  Kjormel  (VI)  die  bequemste.    Nach  ihr  ist: 

•  •  • 

Diese  Reib*  ist  brauchbar,    wenn  m  gross,   i  ein   kleiner  Bruch 

'  1 
ist    Ffr -t=f^  -findet  -man : 

- -i^    ^-;'-;.       :  •-  39%5  '  384477, 

.  Dies  18^  .^ine  ^bkonvergente  Reih« ,  und  zitar  begfn&t  ihre 

^  Diveijenz  am  so  jiruhery  je   kleiner  inan  m  nimmt     Füt  m=zl 
reicl^  ihre  Jl^onvergenz   nur   bis  etwa^lzum   Qten  GJKede.  .!^immt 
^  maxk  ^gegiffi  m=:lO ,  so  wird:  ' 

)-  1^000  Oep  000  +  0,012  500  wo  +  (M)00078125  \ 
-9/m  OM  882;^  o,oQB  000  064  +o;oooooeü]5 1 
:^o,ooo  floo  001  -  0,000  ooo  ooo  ) 

5:=3,202^  69. 

•^y.  '  I  1 

AffB  dem  Weirtb  von  (mPf^  lässt  sich  leicht  der  Werth  von  (m+nP^ 


-  ti  "-^ ' 


,      1-  • 

und  >on  ^/^^  ö}  finden.    Man  hat  nämlich : 

wekbe  Femeh»  «ehr  bequem  sind,  wenn  man  (miP^)  vermittelst 
Gleifl^iing  (VI>-J&erechnet  hat  und  successiv: 

•  (milPS)    (m-lK)    (mPC+l)    (mP£-l) 

(nt^^PS)    (m-2Pt)    (mPS+2)    (iiiP{:-2) 

•  '  •  •  . 

•  ■  •  •  • 
•  •  ,  •  •  • 
^^    ■  '-  •  •  • 

fadei^Wifc     '^ 

8^  i^JB.  flauet  man  aus:    (10pL= 3,202  037  59: 
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Wir  haben  also  so:    (1P,2)=Ü28  379  16  gefunden.  Die  fäof 

1  - 

ersten  Glieder  der  FoMel  lär  niP%  (8.  oien)  geben  direkt:.      "  "^ 

....  V-  •    •     .     '         .-  ^     ,.      ... 

•  -        -.     :    (!/» J)  =  1,12729.... 


ff-  i  : 


ab  AimSbeivngs^ 

Ist  in  (mPQ  m  ein  achter  Bruch,  z.  B.  m=ä*   ^  bilfl  ^man 

sich  ganz  in  ähnlicher  Weise,   um  die  für  diesen  Fall  mangelode 
CamtiigiÜL  der  Keibe  (VI)  zu  umgehen.    Es  ist  nämlich: 

^*^= (4+i)a+2)(|+3)....f4+n)    ■       ^'+^^>- 

hi  8.  Bs  (;=Ä  und  .^ählt  inan  n=10;  'so  findet  man  mit  direk- 
.  ter  Benutzung  von  Gleichung  (VI) : 

(|p0=Y  ^{1,00000000  +  0.011 904  76+0,000 070 86 

I  —0,000004  21-0,000  00005+....} 

•  =3,240  370  349  .;1,011 971 36=  3,279  161 98 

imd  bieran9:>       > 

/l  plY     2.4.6.8;10.12.I4.16.18.20   /2l  pl\     «  «s«  9^«  Ol 
\ry  =n8fa.7.9.11.13.15.17.1ft2l '  V  2  ^2^  =  "^^  ^*  ^*' 

Man  kann  auch  die  Formel  (p^+nPQ^^^.'  •  _^.p  .{mPQ,  wie 
in  Gleichung  (VII)  geschehen  ist,  so  umgestalten,  dasp  man  den 

i  Faktor  7 — -. tjt^  in  eine  Reihe  verwandelt. 

(m+n— ^/^n; 

Diese  Um waAdliein^' ist  dann  von  Nutzen, 'wenn  m  eine  grosse 
Zahl^  (,mPS)  b^r^ts  bekannt  ist  und  ^  u^d  n  kleine  Bruche  sind,  .so 
dass  die  Reihe: 

(m+t— nAi) ""  "^ +1 .  wi— f+1  "'"1.2.  m-f+1 .  m-f+2+ — 

hinlänglich  convergent  wird. 
So  z.  B.  hat  man 

Hiö^=    1    .    11     .     21     ....    91     .     101  VlO  ^/ 


27Sl'       '  W.\'Lttnpt4(krfi^\:G6bv'^'die'^^TnißMüom%Bk^it 


.  u 


i   > 


,    Nach  Gldchnng(ym,^. aber:.!.,  .  ,, 


1    -9 


\\  ^y-(J"'^{r+ii_f+  1.2  •  ii_j.  12-f 


•'  ;   il>?    -  r    ir»Ml 


g.l~&2^     10'10'TO 
"*"     1.2.3     'll-T^.«t*-C.l3-f  "*"••••« 

rur  f=5  ifet 

,  ^    ■  -.1  1 

/lOl  „l\L;ini>l{  jl+0,004761 904-.0»000(»3 W-fO^OOO 00? 080*>. • 
Vl0^2>/-^'"^2M -O.Q00000950+Q,000000|79— ....  j' 

Daher 
V    I0'^2>/-101.91.81....21.11.lV'"**^2/~'     ^'^^^^    /• 


/    I 


*)  DoA  ,i2te  GUed   der  Klammerreihe  entsteht •.  Tom  3te»  Gliede  M, 
ans  dem  (;2—l)ten 'durch  Miiitiptikairoii  ihtt'detn  Faütöt: 


-j  ■  \.  ? 


'       '^-^tQilOm— 21) 

20^^  •   ■ 

welcher  für'/iQO  =  -——---=: — 1  ist.    Die  Reihe  ist  daher,  da  die  orslM 

Glieder  sichtlich  konv^rgir^/.  ebf|iif^y«^^ieder  ciat^halbkoByerffei^ 

^'lit  (f^T^i^O  sB^indfinj  sb  W  ^ 

Setii'-iHaii'lii^rfti  g'-sAcikstV  ^1,2;:^  '''^   '  '"' 


1  u 


GhÄz  'AI«!seA^  ResuihttiB^^elMlt^IImn^'>vvtnl'- Mk^  (1 

f=— 1,  — 2,....  setzt.    Man  erhält  nämlich  in:  •-'     -   '     ''''^'   •* 

•.  ■■.■•-.■     .  .  •  •.-.■    }  ■  ■  :      -i. .        "  :•..-•■ 
/'(-l)=2-l-2=  +  l; 

ebenso  weiter: 


i'ür    ».»■      .i-    .'\ 


'  "'■'\  •  <  .     ..    .  .'r. '  .  .     ^-        .         ;•....'•■  1 

DaKßr     0:  J  \iA  \\:     ,  .  ii  J  •    0-^ 


und  <ir«  ibHPmdSMV  M^t  DiftrentHrm^  und  Megriren.      379 

<  HitAftweiidtmgdMaerQiliiigleichungtnliBst  sich  nun  auch  Iticht 
iiPQ  und  (Osf^'^aiiS'^/f)  bJMtknmen,  wenn  nan  nur  m  pafidend 

wiMt    So  2.  Bi  hfiben  wir  oben  ^^2)  ''*«»*'°^*-     ^^^  (!^^^) 

M^t  man: 

'.'. .    .  ■  ■.'.•■ 

(0Pj)=g(lP^=0,564  189  58. 

.•■■■■...:■; 

7)  .  biakttssion  der  Funktion  ^=(m/'£). 

Man  muss  hierbei  vorerst  unterscheiden,  ob  m  positiv,   oder 
Null,  oder  ob  es  negativ  ist. 

MH^  ■*■' 


^    Setit  man  in  Gleichung  (VI)  ^=—2,    so  wirdt 

I  (mP— 2)  =m-*— 3m-»+7m-4-^15m-»  +  ...+(2«-*  -l)m-» 

m*     m'     m*     m*"*"'*" 

•  •  • 

Fassen  wir  je  2  GUiedec,    ein  positives   und    ein   neeatives,    zusammen, 
so  erhalten  wir: 

*^i.\.   w— 3    ^      ^..  ^   7m— 15     „,     ^..  ,   31m— 63 

Istet  dHtd:  -*^-T-*  2tes  Glied:  *--,    dtes  Glied:  y---, 

»ttS  «n»  •»/        ' 


,  t 


m»  m"  m^ 

...Jltes  Glied:  ^^  ""^^"^  (2^1) 


I  ■    — ^^i^ 


Das  ilte  Glied  besteht : sonach  aqs  den  4  Wertben: 

■.'..'■      .  't  ■        .  — 

2^-1       1         2^  1 

<       •  .  .  .... 

Wir  erhalten  daher  für  die  4  entsprechenden    geometrischen  Reihen  die 

Gesamjntilumme : 

'    ■  '   '         .    j  .  '  ■      '"   ■  •    -  * 

.2     ..     ^        :       4        -        1  m»— 3mH2m 

*— ,w2-^""m2~l""7w(»*«-4)  "^  m(m?— 1) ""  m(m«-l)(m«— 4> 

y/t.m—l  .m^ — 2  1 

'    '"^wCm^-lXm^— 4)""m;+i.m+2 ' 

'-■  ■'■•)■  1 

alio  etkenfallii   (mP — 2)=^ — TT TTi- 

.,-^    .         ^.    w+l.j»+2 

fiäin'aAf  Ihtttic^e  Weise  hissen  sich  auch  die  Ansdrodce  i&r  («iP— 8), 
(m?-^)«..  aat  der  Formel'  jfHF)  entwiekcfai. 


380.  Wi^Lmigsiit^nf:    üeber  die  J^muUtmmMokMi 


Mim  poRltlvv  «0  1u^  es  fcelvien  Trescbtlioben* Eiiifliäfai  auf 

die  Gestalt  der  Eütre^  ob  es«  gans  oid«r  gebroefaeDi|iH^:  <        (;H^ 

I^t  m, ^ieg/}^f,},Yj.san5e,  so  Vwaödelt  sicfc|^ie  Ij;«rve 3F=(^ß); 
in  ein  System  von  isolirtbii  Punkten.  , 

Ist  m  negativ  gebrochen,  so  muss  man  einen  Ünierscbied 
machen,  ob  es  zwischen  Q  upd  — *!:,  -*-2  lind  —3,  — 4'  und  — 5 
u.  s.  w.  oder  zwischen  * — 1  und  — %  ^^3  ianS  — 4  u.  «.  w.  liegt 
Sowohl  wenn  m  zwischen  — 2n  und  — (2«  +  !)  (n  positiv  ganz 
oder  Null),  als  auch  wenn  es  ^wischen  — (2« -|- 1), jind  —  (2n+2) 
liegt,  nähert  sich  die  Kurve  auf  der  negativst!  i^eite  der  ^  der 
^-Axe  als  Asymptote,,  im  cu-sterp  F^ll  aber  von  oben,  im  zwei- 
ten von  unten  her. 

*  •-.    .        .'.■'• 

])  Ist  m  positiv  ganz,  so  erhält  man  für  die  Kurve ^=(mJP^ 
vorerst  feste  Punkte,  weqn  man  ^  successiv  =:0^  l,  2,  3....  und 
t=— 1,  —2,,  — 3....  setzt.    Es  ist  nämlich: 

(mH))  =  l, 

'  (mP2)=wi.wt— l,V       ^ 

.  ■  *  •■ 

(mPm — l)=m.m— l.m— 2-..3.2, 
(mJftw) =m.  wi— 1 .  m--2....3.2 . 1. 

Wir  sehen,  dass  von  g=0  bis  t=m— 1  die  Ordinaten 
zunehmen.  Für  ^=m  erhält  man  wieder  dieselbe  Ordinate  wie 
für  ^zzm— l.  Es  findet  also  zwischen  ^=m — 1  und  ^=zm 
ein  Maximum  der  Orditiaten  S^tatt». 

Für  J:=m+  1  wird  (mPm+l)=0;  denn  es  ist  allemal  (m/^+1) 
=(»1—0  (wPg),  daher  (wiPm+l)=(iii— m)(mAn)=0.  Ebenso  ist 
för  t=:w  +  2: 

(m/^  +  2)==(m.m+l)(miRTO+l)=0  u.  s.  w. 

'*£s  nehmen  also  die  Ordinaten  {;=m  und  i=m+l 
stetig  ab  und  werden  für  £=m-|-l  Null.  Von  da  an  schnei- 
detdid  Kurve  die  ^-Ake  in  un^iählig  vielen  Punkten, 
die  alle  im  Abstand  Eins  vob  einander  s^^tehen. 

Für  ganze  Werthe  von  |;,  die  kleiner  als  Null  sind,   erhalten 

1     "  1 

wir  um  so  kleinere  Brüche  ((mP— l)r= — pj,  (mP— 2)= — ri rs—-) 

^    m+.i\>       •    /,  ffi-l-l.jn-l-2    ^ 

je  grosser  der  absolute  Werth  der  negativen   Abscisse  ist.    Für 

t=~«  wird  y=0.    £0  ist  also  s^uf,  def  neg^tii[en,.,Selte 

der  f  die  ^-Axe  Asymptote  der  Ktir^ve. 


mtftfMfv 


^mr^BWirentH^f^^tß^M^iM^Pf^         SBL 


Die  Kuire  9=(m/^  bat  UMnack(!ftriflii0:B4iY=^4i  4le  in 
Taf.  III.  Fig.  L  dargestellte  Form : 
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Gibt  m^  in  ^f=('^lPflJc^:iemi^  einea  ge^ocbcüieD  Werth^  so 

erhält  man  ^Itets  ^änagu^re  Ördinaten.    Senn  Sezeiänen-  n  und  f! 

,-.        .  •        «•«.       .^^        •-•«       ^^-    ^  *»•  ^_  \'^" 

Zahlen,  dielfirini^u  ei&ande^sind^so  ißt  f  OP-r/iBtet»  ein  reel- 
ler endlicher  Werth.    Nun  ist  aber=  r 
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fS^e  Kurve  y  =  (— 1/%  hat  also^nurJcfidle  Ordhiiäl^n  für  gfeO, 

1,  2,h3....  u.  «.  TT.    Siehe  Taf.  IIL  Fig. "3. 
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tf  Welche  Gestalt  die  Kurve  y=(fnPQ  ivbr  Werthe  ydu  m 
ZTfi sehen  -<-l  und  —2  annimjrnt,  ®^j^t  sicih^  aus  der  grSphi- 
schen  DarsteKang  fkt  IlIrFl^.  &,  i^^nd  Tr^  folgten  drei  Schemata» 
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B»  Jieet  also,  w.eD.n  m  swijich^n  -rlnod  r^2  Jieffi.  das 
yfbuxanma  der  Ordinmen  auf  der  negativen  Seite  der  y, 
lehr  sich  m^  in  4i  =  (jmPQ  den  .Gränzwertben.m^— 1  und 
—2  nähert,  um  so  mehr  entfernt  sich  dieses  Rraximum  von 
^^A^e.  Zwtechen  diesen  G^ä^werthißu .  emicht  dv^s^lbe  e|nr 
«Ineni*  kldwen  Wei-ih.  Itfer  t-Axe'  nähert 'sfcii  die  l^unre 
der  negativen  Seite  der  jr>««yBfilotisclK  M'>li'  >i  '^■■»•■a  n 

5)  Ist  m=--;2«  so  erhält  "Qiaii  wieder,^  wie  ffir  m=:— 1^  ein 
em'vofi  i5olhte^Piiärten,v4;i^  alliv^li^ehia  auf  diei^iie^ven 


C=-.l;  0;   +1^   -flJ..'..    '^ 


288  'W-  £nnifftd»Tr!    Veier  aie  FermutattonteaMen 

Für  ^^ — 2  crbäll  man  keine  reelle  Ordinate  mehr,  ebensD 
wenig  als  Itir  alle  endete  gaaiw  negativa  and  beliebige  gebrochen) 
Werthe  ?on  C- 

6)    Liegt  m  EWiscJten  — «2  antfl — 'i,  so  ergeben  sich  £i 

Kurvenformen  Taf.IV.Fig.  9.,  10.  und  U.,den  Kurven  y=(- jJtoI 

y=(— 2^0-  .¥=(—{0^0  eiits:[itechend. 

Ffit  i»^ — 3  erhält  raan  wieder  ein  System  von  isolirten  Punk 
ten  u.  s.  vr.  Verallgemeinern  v.\t  den  letzten  Tbeil  dieser  Di 
kassioo,  so  ergibt  sich  Folgendes! 

1)  Bezeichnet  —ä  einen  beliebigen  positiven  echten  BrucfanerA 

and  n  eine  positiv e_-ganze  Zahl,   so   schneidet    die   Kn 

y^(—j, — nPS)  die  f-Axe  ausser  den  Punkten  auf  der  po' 

sitiven  £-Seite  auf  der  Minusseite  in  n  — 1  Punkteiit 
deren  ?  successic:"        ~  '^ 

sind.    Aus  dem  Werthe : 


resp.  aus  der  Beschaffenheit  der  beiden  letzten  Faktoren  di 
Nenners  folgt,  dass  für 'ein  bestimmtes  n  das  Hauptmaxl 
mnm  der  Ordinaten  Smäl  sich  dem  Unendlicheu  nähert 

einmal  wenn    --r,  nahezu  =GiDsund  dann,  wenn  es  n 

=  rlull  ist..   Für  zwischen  Ound  1  liegende  Werthe  von  — ^ 

das  Haujitmasimum  im  Enctiicnen,  für  ~«=0  und  ^I,ui]  iDncMj 

liciien',  d.  h.  |m  letztern  Fall  hat  die  ^nrye  ,y  =  f -^  rj- itiv)  nj 
Z^—n  keine  reellen  Ordinalen  mehr.  i'.'is>i;;.-<i<  -nl 

Gibt  man  im  Ausdruck  y=f-7,— nP — Sj  dem  i  einen  gaii> 
ten  ^)bsitiven  Zahlwerlh  >n  z,  B.  S^n-fp,  ivobei  p  ehe  ganM 
positive  Zabl  i^h  so  entsteht:  ,      „,;_  —  . 


Mut  Mut  äimmäuHt  tut»  DifertnHtrtn  und  buetrtren,     36B 


(^-nP-{n^p)) 


i  * 
DerNennerdieses  Ausdrucks  besteht  aus  zwei  TheileD,  nämlich: 

(tn!       •    \      wi' 
— ^— n+1  J —f,j  welches  für  ungerade 

Werthe  von  n>'.4ie  >  l  sind,   positiv,   für  gerade  Werthe  von  ft, 
die  >2  sind,  negativ  ausföllt;  und 

2)  |Etus ;  den  Faktoren  i  -&+1 ) ( '-n  +/^  )•  .  J®  grösser  hierin 

p  ist^  lUD  so  kleiner  wird  4er  Werth  von  f.-^ — «^— («+p))« 


" .  ;  i 


Hieraus  geht  hervor,    dass  die  {;-Axe  stets  Asymptote 
d^r  Kurve  y=:f—^ — nPlj  ist,  und  dass  für  n  ungerade 

und  >1  die  Kurve  sich  von  der  positiven  Seite,  fSr  n 
gerade  und  >2  von  der  negativen  Seite  derselben 
Dähert 

2)  Ist  in  y=(m/^  m  negativ  ganz,   so  erhält  man: 

(-mPO)t=l 

md,  nach  der  Formel  (mf^  =  (m— J  +  l)(mPJ:— 1): 


(— WIP2)  = 
(— mJP3)= 


(_^_2  +  l)(— mPl)=  +  m.m+l, 
— m*m-{-\.m-{-%  u.  s.  w. 


Die  Kurve  ,y=t;(i^jii/^  hat  also  re^elle  Punkte  in  Ah 
tloden  von  je  Eins  von  {;=:0  aii  bis  ins  Unendliche. 

Auf  der  negativen  Seite  der  ^  erhalt  man : 
^  ,  .  ,  — m+1      m  — J  '        — m+2 


I  ■ 


■:!>■■■•     n 


.i  ;    h      I 


t  ': 


.  I 


+  1 


w*— 1  .m-^2 


.    .;  M 


■  t 


ll[)i)4  ,ffidlifl>h^  im^em.man  {;  successiv,  den  ganzen  Zahlen  von  -^L 
bis  —  m  gleich  setzt,  t=  —  (wi-  1) ,  so  ergibt  sich r ; 

Theil  XXI.  20 


ir.  tungtd»rf:   üetitr  tUe  ftrawAMSmtsoMm  'i>»' 


(-mP-(m-l))«^_^j(^2ilmQ...(m-(».-l))- 

(Das  peisiti  ve  Zeichen  gilt  ffir  m  abgeiaJe,  das  negjutiye  flBr  m  gerade.) 
f    Dagegen  wird 'Kr  ^^—«i: )«;;        '■u-,.'    M     ' 

,       o       X    (-mP-(m-l))  ±1 ±1 

erfiillt  idso  einen  unzulässigen  \Verth;^  so  wie  auch: 

(— mP-  (m+l))=^,  (-mP— (m+2))=:^,  u.  s.  w. 

Für  ganze  negative^  Weythe.F^on  f  von  C=— 1  an  bis 
gt=:— (tu— I)  hat  ai$o  die  KurVe  3pi;(-rmPf)  ebenfalls  reelle 
Ordinalen,  darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Hiermit 
ist  i^ber  die  Anzahl  4^r)r(äienen  Ordirmteii  dieser  Kurve  erschöpft 

Denn  für  einen  gebrochenen  Werth  von  ^,  gleichviel  ob 

•  ••:.••  •.:■•■.•  •'..  ^.l ■   I 

positiv  oder  negativ,  erhalten  alle  Ordinalen  dieForm  a* 

•     .     •     -^  .    .  ;  •'      i       ■.  ■.•■"' 

Bezeichnen  nämlich  n  und  £'  Zahlen,    die  'prim  zu  einander 

...        ,  »    .  i  ■. ..    , 

sind,  so  isl  (OP-7)  stets  ein  reeller  endlicher  Werth.  t^unistaberr  I 


Ebenso 


n 


n 


M 


-i-l 


(— 2P=)=  _2 4.1  {-^-^Pp  l=9o>  o»  ••  w. 


+- 


<^li»-..  |)  .=^-j£^  (0P|>^  (<^^?^  *  ** 


.n 


—  1+ w 


n 


:i  i 


>>  4    t 


Ist  also —«nt  eine  negative  ganze  Zahl,  so  reducirt 
sich  die  Kurve  y^^ir-mPQ  auf  ein  System  von  isoiirten 
Punkten,  von  welchen  auf  der  positiven  Seite  der  { 
unendlich  viele»  auf  der  negativen  Seite  (m-— 1)  ab- 
wechseiiid  «nf  d«r  positiven  und  negativen  ^cfite  tfer 
Ordinalen  liegen. 


«;.    Vi. 


••«i-i 


Es  bleibt  nifS7Bni^Hioolr>p  diskutffeB  übrig  die  Fanktion : 

Dieselbe  läsM  sieb  acorÜckfiSbren  aof  die  schon  oben  betracb- 

tete:  y^=i(ßPQf  indem  m^Tbat; 

.  -#        -• 

» 

^  ".■  .       ■■  1 

Aas  dieö^r  GFßicbfUig  folgt,  dass  (^f)  die  Form  Q±=db  oc  erbält 

ßr  {:=— Jy-i— 2^- — 3^....  Das  Zeichen  des  Werthes  +<»  hängt 
davon  ab,  tion  Welcher  Seite  man  sich  den  Absctssen  {;= — 1, 
—2,  «— 3.«.«.iiähert. 

Die  K^tve  y^^itPQ  iiat  dahpr  von  ^r=  — 1  an  nach  der 
■egativei^eitv  ($er  i  \k\xk  unzählig  viele  je  im  Abstand 
Eins  befij^lichö  auf  der  i-Kxe  senkrecht  stehende 
Asymptoti^n,  ai»  ,die  sich  die  Aeste  der  Kurve  ab- 
wechselnd auf  4er  positiven  and  nejgativen  Seite  der 

t-Axe  anschH^>seji.    ri' 

»• 

Da  weiter  die  Kurve.  y:ä::(OPT-£)  zwisc^  f— ""^  ^^^  f=— 2, 
zwischen  f= — 'S-tirid  J= — 4  u.  s;w.  negative,  dagegen  zwischen 
t=0  und  f = — 1,  zwischen  f  =— 2  und  gzs  — $  u.  s.  w.  positive 
Ordinatenmaxima  besitzt,  so  folgt,  dassi  die  Kurve  y=:(^PQ 
b  den  betreffenden  Fällen  negative  oder  positive  Minima  der 
Ordinaten  besitzt,  f. 

Da  endlich  difii  beiderseitigen  lUaxima  sich  bei  der  Kurve 
l=:(OP — £)  mit  deitt  Grusserwerde»  des  negativen  i  sich  immer 
weiter  von  der  t-Axe  entfernen,  so-.nähern  sich  die  Minima 
der  Kurve  yz=z{t^PQ  um  so  mehr  der  J-Axe,  einen  je 
grosseren  negativen  Werth  {;  erhält. 

1'  B^imi^r  Ifievecbliuiig  der  W^Ae  vmi'  {^PQ  bedüeift'  matf  sieh 
Bit  Vortheil  dj^  mi  dem  We^e  der  .loduktkittil .  unmittelbar  sich 
ergebenden  Gleichung: 

■   !l    ••r:0      f\u>^■•>\      ..  i:  '■.■■■!    1    ;"        .'     :.     :   •  .     ■        .s:  ^  ;:;;'.!'  . 

wie  das  folgende  fickema  zeigt : 

■■■'. 

r^i^QoSs  bodnf  ifcslMr.Brubafoog;  diati  die  Fwaktiea  ({/Q  dtosoftbe  i«C, 
4M  wm  gw&MMfe^it:  £{  (ObBi)  oder  ICU  oder  (CJ-^  beaddinet. 

20* 
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8)  Aawendong  der  AncdrAcke  <m/^,  (OiPg)  und  (tPf)  Beim  j 

DiffeTentiir«n  und  Integrifen.  ;-'\   '"'    ' 

Wir  haben  bereits  zu  Anfang  dieser  Untersuchung  nachgewie- 
sen»  dass  der  Koeffident  von  j;**r^  in .  dem  Ansdruck  des  {ten 
Differentialquotienten  von  ^p"^  so  lange  {;  ganz,  positiv  oder  m- 
gativ  ist»  mit  der  Funktion  (ml^  übereinstiakBit   ^  .  .  mi 

Es  unterliegt  nun  keinem  Zweifel ,  dass  sich  die  ganzen  (pO" 
sitiven  oder  negativen)  Differentialquotieuten  von  jf»  auf  unzählig 
viele  Arten  mit  einander  verbinden,  d.b.Punktion(en  angeben  las* 
sen,  die  für  {:=?...•;— 2»  — 1>  0, 1,  S/S^^.l^diesneeesäiveii  Wertbt 


MMf  Mm 


mr9  D^riBrenrnrem  umd  hUegrtrem.     388^ 


af^ 


rj5**r* 


••••  f 


fit.m  — l.fit — 2. «*-',.... 

...'■■       ■•   ' 

aimehnien;  jedenfalls  ist  aber  die  Funktion  (m/^  die  einfachste» 
dnrch  welche  diese  Interpolation  vermittelt  werden  kann. 

Diese  Ide^'  li^t  der  Verallgemeinerang  zu  Grunde,    welche 
sich  in  der  Fprmj»!  (V):' 


t+     1.2       dx^ 


+....I 


«osspficht,  weiltt  man  unter  {  nicht  nur  eine  ganze  (positive 
oder  negative),  Sondern  einie beliebige  ganze  oder  gebrochene 
Zklil  Veir^jteht: 

Da^  uns.  nun  nach  dem  Vorhergebenden  die  Funktionen  {mPQ» 
^PQ»  Qi^^  in  ihren  Eigenschaften  vollständig  bekannt  sind  und 
wir  die   Fälle    nachgewiesen  haben,   in  welchen    man  für  diese 

Funktionen  Ausdrücke  von  der  Form  x=±oo  erhält,  so  sind  da- 
durch zugleich  die  Gränzen  festgestellt,  innerhalb  deren  man  sich 
beider  Anwendung  der  Formel  --g--j-==(m/^;c^--C  zu  bewegen  hat. 

Es  ist  hieraus  klar,  dass  die  Formel  X^  =  (mPQ st^^^ 
nickt  zum  Ziele i&hrt  in  dem  Fall: 

g  \,^  ^  z=z{^lP^\)afi^z±<x>  und  allgemein 

-j^  =  (- tP-O  «0  -  i  00. 

Anderererseits  wissen  wir  aber  auch  direkt,  dass  sich  die  Ent- 
\rickelung: 


i:;  .. 


^=/l='^«' 


nkht  mehr  in  Einer  Potenz  von  x  zusammenfassen  lässt.    Ganz 
dasselbe  gilt  fSr: 

/tog*&r  =  /T  /'5)s^=^^^^[=M/'--2)a:t=±oo]; 

ebeoMs 


ayywmhv.» 


..:  -  -IV. I 


.  i- 


äc? 


::3^[=(-.lP-3)a:a  =  ±Qo]  u.  s.  w. 


Es  findet.alsp  di^  F9Tmel  -i^:p^^^^  überall 

dann    ihre  Anwendung,    wenn  (mP?)' nicB*lP'tfie   Pot'm' q 

erhält,  odörH^^ön  man  duTchViiPf^rei)tia!Hliiii.adet^Inte- 

gration    eib^s  Ausdruc&s    vö^  ier   F 6t ni  y=x^' nicht 

s^vif  solche  ,F^nktio^en  ^efühxt  iBviri^   dU  .isich   picht 

vßßhn  in  Giner. Potenz,  von  i^r^  zja^^^ii^An^^ssen:  latssefi.^ 

Ist  dagegen  im  letzteren  F'aile  die  Entwickelung  der.fp^ue^  Fuqk» 

tion  nach   Potenzen  von  x  bekannt,   so   iässt   sich  deren   ailge- 

ni^lnei>IMfreirdntial^otleM'Bofoft  bngel^en.^         hättilieh  die  ge- 
gfebene-Putiktiottt'   ='■;■•■.•• 'l--.    .i.-'-    ■■y.'-'  ?•->•«'■  •■•/^-.'•  ■..     :.  -.'■• 

■  :    ,•'      •  :      •  '  .,■  •       ■     i-       .  '!'■        '    ■['•>    '»   ,<•:■■-•;;;'•      ■■-,  •»    ■ 

y=a  +  äx-t-cx^  +  dx^  +  ...., 
so  ist  der  £te  Differentialqubtient  derselben: 

oder  da:  . 

8%)_(0n).     ,  l-ft-J?  ,  1.2.c.ar«      1.2.3, rf.jg»' 

Diese  Gleichung  steht  zu  der  bereits  oben  entwickelten  Formel  (V): 

In  einer  ähnlichen  Bestellung,  wi^ '  der  M[cik1aurin'sche   zum  Tay- 
lor'schen  Satz,  was  sich  sogleich  ergibt,  wenn  mapistatta»  6,  C-» 

setzt.    Man  erhält  nach  diesen  beiden  I^Stzen  die  folgenden  all- 
gemeioen  Differentialformeln:-  ^*^.^^i^> 


und  Mm  <Hwmrhm»  mf*  DtfMvnlUrm  mt^  kUegHren.     88B 


e  e 


8t(a*)_(0P£),.  .  arloga   .     .-r'log'a     .      , 


I     1     • 


(XXIX) 


8C(8inj?)      (OJ^/  X  ar»  ^^ \ 

8*6     —    a:C    U— C~l-5  2-C.3— C '  l-C.2-S.3-£.4-f.5-C    "7 

/  t.a;"  C.:r*  ?.^*  1 

(OK))  s!n*(Hi  2.2_f-i.2.3.4.4==S  +  1....6.6-5  ~"~^ 

"    ^    ]    .  fix  g.g»  g.g;»  . 

ac(cos£)_(0^  ,   __£*     . f! 

Sa-t     -    «C  ^*~1-J.2— J;  +  l-J.2— 5.3-J.4— J;""'-^ 
yiog(a;  +  l)  _  (0^  l _£_  l.ar«  1.2.a;».  ( 

— iT  «'«g(*+i)+r^+i-iz:5 — r2~-(i+i?i-?.2-t +••••' 

i       j  t  ..X  8^(loflr(jr+l))  ^         82:(Ioga:)  ^    ^ 

oder,  wen»  HtoD  Inlcht ^  ^     —,  doodem     V  "■  ■.  naeh   For- 
mel  (T)    direkt  entwickelt: 

H\0EX)_{m)    -  \     l     ,1,1,        I,     ,YYYn*N 

■   ■   '1   ■■  '    i't?  f  ■■        '      ■ 

**)  Diese  Gleichung   druckt  eine   höchst    merkwürdige    Eigt^nschdtt 
des  utärlichen  Logarithmas  aas. 
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Ebenso: 

d^{\o^x)  (o/^).c;,,cc    1    , i__.   ^ 

tl— f.Ioga    5.2--t.Iog*a  3 

(XXXII)  *) 


Für  ganze  negativ«  Werthe  von  %  känn^mao  tfch  leicht  durch  u 
mittelbare  Probe  ron  der  Richtigkeit  derselben  überzeugen.  Es  ist  näo 
Ifch  nach  ihr: 

-gjr^=a;(log^-^,  2  +  .273  +  37J  +  ••" j). 

JEs  ist  aber  nach  Gleichung  (XX),  wenn  man  dort  11=1  setzt: 
daher 

6 

— g^|^±=ar  (logar  - 1)  =5/log;r&ar. 

Durch  Differentiation  hiervon  erhält  man  wieder: 

e 
3(j:logar--a:)      ,• 

— ^ — ='«g^- 

Ebento  nach  Formel  (XSX): 

dor-a     =OM"8*^  V^O  +  2:4  +  0  +  •••7>- 
Nach  (XX)  ergibt  «ich  aber  für  »=2: 

2        2        2  2         6 

0+2:4+0+ ••=^"'OT2=r 

Dalier 

8-g(loga:)_  a;g      •  6  « 

g^-2     =172  ^'^S^  -  4)  ==f(jiogxdx)  dx. 

IHirch'  zweimaliges  Difibrentiben  erhält  man  wirklich  wieder: 


e 


8^a 


'=:logd;  u.  s.  w. 


^)  Bei  diesen   sämmtKchen  Formeln  gilt  hinsichtlich   des   Wertt 
von  S  nur  die  Beschränkung ,    dass  er  nie  auf  Ausdrücke  von  der  Foi 

•  führen  darf  (s.  oben)* 
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Zu  diesen  Gleichungen,  ivelche  ><ich  nach  Anleitung  der  For- 
mel (V)  leicht  beliebig  vermehren  lassen,  kommen  ngch  die  be- 
reits üflei  angerührten  (irundlorineln : 


3)^  = 


'ß^.' 


.'  I  ,^)i 


.Jtie  zweite  derselben  drückt  ans,  dassTon  einer  Konstanten 
Dllt^die  ganzen  positiven  Difrerentialquotienten  =iNull 
siud,  alle  übrigen  aber  nicht. 

Die  Gleichung  3)  drückt  für  ganze  positive  Werthe  von 
J  eine  ans  den  ersten  Elementen  des  Differentiirens  sich  ergehende 
Wahrheit  aus;  hier  aber  wird  sie  auch  auf  gebrochene 
Werthe  von  £  ausgedehnt.    (Für  {;  negativ  ganz  führt  sie  auf 

die  Form  +(i>    ist  also  Rir  diesen  Fall  unzulässig.) 

Zuita  Scblusfi  der  gegenwärtigen  Arbeit  bestimmen  wir  »och 
den'-iill gemeinen  Differenlialkoellicienten  des  Ttinoms  (A-i-Bx-{-Ca:^)f 
in  einer  eleganteren  Form,  als  ihn  Gleichung  (V)  unmittelbar  gibt. 

Nennen  wir  A-i-Bx-^-Cx^^^,  so  ist  g-^  mit  den  darauf  folgen- 
den ganzen  Differentialkoenicienten  =  Null  und  die  durch  täti- 
ges DifferentÜTen  von  yP  entstehende  Gleichung  hat  die  Form: 


Zaweilen   ist  jedoch  die  Form  - 
Gloidinng  (V) : 


S^m^yy   (PPS) 


(n^H 


SBM  . 


T  aclicinbar.     So   werden 


,  S.E-i3»/r«)_a« 


f+....). 


"venn  ^  poiiliT  gftuz  ^n'mt,  die  1  oraicD  Werthe  doTKlaiumec  wegen : 
(0/^  =  l-£.2-£.3~fc...(«-Ö(0n-») 


alle  =0  und  der  (n-fÖ'e  1'beilaatz  erhiilt  nicht  die  Fbni 


reilaiuh  das 


Produkt  1  — S....W  — C 
r     Glieder  vom  (n-l-2)len 

r^wTe  «Ich  ichon  i 


I   Zähler   und   ^^e^|]er   streicht.      Die    folgender 
n  werden  Kuli,  su  dnis  ubiig  bleibt: 


d''f(x)_n....lx»d^/{x) 
0«»   ~l,...Ba:»    ^aC^  ' 

1  Reibst  versieht.      ..n-ift    iitiii.i 


.  IKrl-i'l  MilrM 
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+  («<,  +  «,!:+o,£^(pPS-I)j:-:+'d)"(^)' 

sg.         i.M,,,i.,ij.r.v .      1»    +  a 


33       -Ä     "  '^ 

6,     £  ,..». 


I 


?'$■: 


■■■!■.' 

C    -C    2  g.S'f 


i  f 


3^  3     5 
gl     1 


S      I 


■(-.!g        g'j'S'      lljä     .«. 

f  A  ^'  ? 


:  %l«? 


1 


Daher  erhält  man  mll  GleichaetzuDg  der  in  2)  und  3)  mit 
ander  koTTespondirenden  Werthe: 


I 


-%+«i(t+l)+ai(t+lj>=:{:+«6+«lt+«rf".    ^?    : 

* 

«b+ii  (t+l)+«»(t+^+  6,({:+l)»+64«+l)*?=  «-2)  (J«o+ait+«%W 

V.  s.   w. 
viroraiis  folgt: 


%^^ 


3    .     )11    '."    ,     8-.        .1. 


r-        '■••■- 
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rv 


Es  ISflst  siji  weiter  folgern,  dass  «io=^o=<^o=*-*=0  seio 
nm€88en.    Mair'llikt  deniiiach?    ' 


^'G?5_,.^4:-_r/^^^/lJ..J>«^/-«._1^..^xi/%^«-* 


3       li*       3        1  '  /3tÄiJ-*/3«t/\* 


"V« 


Es  lässt  ^h  DOti  durcb  Schlüsse  >  die  denen  ähnlich  sind, 
^^Q  zu  dem  BiQ^ngsgesetz  der  Koefficienteo  in  Formel  (I)  gef&hrt 
^^sdbeD>  nachweßen,  dass  die  successlvea  Kiammerausdrficke: 

•  i 

ciQccessiv  die'  Werthe  0  und  1;  0,  1,  2  und  3;  u.  s.  w.  zu  Wur- 
>stQ  haben  müssen,  wodurch  die  Gieicliung  4)  folgende  Gestalt 
«Qudmmt: 
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m: 
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^^.JLaf^9d0rf:\JO^ 
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••■•'■»i"  !;:■»'■!  o^(~ 
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Diese  Ittihe  ist  ifHißf^  anwendbar,   wenn  t  n^ativ  ganz  ist; 
nurgiebt  si^dann  stetf  ijinendliche  Reihen. 
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Alle  Winkel  denken  wir  uns  im  FolgendeD  darcli  mit  eiaeiD 
der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreisbogen  gfr<i 
messen,  urul  nullen,  dies  vorausgesetzt,  die  Polargleichung  deA 
Curve,  duiich  deren  Umdrehung  die  Fläche,  auf  welcher  wir  hob 
die  LozndnAne  gezogen  denken,  entstanden  ist,  durch 

".-_■     :■."     -'l)    r  =  f{f) 
bezeichnen,  "TVo  bekanntlich  r  der  Radius  Vector  heisst,  und 
9  die  centrische  Breite  genannt  werden   soll,    was  Jeder  ver- 
stehen ivird,    wer  weiss,    was  in    der   Geographie  und  GeodJUie 
mit  dem  Namen  geocentris^be  Breite  bezeichnet  wird. 

Auf  der  durch  die  Gleichung  I)  cfaarakteriHirten  Fläche  den- 
ken wir  uns  nun  zwei  Punkte^  deren  Längen*)  und  centrische 
Breiten  L^,  ipo  und  Li ,-  tp,  sein  mögen,  wo  Z-j  grOsser  als  Lq  sein 
soll,  dagegen  tpi  sowohl  grösser,  als  auch  kleiner  als  ipf,  sein 
kann.  Die  Breitendifferenz  <pi  — y^  theilen  wir  in  n  gleiche  Theile 
und  bezeichnen  jeden  dieser  TheUe  durch  i,    so  daes  also 

._  yi— yp  ■ 


*)  Jedem  wird  ohne  weitere  Erlniiterang  denlÜch  aeln,  was  vir  nu' 
ter  diesem  Ausdrucke  hier  versteben.  liben  so  irird  nnchher  die  Bcden- 
tung  dei  Worta  Aequstor  in  dem  Sinne,  in  (reichem  wir  p«  hier  ge- 
brauchen, von  selbst  erhellen. 


der  Loxotbromm  auf  BotattonsfläcAen,  3|)5 

ist.  Üarch  alle  Punkte,  in  denen  die  den  einzelnen  T heilen  ent- 
sprechenden Vectoren  die  kramme  Fläche  schneiden,  legen  wir 
Parallelkreise  des  Aequators,  und  durch  deren  Durchschnitts- 
pankte  mit  der  Loxodrome,  welche  wir  uns  zwischen  den  Punk- 
ten (Lq^o)  "^^  (A^i)  Au^  ^^^  krummen  Fläche  gezogen  denken 
kuQiien,  lauter  Meridiane.  Indem  wir  nun  die  Loxodrome  von  dem 
Punkte  (Lo9o) '  ^"  ^^^^  ^^^  Punkte  (Litpi)  hin  in  dem  Sinne 
durchlaufen ,  in  welchem  die  Längen  gezählt  werden ,  seien  F  und 
G  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  derselben ,  welche  durch 
die  vorhergehende  Construction  erhalten  worden  sind,  und  H  sei 
der  Durchschnittspunkt  des  durch  F  gehenden  Parallelkreises  des 
Aequators  mit  dem  durch  G  gehenden  Meridiane.  Dann  sind  F, 
G,  H  die  Ecken  eines  auf  der  krummen  Fläche  liegenden  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten  FH,  GH  und  der  Hypote- 
nuse FGj  welches  desto  genauer  als  ein  ebenes  Dreieck  betrach- 
tet werden  kann,  je  grüsser  die  Anzahl  n  der  gleichen  Theile  ist, 
in  welche  wir  die  ßreitendifferenz  q>i  —  cpQ  getheilt  haben.  Be- 
zeichnen wir  nun  den  constanten  Winkel,  welchen  die  Loxodrome 
mit  allen  Meridianen  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  so 
nehmen,  dass  er  180^  nicht  übersteigt,  und  von  den  Meridianen 
ans  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die^  Längen  gezählt  wer* 
den,  von  der  Loxodrome  aus  nach  der  Seite  hin  liegt,  nach  wel- 
cher die  positiven  Breiten  genommen  werden ,  durch  C;  so  ist  mit 
desto  grösserer  Genauigkeit,  je  grosser  n  ist: 

FH=FG.BmC,   GH  =  ±FG.cosC; 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  der  180^  nicht  übersteigende  Winkel  C  spitz  oder  stumpf  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  die  centrische  Breite  des  Punk- 
tes F  durch  ^,  den  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  durch 
r,  so  ist,  wenn  wir 

a?=rcosg),  ^=rsin9> 

setzen,  nach  l): 

a:=/Xq>),C08q>9  y  =  f{(p) . sm q> ; 

also,  wenn  man  differentiirt : 

g~  =  —  f(q>) .  sin  9?  +  f((p) .  cos  9, 

g|:=      f{(p).C08(p  -{-  f'((p)  .8in(p; 

i^oraus  man  sogleich 
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oder 

dx^  +  8^^  =  { (A9>))^  +  (/"(9>))^  ^  V 

erhält.  Weil  nun  offenbar  C  spitz  oder  stumpf  ist,  jenachdem 
g,j — q)^  oder  i  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  hiernach  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  grösser  n  ist: 

GH^±i  V(A?>))^+(/\9-))^ 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  C 
spitz  oder  stumpf  ist;  also  ist  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

±  F6? .  cos  C  =  ±  i  V  (A9))^  +  (/'(<P))*' 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 

FG .  cos  C=  iV(/'(9))H(/'(9))^. 

Bezeichnen  wir  nun  die  n  einzelnen  Theile  der  Loxodrome, 
von  dem  Punkte  (L^fp^  an  nach  dem  Punkte  {Licpi)  hin,  ^^t 
Reihe  nach  durch 

SO  ist  in  Folge  vorstehender  Gleichung: 

*o  cos  C=:  i  V(/-(9o))^+/'(9o))^ 

5,  cos  C=iV(/"(9o+0)H(/'(9'o+^))^ 


*bC08  C=t  V  (/•((po+2i))H(/'(<Po+20)^ 

u.     s.     w. 

5„-i  cos  c==  t\^(A9>o  +  (w  - 1)0)2  +  (r  (9o  +  (^  ~  1)^'»^ ; 

welche  Gleichungen  sämmtllch  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
gelten,  je  grösser  n  ist.  Addirt  man  nun  alle  diese  Gleichungen 
znisammen  und  geht  dann  für  in's  Unendliche  wachsende  n  zu  den 
Granzen  über,  so  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  In- 
tei^ralrechnung,  indem  man  die  Länge  des  zwischen  den  Punkten 
(Ai^Po)  "n<l  (AVi)  liegenden  ßogens  der  Loxodrome  durch  s  be- 
zeichnet« und  bedenkt,  dass  für  ein  unendlich  grosses  n  offenbar 

*0  +  *1  +  *2  +  *3  +  •—  +  Sn-\  =  S 

ist»  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 


dmr  iMxodrmnen  mtf  Rotattonsfiächen.  '       907 

2)    «cos  C^^J"  ^'  dq>  V(f{9>))^+  (/'(9)?- 

Bezeichnen  wir  den  dem  Bogen   FH  des  durch  JP  gelegten' 
Parailelkreises  entsprechenden  Bogen  des  Aequators  durch  FqHq,  . 
80  ist,    weil  FH  und  FqHq   gleichen  Winkeln  am  Mittelpunkte 
entsprechen  9  offenbar 

FniFoHo=^f(q>).co8<p:f{0), 
also 

^^"^  ""/Tg)),  cos  9 
^ach  dem  Obigen  ist  aber 

F//=FG.sinC; 


also  ist 


r  li  ^  /TOMn  C 

t\fP)' COS  (p 


und  folglich ,  weil  nach  dem  Obigen 


cosC 


ist: 


Bezeichnen  wir  nun  die  den  Bogen 

f 

^0*    ^1 5   ^2»   ^3»  ••••  Sn — 1 

der  Loxodrome  entsprechenden  Bogen  des  Aequators  durch 

'^0*    '^l>    ^1'    ^^3  *  ••"  »^Ji— 1 5 

SO  ist  nach  vorstehender  Gleichung: 

^  A9o)-cos9)o  '  ^ 

^  /l9>o  +  0  •  cos(qPo  + 1)       ''  ^ 

*  A9>o+2i).cos(9>o  +  20 

u.    s.     w. 

^"-* = '       ^90  +  («-1)0 .  cos(.p„  +  (n-l)i)       -m-t^rigC. 

21* 
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Also  ist^  wenn  wir  suromiren  und  für  in*s  Unendliche  wach- 
sende n  zu  den  Gränzen  übergehen  ^  weil  offenbar 

Mst^  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der  Integralrech- 
nung: 

3)    L,-L.=.i.u,C.r^W±¥mB^. 
/        1      --Ü  ^     J  f(cp).C08q> 

Die  beiden  Gleichungen: 

{, cos  C=y '"'  V  (/(g.))*  +  (r(<P))^-  S<P. 
4)    l  ^' 


t/  f((p).  COS (p 


SPc 


sind  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Loxodrome  auf  der  durch 
die  Gleichung  1)  charakterisirten  Rotationsfläche  ^  welche  wir  nun 
auf  einige  Beispiele  anwenden  wollen. 

Für  die  Kugel  istr  =  f(q>)  eine  constante  Grosse,  also /*(g))=0, 
und  folglich 

9>o  (po 

^  f(q>). cos cp  ^    J       rcosg?    J        cos 97' 

also  sind  nach  4)  die  Gleichungen  der  Loxodrome  auf  der  Kugel : 

g)j— g?o=-cos6', 

Li  — Xo=tang  C.  1      —^^ ; 

t/        cosg? 

wie  bekannt.  Bei  der  allgemein  bekannten  weiteren  Entwickelnng 
dieser  Gleichungen  halten  wir  uns  hier  nicht  auf. 

Für  den  Gylinder  ist«  wenn  a  seinen  Halbmesser  bezeichnet, 
offenbar 

r  =f((p)  =  o  sec  9 = a  cos  9-*, 
also 


der  Loxoäromen  auf  RoiatUmsfläehen,  3(I9 


cosg?* 


g^         g^siny* ?* 


w/  \  •  «         asin<p, 

/^'(y)  =  —  a  sin  9  cos9~* = —  ^^^^a ' 

folglich 

Also  ist  nach  4): 

^  P9^     dtp 

^/        cos  9^ 

L,  -Lo=tang  Cj      — ^. 
Aber 


sin  (yi— yp)  . 
cos  yo  ^o^  9^1 ' 

also  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome: 

scos  C=a(tangyi-tangyo)=  cosypcosyr 

6)  ; 

^       »       .       ^/.  .  X      tanffCsin(yi— yo) 

£,_AF=taDgatang,,,-tang9o)=      cosy^cosg,. 

Mao  erhält  hieraus  sogleich  die  Relation: 

^     5cosC  ,^       .    _,        ,_        _  ^ 

7)     y jF-=acotC,  «sin  t/=:a(Xri  — Lo) 

oder 

a(Li— Xo) 


8)    s= 


sinC 


Ffir  den  Kegel  ist«  wie  leicht  erhellen  wird,  wenn  wir  den 
Halbmesser  der  Grundfläche  durch  a,  die  Hübe  durch  b  bezeich- 
nen» wobei  man  Taf.  IV,  Fig.  14.  vergleichen  kann: 

a — rcosy:rsiny  =  a:6, 
woraus 

ab      

""asiny  +  6cosy' 

also 


'  I 
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f(q>)  =  ab  (a  8ing)-{-b  cos  q))"^- 

folgt.    Daher  ist 

ab(acos(p  —  6  sing)) 

i  k9)     "^  (o sing? +  6  cos 9)** 

and  folglich 

v/VT-//       \#  \y//  (asing)  +  ocosg))* 

odeil,  wie  man  leicht  findet: 

(/i:9))»+(/'(9))»=(^-r^ji^.. 

also 

V  (A9>))^  +(/'(y))'=(a  Jn^;Ito^.' 


f(q>).cosq>  cos  q>{a  ein  ip-{-/)C08q>y 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome: 

'      ^/        (asing?  +  öcosg?)* 


5P 


o 


*        "  '  J       cosg)(asing?  +  ocosg?) 

Die   Gleichung   des  Umdrehungs-Eüipsoids    zwischen    recht 
winkligen  Coordinaten  ist  bekanntlich: 

Nun  ist  aber  offenbar: 

Va:2+2^*=rcosg),    z=rsing); 


also 


K^'+t)  =  1' 


woraus 


r«  = 


a^  sin  0)2  4- Ä^  cos©*      ,      a^  — A*         _* 

1 5 — cos  9^ 


a« 


der  LbxadrameH  auf  RoMiamßdchen.  31X 

aho»  weim'nHui  wie  gew5biiiieh 

setzt: 

folgt.     Daher  ist 

f{q>) = 6  (1 — e«  cos  9^)-^, 
und  hieraus^  wie  man  durch  Differentiation  leicht  findet: 

^      be^  B\n  cp  cos  qf 

Also   ist         * 

6*  6^e*8ing)^cosg)^ 

__&^(1— 2g^cosy^+g^co8y^  +  c^siny^cosy^ 
""  (l  —  e^  cos  9^)3 

_6^(1  •— 2g^cosy2+e^cosy^) 
(1  —e^coscp^)^ 

__ö^{  J  -  (2 — g^)  g^cos  y^  I 

■^  (l  —  g2cos  9)2)3 


, ,, : b  VI— (2— e2)ß2  cos  (»2     . 

(l—eHoBqr)\  1 —  e^  cos  qr 

uad   hieraus: 

yf^My^^-^fiW      VT^2-gg)egcos(p^ 
f\tp).  cos  (p  cos9?(l — e^cosg?^) 


Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome: 

V'l— (2— e2)g2^^ 

(1- 

9*0 


J         (1  — gacos9)«)V^l  — e^cosy«  ^' 

10)  i  .  ^      - 

r       r       *       ^  /»y.  V^l-^(2-c2)cgcoay»^ 
X,-A»=  tang  Cj       -  i^i— ^ä^^  Sy- 
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« 
Weon  wir  die  Breite  ^  d.  h.  den  Neigongswinkel  der  Normale 
gegen  die  Ebene  des  Aequators,  durch  c5  bezeichnen,  so  ist  be- 
kanntlich : 


tangg>  =  -2tango, 


also 


2 1 q^cosQ^ 

cos 9  ~i^tang(p2""a4cosö2+64sinö2' 

1        «         o      ,«a*cos5^  +  6^sin5^ 

1  —  e*  cos  op* = b^  - -«   ,    ..   .    -^> 

^  a*  cos  G)*  +  b^  sin  o* 


_62    cos9^ aH^dJ^ 

^^  ""  o2  •  cos  Ö2  ^"  —  o^cos  ö2  +  bHm  ö* 


und  weil  nun 


0      2    0/1     *^    «!+*! 


also 

«2+62     oa_62        a4_ft4 


(2^e>^=-— .-^^-^ 


ist,  so  ist 


6* 
^  ^  ^        a*cosü2  +  6*smo* 


endlich  ist 


cos  0)  (1  —  «2  cQg  g,2)  -_  «2^2 cos  ü  t-t ^»     .     ,  .     .     -«r?. 

^^  ^  ^  (o*cos  o^  +  6*  Sin  ü2)l 

Hiemach  erhält  man  mittelst  gehöriger  Substitution : 

Vi— (2— e2)e2coS92  «2^90 

89?  = 


•        TTfkv  •  ' 


(l-c2coS92)V^l_e2cosg)2   ^        (tt2cOSG>2+62s-,n(^2){ 
VI  — (2— g2)c2cosy2        ^ 6^85 ^ 

COS  g)  (1  —  e^  COS  g)^)      ^      cos  ö  (o*  cos  ö^  +  6^  sin  ö*)  * 

und  bezeichnen  wir  nun  die  den  centrischen  oder,  bei  der  Erde, 
geocentrischen  Breiten  g^o»  9^1  entsprechenden  wahren  Breiten  durch 
(3o>  Oj;  so  ist  nach  dem  Obigen: 


scosC 


der  Laxadramen  auf  RaUUionsflächen*  313 


=  «^./ 


11) 


Li^L^i=bHQXigC  f 


35 


cos  ö(a*cos(i;)*+6*sinü*) 

0o 


oder 


aj       (1  -  e«sin  o«)S ' 


«cos 


d.  i. 


^i-l>o=-2tang  CJ       cosöd-e^sinö«) ' 


f/  (1  —  C*SID  ü*> 


12) 


SC08 


/^i  35 

co8Ö(l-e««nö^y 


29(j 


oder 

s  /*®i  35 

/®i  35 

coso(l— e^siiiG)*) 

Die  Tollständige  Entwickelung  dieser  Gleichungen  durch  Inte- 
gration, hei  der  ich  mich  hier  nicht  aufhalten  will  9  kann  man  in 
meiner  Loxodromischen  Trigonometrie.  Leipzig  1849. 
§.  17.  und  $.  18.  nachsehen.  Bekanntlich  beruhet  auf  diesep  Glei- 
chungen der  ganze  nicht  astronomische  Thell  der  Schifffahrtskunde, 
wenn  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  Rücksicht  nimmt. 

Für  e=0,  d.  h.  für  die  Kugel,  wenn  man  zugleich  a=zb=:r 
setzt,  erhält  man  aus  den  Gleichungen  10): 

/9i  P  5^1    3g? 

89),  £,-I,o=tangCy       -^ 

<jpfl  (Po 

oder 

9^i^9^o  =  ~cosC, 
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£1— I»o  =  taiigC/        — ^; 
*        "  t/        cos  9 


9>ü 

ganz  übereinstimmend  mit  5),  wie  es  sein  muss. 


Ueber  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines 

Ellipsoids   von  einander. 


Von 
dem   Herausgeber. 


Eine  in  das  Gebiet  der  höheren  Geodäsie  gehörende  Unter- 
suchung, die  bis  jetzt  noch  nicht  zur  Reife  und  zum  Abschluss 
gediehen  ist,  führte  mich  neulich  auf  die  Frage  nach  der  kürze- 
sten Entfernung  zweier  Normalen  eines  Ellipsoids,  insbesondere 
eines  Rotations-Ellipsoids,  von  einander.  Den  Ausdruck,  welchen 
Ich  für  diese  kürzeste  Entfernung  fand,  halte  ich  für  so  merkwür- 
dig, dass  ich  ihn,  nebst  der  Analysis,  welche  mich  dazu  führte, 
im  Folgenden  mittheilen  werde,  was  ich  auch  deshalb  thue,  weil 
mich  die  Merkwürdigkeit  dieses  Ausdrucks  zu  der  Meinung  ver- 
anlasst', dass  auch  die  Untersuchung  der  kürzesten  Entfernungen 
der  Normalen  anderer  krummer  Flächen  zu  gleich  merkwürdigen 
Resultaten  führen  werde  und  daher  der  Aufmerksamkeit  der  Geo- 
meter  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Die  Gleichung  eines  beliebigen  dreiaxigen  Ellipsoids,  welches 
wir  zuerst  in  Betrachtung  ziehen  wollen,  sei 


■'  ©'+ax+er='- 


und  (fyh)  und  (figihi)  seien  zwei  beliebige  Punkte  auf  demselben, 
so  dass  also 
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ist. 


Setzen  wir  überhaupt 


e)'+e)"+G)'-'=-' 


so  ist 


a£Ä_2^     dy^_'2y     d»Sl_2z  ^ 
da:  ""a^'     S^  ~  6^'      dz  ""c*' 

und  da  nun  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (cryz), 
wenn  wir  die  laufenden  Coordinaten  durch  je,  t),  }  bezeichnen, 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich 

r— •a?_t?— y_? — z 
da:  dy  dz 

sind;  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  des  Eiiipsoids 
in  den  Punkten  (fgh)  und  (fiffi^i),  wenn  die  laufenden  Coordina- 
ten wieder  durch  a:,  y,  z  bezeichnet  werden: 

7       '^       g      "^      h      ' 

Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  kürzesten  Ent- 
fernung der  beiden  Normalen  von  einander  mit  den  beiden  Nor- 
malen seien  respective  u,  v,  w  und  Ui,  Vi,  Wi\  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden: 

4)    i         f       -       ^       -       '      ' 

a^i  -fi )  _  bKvi-g, )  _  c\w^  -hl 

fi     ~     n     ~      K     ' 

und  die  Gleichongen  der  kürzesten  Entfernung  sind 
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6) 


X' 

V — Vi 

oder 

2- 
«7- 

X" 

-Ml 

__y-^i_ 

z- 

-Wi 

U — Ui        V — Vi        W — Wi 


Nach  einem  bekannten  geometrischen  Elementarsatze  steht  aber 
die  kürzeste  Entfernung  zweier  geraden  Linien  von  einander  auf 
diesen  beiden  Geraden  senkrecht^  welches  mittelst  des  Vorher- 
gehenden nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  unmittel- 
bar zu  den  beiden  folgenden  Gleichungen  führt: 

^(a— Mi)+^(ü— «>i)+ ^(to-«)i)=0, 
6)  . 

Diese  beiden  Gleicbungen  kann  man  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drucken : 

^K««-/)-(«i-/i))-l-pt(t'-y)-(t»i-i^i)!+^{(w-A)-(«ci-A,)| 

^fh.m.^l     (L\      (9\     /ÄV 
~a«  +  6«  +  c^~\a)  ~\b)  ~\c) 

—ffi.ffffi  ,  d^     1 

"Va/   ""^U/   '^\cj  ~«a~12— ^ 
und  setzen  wir  also  der  Kflrze  wegen 
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soxhabeD  wir  znr  Bestimmung  der  Coordinaten  u,  v,  w  und  Ui, 
Vi ,  Wi  der  Durchschnittspuiikte  der  kürzesten  Entfernung  der  bei- 
den Normalen  von  einander  mit  diesen  beiden  Normalen  nach  dem 
Obigen  (4)  und  6))  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

8) 

og(M— /)  _  6g(o-ff)  _  cHtß—h) 
f        -        9        -        h        ' 

fi  9i  Ai        ' 

^l(«-/)-(«i-A)l+|l(p-5?)-(r,-</i)1+^t(«'-A)-(«'r-Ai)i=*' 

^t(«-/)-(«i-/i)l+^((''-«/)-(i'i-5i)l+^l(«'-A)-(«'i-Ai)=-*- 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen  müssen  u^  Vy  w  und  tti,  VnWi 
oAeru  —  ff  v—ff,  w — h  und  Wi— /i*  ^"i'^ffi^  ^i — ^   bestimmt 
werden;    und  bezeichnet  man  dann  die  gesuchte  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Normalen  von  einander  durch  E,   so  findet  man 
E  mittelst  der  Formel : 

Behufs  der  Auflösung  der  sechs  Gleichungen  8)  haben  ivir  nun 
zuvorderst  aus  den  vier  ersten  derselben : 

(v^ff)—(Vi''ffi)  =  ^^(u^f)-^-^(Ui-fi) 

(to-A)  -  (wi— Ai)  =  ^  (" — /")  —  ^  (^^1 ""  A) 

welches 5    in  die  zwei  letzten   der  Gleichungen  8)  gesetzt^   nach 
einigen  leichten  Reductionen  die  zwei  folgenden  Gleichungen  giebt: 

ffl.9^.!^\^Ilt     (fh  .091  .Mii\nx-fi  _   k 

V«»  "'^  6«  +  c*y  ^  ~W  "*■**"*■  c*/   tx  "  «»■ 


f 
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Aus  diesen  beiden  GleichungeD  erhält  man  nach  einigen  iei« 
ten  Reductionen: 


u-f^k  a4       t-         b^        -r         c^     

^4A4  I  A4«4  "T  .^„4 


(f+fi)f  ^(9  +  9i)ff  .  (h  +  k,)h 


c* 


A    ~  «^'(/^i -.9/1)^  ,  (9^1  -hg,)^      W.^fKf 

Hieraus  ergeben  sich  io  Verbindung  mit  den  Gleichungen 
die  folgenden  Ausdrücke: 

10) 

(A+A)/i  .  i9±gi)9i  ,  (A +Ä,)A, 
"1         zs        r 


und 


u-f_k  g*       T^        6^        ^        c*     

(/+/;)/'i  ,  (ff+ffi)ffi  ,(k+h,)h, 
v-9_k  „4       f        ^4        •«-        c^    

9    ~0^'(f9i-9fi)\,  (ffh-hff,)^      (hf,-ß,)^' 

(l±fi)fi  ,  ig+9i)9i  .  (h+hOhi 
W—h     k a*       "*"        b^       ^       c* 

h     -~c^'(f9i-ffA)^  ,  (gAi-%iP  ,  (¥i-A)' 


11) 


(/•+/i)/' ,  (9+9i)9  ,  (A+Ai)A 
«I— /i_it:  g^      •*"        b*       '^       c*      

/i     "«"'(/yi-gA)' ,  (9ki-hg,r'  ,  (V,-A)«' 


(/+/i)/,  ^ <7i)2  .  (A±Äi)A 

EirSi—*-  »t*    "*"     6*     "^     c^ 

a*b*       +        6*c*        "*■       c*a* 
-. (/•f/i)/'.  (g  +.yi).9  .  (A+Ai)i 

»l-^l.  A  fl4        -t-  6^  1-  c4 

*t     ~<^'>(f9x-9fxy  ,  (ffAi-^i)"  .  (A/i-A)'' 

„4^5      +        64c*        "•"        c*o* 
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^1  Zu  der  von  mir  hier  beabsichtigten  Untersuchung  über  das 
Rotations -Eiiipsoid  reichen  die  bisherigen  Betrachtungen  über  das 
allgemeine  dreiaxige  Eiiipsoid  hin,  und  ich  will  dieselbe  daher 
jetzt  nicht  weiter  fortsetzen ,  sondern  nun  zu  dem  Rotations  Eiiip- 
soid übergehen. 

Bezeichnen  wir  wie  gewohnlich  die  beiden  Halbaxen  des  Ro- 
tatioDs-Eiiipsoids  durch  aund6,  so  ist  im  Vorhergehenden  a=a, 
bzztty  c  =  6  zu  setzen;  und  wenn  wir  die  Langen  der  Punkte 
(fgh)  und  (fiffih^)  respective  durch  w  und  ©i,  ihre  reducirten 
Breiten  *)  dagegen  respective  durch  ö  und  5|  bezeichnen ,  so  ist 
bekanntlich : 


'CDS 


/=acos(öcos(«),    flr  =  ösin  wcosG),  Ä  =  6sinG>; 

12)     i  _ 

^=:acosa)iCos(i)i,  ^|=asin(»|Cos(i)|,  /f|=6sin(i)i. 


Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  nun: 


*)  Rücksichtlich   des  für  mathematische   Geographie   und  Geodäsie 
(ehr  'wichtigen  Begriffs  der  reducirten  Breite  eines  Punkts  der  Erdober-  c 
fläche  bemerke  ich   zu  besserem  Yerständniss  des   Obigen   in   der  Kürze 
Folgendes.    Die  Breite  B  eines  Orts  ist  bekanntlich  der  Neigungswin- 
kel seiner  Normale  gegen  die  Ebene    des   Aequators.     Denken  wir  uns 
ODn  in  das  Erdeüipsoid  über  der  Erdaxe  als  Durchmesser  eine  Kugel  be- 
schrieben     nehmen  auf  deren  Oberfläche  einen  Funkt,    welcher  von  der 
£bene   des  Aequators  eben  so  weit  entfernt  ist,    wie  der  auf  dem  Erd- 
eiiipsoid  liegende  Punkt,  dessen  Breite  B  ist,  und  ziehen  nach   dem  er- 
fteren  Punkte  einen  Halbmesser  der  in  Rede  stehenden  Kugel,   so  heisst 
dessen  Neigungswinkel   gegen   die  Ebene   des  Aequators  die   reducirte 
*  Breite  SB  des  Punkts  auf  dem  Erdellipsoid  Yon  der  Breite  B,    Zwischen 
der  Breite  B  und   der  reducirten   Breite  S3   findet  immer    die  leicht  zu 
beweisende  Relation 

atangf&=^ötangB 

Statt,  und  mittelst   der  Formeln  tangS3=  -  tang^,  tang^=  ~  tangS3> 

kaon-  also  immer  leicht  S9>  aus  B  und  umgekehrt  B  aus  S3  gefunden  wer- 
den. Man  findet  über  alle  diese  Dinge  ausführliche  Belehrung  in  mei- 
ner „Sphaeroidischen  Trigonometrie.**  Berlin.  1833.  4°.  Zwei- 
tes Kapitel,  und  in  meiner  ,,Loxodromischen  Trigon  ometrie.'^ 
Ijeipzig.  1849.  8®.  Einleitung.;  auch  in  meinen  ,, Elementen  der 
ebenen,  sphaerischen  und  sphaeroidischen  Trigonometrie, 
in  analytischer  Darstellung  mit  Anwendungen  auf  Astrono- 
mie  and  Geodäsie.**    Leipzig.  1837.    8^. 
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fgi  — gfx  = — aa  sin  (co  —  ©i)  cos  o  cos  Oj, 
ghi — hgi  =     ab  (sin  go  cos  o  sin  u^  —  sin  goi  sin  c3  cos  c3i) , 
A/i  —  fhi  =  —  a6(cos  w  cos  5  sin  5i  — cos  ooi  sin  ö  cos  5i) ; 
folglich 

/i7i  —  üfi sin  (co  —  «i)  cos  5  cos  5i 

j^Ai  —A^i  sin  09  cos  g5  sin  Uj  —  sin  Oi  sin  c5  cos  c3] 

"62c2     ""  'ilb  ' 

^A  —  Ai  cos  a  cos  ö  sin  5i  —  cos  Wj  sin  ö  cos  öi , 

also 

(f9i-9fi)^  ,  igh^-hg^)'^      (AA  ~A)^_sin(a)-a)i)gcos5gcosc5i^ 

sin  5^ cos  öj^+cos  ö^sin  öj*— 2 cos (co — coi) sin  5  cosö  sinZ^i  cos^i 


oder 


•  =  -4  j  sin((o — a)|)^cos5*cosöx* 

+T2(sin(i>2cos(i;)i^fcosG)VinG)i^*--2cos(G}--oi)i)sin(«)cososin(i)iCosüi)| 
Ferner  ist^  wie  man  leicht  findet: 

rt*        ■*■  6*  ■*"  6'^ 

=  -2{cos(i;)i(cos(üi +cos(a)— a)i)cos(i))  +  T2sin(i>i(sin<i>+sinG)i)}, 

(nfi)f  ,  (9  +  9i)ff  ,  (h  +  h,)h 
o*      ■*■        6*       ■*■        c* 

=  -5 !  cos  G)  (cos  G)  +  cos  (o — ©1)  cos  Ol)  +  p  sin  CD  (sin  ti  -f  sin  Ox)  | ; 

und 

^  A=  —  { 1  —  sin  0  sin  Oj  —  cos  (co  —  (Oj)  cos  5  cos  5i }. 

Setzen  wir  nan  der  Kfirze  wegen 

13)    cos9=sin osin c3|  -|-  cos(g) —  ci>|)cos(3cosOi, 


nwHm'  Mumaien  HneM  mUpwidM  mm  eHumder.  SSI 

80  erkalten  wir  ohne  Sehwierigkeit : 

1  a* 

=  ^  I  sin  e«  -  (1  —  p)  (sin  02— sin  (CO— a>i)*cüs  ö«co»  5i*) ), 

a*       +        6*        +        ^~" 

1  a«        _  _ 

=  -jät^cos  J0*  — (1  —  T2)sin(i>i  (9inG)  +  6inQx))> 

a^      '^       6*       "^       c* 

1  a^        ^         ^  ^ 

.=  -2t^cos46* — (1  —  ^2)^'"^(**"'*^  +8inOi)l, 

Ä:  =  — 2sin402. 
Iso  ist : 

Li) 

2  cos  l  ©*  —  (1  "7  Tä)  sin  öl  (sin  w  +  sm  «i) 


-./=-.2/-sini02 


a^ 


sin02— (1— ^2)isin02-sin(a}— w,)2cosö«cosöi«! 


a^ 


2cosi02—  (1— i^2)s*"^i(®^"^+*'""i) 
-5^=-2^8ini02 -^ ^-- ^ ^— , 

sin  02  -(1  -.g-^(sin02-sin(fl}-a>i)2cosö2cosöi2} 

«2        _  _  _ 

2  2  cos  J  02  _  (1 «.  p)  gin  üj  (siii  ü  ^  sinwi) 

-.A=-2pAsinJ02 ^ ; -i 

8in02— (1— p){8in0*-sin((ö-w,)2cois52cos5i2} 

id 

15) 

2cosJ02— (1  — 7s)sin6)  (sin  o  +  sin  Ol) 
-/i=-Y.s!»5Ö» -5 * , 

sio  02-(l -p)t8in02-sin((a- Wi)«Wsc3«co8Öi«J 

:,  .2cp8i02  — (1— p)sinG)  (sinö  +  sinWi) 

-5'i=-2^i8>n|  02 -^ -r-T— r— * 

sin02— (1  —  p)tsin02^sin(«— Q)i)2cos!52coj^i2j 

Tbeil  XXI.  22 
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^a  2  cos  i©«  —  (1  -  p)  sin  o  (sin  5  +  sin  öO 

w,  --Ai=— SpAismiÖ« -5-^ -^ — — — — 

sin02^(l-T5)|sin02-sin(w-c)i)«cosO«cosöi«) 

Leieht  findet  man: 

/^  +  fl^*  +  ^*  A*  =  p  («*sin  ö«  +  Ä^cos  ö^), 

/iH.7i*+|i  ^*=p  («^fi'in  öl*  +  **  cos  öl«) . 

und  bezeichnet  man  nun  die  Krümmungshalbmesser  unter  den  re- 
ducirten  Breiten  ö  und  o^  durch  R  und  /?i,    so   ist  bekanntlich 

r.  _  (<i*sin  5M^2cosö2)S  (a^sinöiH^acosöi*)! 

also 

a2sin5«+6*cos5*==ol6f/2l,   a^ sm^i^^b^ cos Jd^^^aWR^t-^ 
folglich 

Daher  ist 

16)      V(m— /)«  +  (!)— ^)2  +  (w  —  Ä)2 

«*  -  -  _ 

>.  ^1  2cosJ0*  — (l-^T2)sinc;)i(sino  +  sinüi) 

=2sifliea.r^jölÄ*-  '^ 


a» 


sinö^-'Cl— .^sin0*^sin(a)-ö}i)*cosG)«cos(i)i2| 

und 

17)     V  («i~/i)2+  (t,,-^,)2+  (tc,~-Äi)2 


«* 


=28inie^.(y  fllÄ,!- ^ 


sinÖ«-(l— V2)tsin02-sin((ö— a)i)«cos5*cosSjt2} 

bloss  in  Bezug  auf  die  absoluten  Werthe  der  Grossen  auf  den 
rechten  Seiten  dieser  Gleichungen. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen  ferner: 
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^ --       J  cosöo,i=»in5co85x— cos(o— a)i)cos58in5i, 
'  co8  0|^=cosU8inc5i— cos(o>— 0)^)8inc3cosS| ; 

80  ergiebt  sich  au8  14)  und  15)  nach  einigen,    keiner  Schwierig- 
keit unterliegenden  Reductionen: 

19) 
-     a*    cos  Ol  (sin  5 — sin  5i)  cos  Bq,i 

sin  ©«—  (1  —  gä)  t  sin  ®*  —  s""  («—  ^if  ^os  ö«  cos  öi*} 

€1*         cos  toi  (sin  5  —»sin  5i)  cos  Op,! 

«?=— (1— ^Äät)^' ^2 » 

8in  0*— (1 — p) i sin  e«—  sin  (w—  ©i)«  cos  ö«  cos öi«] 


a« 


2    sin(cö— (»i)*cosü*cos(i)i^+2T5sinl0*sinüi(sinö+sinüi) 

u)=  a-p)A -« ; 

sine«— (1— p)tsinö2— sin((ö— (oO^cosö^cosüi«} 

and 

20) 

-      a*  - cos  Q  (sin  c5  —  sin  5i )  cos  Oi,o 

sin©«— (1  — ^a)!»«"®*— sin(a)— (ö,)«cosö«cosö,2| 

.      a*       cos  5  (sin  5 — sin  5j )  cos  Bi  ,o 

ri — (1 — "gä)5^i  ^2  ];;        ^i;     > 

sinö*— (1— -p)tsin  0*— sin(G}— (öl)*  cosö^cos üi^J 

-        -         a*  -        -      .  - 

2     sin(a)— (»i)*cosG)*cos(i>i*+2T2sin40*sinü  (sinco-t-sincOi) 

«Oi=(*  -p)*i- ^2 ~ 

sin6fiL-(l  -^2){s»n  ®* -»»"(<»— »i)^  c<>sö2  cosöi«) 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich,  wenn  man  für  /*,  g,  h  und  /|, 
i7i9  ili  zugleich  ihre  Werthe  aus  12)  einfiihrt: 


22* 
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Aus  dieser  Formel,  welche  ich  in  mehrereo  Beziehungen  ffii 
sehr  merkwürdig  halte»  lassen  sich  verschiedene  Folgerungen 
ziehen,  von  denen  ich  nur  auf  einige  der  sich  zuerst  darbietenden 
aufmerksam  machen  will. 

Dass  die  beiden  Normalen  sich  schneiden,  wird  offenbar  da- 
durch bedingt,  dass  ihre  kürzeste  Entfernung  von  einander  ver- 
schwindet. Nun  fällt  aber  sogleich  in  die  Augen,  dass  E  ver- 
schwindet für  sin(a)  — a)i)  =  0,  fürö  =  l]0«,  furöi=90o,  fui 
sin(3=:sinG)i ,  welches  alles  leicht  geometrisch  zu  deutende  Fol- 
gerungen sind.  Bemerkenswerther  ist  es  aber»  dass  E  auch  ver- 
schwindet, dass  also  die  beiden  Normalen  sich  jederzeit  schnei- 
den, wenn 

25)    sin  02_e2gin(ß,__o,i)2cosö2cosG)i2=O, 

d.  h.  wenn 

26)    sin0  =  4:csin(ca — (»i)  cos  5  cos  5i 

ist.  Es  fragt  sich  nur,  ob  diese  Gleichung  überhaupt 
existiren  kann  oder  zulässig  ist,  was  wir  jetzt  sorgfältig 
untersuchen  wollen. 

Weil  nach  13) 

cos  0= sin  5  sin  5|  +  cos  ((o  —  ooi)  cos  5  cos  Öi 
ist,  so  ist 

sin  02  =  l  —  sin  o^  sin  öj*— cos  (co  —  coj)*cos  ö^cos  «i* 
—2  cos  (od — ()i}x)sinc5cosc5  sinc5i  coso^, 

und  die  Gleichung  25)  wird  daher  nach  einigen  leichten  Verwand 
lungen : 

(1— C*)cos5*cos5i2cos(o} — a}x)^-^2sinc5cosc^sinc5|Cosc3lCos(a) — Oj 

=  1 — sinö^sinwi*— e^cosS^cosöi* 
oder 

2 

cos  (od  —  ©i)*  +  I  _  2  *^"g  ^  *2ing  «1  cos  (od— ooi) 

_1  —  sin  5*  sin  «i^  —  e^cosö^cosSj* 
""  (1  —  e^^  cos  ö^  cos  öl* 

Löst  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf 
cos(a) — Gi>x)  als  unbekannte  Grösse  auf  gewöhnliche  Webe  auC 
80  erhält  man  zuvörderst  mittelst  leichter  Rechnung: 
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{ 


cos(a>  — 0)0+      \_/  -P 


_  1— c*(l — sin  to^sin  G)i^  +  cos  (O^cos  Oj^  +  e^cos  Q^  cos  Oi^ 
""  (1  —  c*)2  cos  5*  cos  Ol* 

_  1 — e^  (cos  5^  +  cos  (öi^)  +  e* cos  5* cos  toi* 
"■  (1— c*)*cosö*cosöi* 

abo     ^ 


[t 


{cosCm  — ß)i)  +  —  i_^2        i 


2 


Jf 


__  (1  — g*cos  5*)  (1  —  g^costoi*) 

'^  (l— «2)*C0SÖ«C0SÖi* 

woraus  sieb  die  Formel 

^  ,  ^  —  sin  5  sin  St  4-  V"(l  —  e^  cos  ö*)  (1  — e*  cos  5,*) 
i7)   cos(a)  —  Oi)= ^^^71 — -^ = *~ 

'  ^  '^^  (1  —  6*)C0SG)C0S(«>i 

ergiebt,  welche,  da  e*<l  ist,  für  cos(a)  —  Wi)  offenbar  immer 
zwei  reelle  Werthe  liefert,  wobei  nun  aber  ferner  noch  die  Frage 
eotstebt,  ob  diese  Werthe,  absolut  genommen,  auch  nicht  grösser 
als  die  Einheit  sind^  weil  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  die  Lä'n- 
gendifferenz  o  —  e>i  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  wirklich 
aus  den  reducirten  Breiten  (5  und  Oj  bestimmt  werden  kann« 

Wir  müssen  daher  jetzt  noch  untersuchen,  ob  die  Bedingung 

S  —sin  5 sin  «i  db  V  (J  ~  f^cnsto*)  (1  — e^cos  6)|'-^)  l^=z 
\  (1  —  6^)  cos  «  cos  öl  3  ^ 

als  erfüllt  betrachtet  werden  kann.    Diese  Bedingung   fallt  aber 
mit  der  folgenden  zusammen : 

MnösinSi  ±  V(l— e^cosö^Xl— e^cosöj  ^)fZ(l  — €*)«cos5«  coi^ö,  *, 

<!•  h.,  wie  man  leicht  findet,  mit  der  Bedingung 

T2sln5sin öj  V(l— e*cosö*)(l-6*cosöi*) 
^cosö^cösüi*— sinö^sinöi*— l+c2(cosö2+cosöi2— 2cos5*cos5i*), 

Welche  Bedingung  sich  ferner  leicht  auf  die  folgende  reducirt : 

=jp28in  5sin  öj  V^(l  —  6*  cos  ö*)  (1 — e^  cos  ö^^) 
^  — sino*  — sin5i*+c*(cos5*sin5i*  +  sin5*cos5i*). 
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also  auf  die  folgen^de: 

i=  2  sin  5  sin  üj  V(l— e*cosö2)(l  — c^cosöi^) 
~  — sin  0^(1-^  c»  cos  öl«)— sin  öl*  (l—ß*  cos  ö^), 

oder  auf  die  folgende:  • 

0^  — sinö2(l— ««cosöi«)  — sinöi2(l— e^cosö«) 
+ 2 sin ö sin ö^  V  (1—  e^cos ö^)  (l^e^cos(di% 
welche  Bedingung  offenbar  mit  der  folgenden  einerlei  ist: 

0"^— { sin ö  Vl-c^eosöi«  qp  sin öj  V^l-e^cosö'-^P. 

Diese  Bedingung  kann  aber  offenbar  nur  dann  als  erfüllt  betra 
tet  werden,  wenn 

sio  öVl — c«cosöi*=F sin  öi V  l — e«cosö«=0 
oder 

sinö  V"l  —  e^cosö* 

"5      =r~^^~t~ 


Sin  Ol     ~V^1— ßÄcosöi« 
ist»  und  dann  ist  nach  der  vorhergehenden  Entwickelung 

I  —  sinö  sin  öj  ±  V(l  -  g^cosö«)  (1  — e^cos  öi^)|  ^ 
t  (1  — e2)cosöcosöi  I    "  * 

also  cos(o) — coi)=:4:l,   folglich  wieder  sm(<a — cöi)  =  0. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  beiden  Normalen  nur  dann  < 
verschwindende  kleinste  Entfernung  haben  oder  sich  schnei 
können,  wenn  sin(a)  —  cj)i)=0,  oder  ö=9ö*^,  oderöi=90^,  ( 
sin  Ö  =  sin  Öl  ist,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  nicht  a  =  b  i 
nicht  €  =  0,  also  das  Ellipsoid  keine  Kugel  ist. 

Zum  Ueberfluss  wollen  wir  schliesslich  noch  analytisch  n 
weisen  5  dass  der  Nenner 

« 

(1  +  6«)  sin  02— £«sin(fl)—  fi)i)acos  ö^cos  öi« 
des  Ausdrucks  24)  von  E  niemals  verschwinden  kann.  Wäre  nän 

(l  +  «2)sinöa— 6»sin((ö-(»i)«cosö*cosöi2=0, 
so  wäre 


rntttim^Normaien  eines  JEliipMdM^ifim  ein/rnnkr^ 

sin  e«  «« 


Sm((ö  —  0!)i)*COSO^C08öi*         I   +€*' 


sin  0« 


sin  (od  —  ©i)*  cos  ü*  cos  üi* 


=r-2<I- 


Nun  ist  aber 


sio  0* — sin(ci}  —  ©i)*  cos  5*  cos  5i* 
=  1  — sinoVinöi*— cosö^cosöj^ — ^2cos(g}— a)i)sinÖcosösin5iCOs5i 
=  sin  ti^cos  ©1^  +  cos  ö^sin  öj* — ^2coj!t  (o) — ©i)  sino  cosc3  sinöi  cosOj 
=:cosi(co— ©i)*lsinö^co8Öi^+cosö2sinG)i*— 2siDÖcosösiuöiCOs5i} 
+  8inJ(© — ©i)2[sinö^cos5i*+cosö2sinüx*+2sin5cosösinÖ|Cos5i ) 
=  cosi(© — ©|)^(sin  5  cos  öi  —  cos  ö  sin  öi)* 
+  sin  4  (© —  ©i)^ (sin  ö  cos  Oj  +  cos  ö  sin  öi)* 
=  cosi(©— ©i)^sin(5— 5i)2  +  sini(© — ©i)2sin(5+öi)*. 


folglich  immer 


»inÖ* — sin(© — ©i)*cos(i)*cos(i>i^^O, 
sin  6*^sin(o  —  ©i)2cos(5*cosöi*, 

«in©« 


sin(Q — ©i)«cos(i)cos(i)i«  > 


I, 


vag  mit  dem  Obigen  ntreitet. 


i 


I  ... 
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Ueber  eine  neue  geodätische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Die  gewöhnlich   nach   Pothenot    benannte  Aufgabe,    derer^ 
eigentlicher  Erfinder  aber,    wie  Herr  Professor  Verdam  in  Lei- 
den im  Archiv  Tbl.  H.  S.  210.  nachgewiesen  hat,  der  berühmte 
holländische  Mathematiker  Willebrord  Snellius  ist,  zeigt  be- 
kanntlich, wie,   wenn  drei  Punkte  Ay  B,  C  in   einer  Ebene  de"* 
Lage  nach  gegeben  sind,   die  Lage   eines  vierten  Punktes  D  \cm 
derselben  Ebene  bloss  aus  den  beiden  in  diesem  Punkte  gemes'- 
senen  Winkeln  ADB  und  BDC  bestimmt  werden  kann,    so  das^ 
man  sich  also  bei   dieser  Messung  bloss  auf  die  der  Lage  nacli 
zu  bestimmende  Station  D  zu  begeben  braucht,    was  diese  Auf- 
gabe für  die  Praxis  besonders  empfiehlt.     Ich  glaube,  dass  sich 
dieser   berühmten  Aufgabe   eine   andere  zur   Seite   stellen    lässt, 
welche  in  der  Praxis  ähnliche  Vortheile  gewähren  dürfte. 

Wenn  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  15.)  B  und  B^  zwei  Punkte  im 
Räume  sind,  deren  horizontale  Entfernung  AAi  und  deren  Höhen 
AB,  AiBi  über  einer  gewissen  Horizontalebene  ACAi  als  gege- 
ben betrachtet  werden  können,  und  man  misst  in  einem  dritten 
Punkte  D  die  horizontale  Projection  EDE^  des  Winkels  BDB^ 
und  die  beiden  Vertikalwinkel  BDE,  BiDEi,  wozu  der  Theodo- 
lit das  geeignetste  Instrument  ist,  so  lässt  sich  aus  diesen  ge- 
messenen Winkeln  die  Lage  des  Punktes  D  im  Räume  ermitteln, 
d.  h.  es  können  aus  den  drei  in  Rede  stehenden  Winkeln  die  ho- 
rizontalen Entfernungen  DE^  DE^  oder  CA^  CAi  des  Punktes 
D  von  den  beiden  Punkten  B  und  B^  und  dessen  Höhe  CD  über 
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ia  Horizontal  ebene  ACA^  bestimmt  iverden.  Wfiren  also  in  einer 
Gegend  B  und  £,  etna  die  SpiUen  ziveier  Tfaiirme  oder  die 
G^fel  zweier  Ber^e,  deren  horizontale  Entfernung  und  deren  Hüben 
über  einer  genisseti  Horizontalchene  aus  einer  anderirelti^en  Mes- 
SBDg  alc  genau  lietiannt  aiinennmmen  werden  künnten,  so  niirde 
die  Lage  jedes  anderen  Punktes  im  Räume,  ans  iretcheni  jene 
beiden  Punkte  siehlbar  sind,  durch  Messung  der  drei  oben  näher 
bezeichneten  Winkel  bestimmt  werden  können,  also  nicht  bloss 
die  boMEnnfalen  Entfernungen  diese»  Punktes  von  den  beiden 
Punkten  B  und  B^,  sondern  auch  dessen  Hübe  über  der  ange- 
nommenen Hnriznrilalebene,  wobei  man  sich  ähnlich  ivie  bei  der 
Polhenot'schen  Aufgabe  nur  auf  diesen  Punkt  zu  begeben  braucht. 
Die  aus  diesen  vorläuGgen  Betrachtungen  i^ich  ergebende  Aufgabe, 
die  in  der  Praxis  wohl  hin  und  »leder  ziveckiuüsbige  Anwendung 
finden  dürfte,  will  ich  nun  im  Folgenden  auflüsen,  schicke  aber 
der  Anflösung  noch  die  folgenden  näheren  Bestimmungen  voraus. 
Die  Hüben  aller  Punkte  werden  auf  ein  und  dieselbe  Horizon- 
.«atebene  bezogen,  aber  stets  als  poKÜiv  oder  als  negativ  betrach- 
tet, jenacbdeni  dia  betreffenden  Punkte  über  oder  unter  der  in 
^ede  stehenden  Horixonlalebenc  liegen.  Wenn  ferner  in  einem 
beliebigen  Punkte  M  der  IVelgungswinkel  der  von  dem  Punkte  SI 
«ch  einem  anderen  beliebisen  Punkte  iV  gezogenen  Linie  Mlf 
;egen  die  durch  den  trinkt  Hl  gelegte  Horizontalcbene  gemessen 
pird,  so  soll  dieser,  natürlich  neunzig  (irade  nie  übersteigende 
Iffeigungswinkel  immer  als  positiv  oder  negativ  betrachlet  werden, 
[enachdem  der  Punkt  iV  über  oder  unter  der  durch  den  Punkt  IS 
;elegten  HoriTiontalebene  liegt.  Dies  vorausgesetzt,  kommt  nun 
las  Obige  auf  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  zurück. 

Aufgabe, 

Wenn  die  horizontale  Entfernung  e  und  in  Bezug 
auf  eine  gewisse  angenommene  Horizontalebene  die 
gehurig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Höhen 
k  und  Ai  zweier  Punkte  gegeben  sind,  und  in  einem 
dritten  Punkte  sowohl  die  horizontale  Projectionu  des 
von  den  von  diesem  dritten  Punkte  nach  den  beiden 
«rsten  Punkten  gezogenen  Gesichtslinien  eingeschlos- 
senen Winkels,  als  auch  die  gehörig  als  positiv  oder 
,|8  negativ  betrachteten  sjiitzen  Neigungswinkel  i  und 
ii  dieser  Gesicbtslinien  gegen  die  durch  den  dritten 
Punkt  gelegte  Horizontalebene  gemessen  werden:  die 
Lage  dieses  dritten  Punktes  im  Räume  zu  bestimmen, 
d.  b.  dessen  horizontale  Entfernungen  x  und  Xi  von  den 
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beidein  ersten  Punkfen,  \ind  seine  gehörig  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtete  Hohe  te  ih  Bezug  auf  die 
angenommene  Horizontalebene»  auf  welche  alle  Hüheh 
bezogen  werden,  zu  finden. 


A  u  f  I  ü  au  n  g.    . 

Zuerst  haben  wir  nach  den  Lehrien  der  ebenen  Trigonometrie 

die  Gleichung: 

t  ■ 

1)    e^  z=z  x^ -{■  Xi^ — IxxiCOBä. 

Ferner  sind  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  in  völliger  Allgemeinheit  h  —  u  und  ä^ — u  die  Höhen  der  bei- 
den gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  die  durch  den  der  Lage  nach 
zu  bestimmenden  Punkt  gelegte  Horizontalebene,  so  dass  wir  also 
ferner  die  beiden  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen 
haben : 

2)    h — u=ixidx\^ir  Äi— a=a?itangii. 

Aus  den  drei  Gleichungen  l)  und  2)  müssen  die  drei  unbekann- 
ten Grössen  Xy  x^,    u  bestimmt  werden,   was  auf  verschiedene 
Arten  möglich  ist;  die  einfachste  und  eieauiteste  Auflösung  die 
ser  drei  Gleichungen  scheint  mir  aber  folgende  zu  sein. 

Die  Gleichung  1)  kann  auf  folgende  Art  geschrieben  werden   , 

(ßa=(a:HÄri2)(cosia2+sinJa2)  -2;r;ri(cosia2— sin  Ja«), 

also 

6«=  {x^'Y-^xx^  +0«>ni«^+(^^— ^.r^i  +ari2)cos  Ja^, 

oder 

e« = (^  +  ari)2  sin  Ja«  +  (;r — x{f  cos  Ja« 

Setzen  wir  nun 

Sa; +  0^1  —  «?,    X — a?i==w; 

so  wird  vorstehende  Gleichung: 

4)    e^=t>^si\\ia^-{^vflco&\a^ 
oder 

/üsinjay      /wcoB\a>^  _ 


•        I    I  I 
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^egen  dieser  GleicbvBgkOuilMi  lylr 


o)    : — - — =8in9>^   — — — .=cosg): 


Iso 


'7)    t;=    .    1     9    tr= 1 — 


etzen. 

Aas  den  beiden  GleiehangeD  2)  folgt  durch  Subtraction: 

h — A|  =  a:tangt— «ar|tangt|y 

ko  nach  3):. 

2(Ä — hi)z=x{o  +  «(?)tangt — (r— w)  tangi^, 
der 

2(A — Ai)  =r(tang  t  —  tang  ij)  +  w(tong  t  +  tang  t\) , 

as  die  Gleichung 

8)    2(Ä — Ai)costcost2  =:v8in(t — ii)  +  fosin(i  +  ii), 

so  nach  7)*  die  Gleichung 

n\    o/ii     JL  \        •        •       esin(i--i,)    .        ,  esin(t+ii) 

9)    2(Ä— A|)cosicosti= ;— i — —sin 9  + -/    --cos^  • 

SlTl  2^  COS  2^ 

ebt,  aus  welcher  Gleichung  der  Winkel  q>  bestimmt  werden  muss. 
Zu  dem  Ende  bringe  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

o/jL      »  X        .        .       esin(i  — ti)    .  sin(i  +  ii) 

2(Ä-.Äi)cos£cosu=       sin^tt     ts'"y+tang4ttg.^^_^«  ^cosy^ 

]d  bestimme  den  Hülfsuinkel  0  mittelst  der  Formel 

10)    tang0=tangi«|g|±i>. 

^aoD  wird  die  vorstehende  Gleichung:  '  > 

2(A — Äi)  sin  Jacos  tcos  ij      sin  (0  +  w) 
6sin(i-^ti)  vcos© 

Iso  \ 

,   ,^       ,       2(A— A|)sin Jacosicosiicos0 

11)   s.„(0+^)  =  -L_iI_^ . 

;     '  •      *  .•.....■ 

Iah  bestimme  hon' luberljknpt  den  Winkel  o  mlftelst  der  Fonaei 
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1/)      8iniD  = ;^ — r; r-r > 

e8in(t — ti) 

so  ist  wegen  der  GFeichungen  II)  uod  12) ,  indem  n  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 


also 


^       ^  (2n+l)7r-a) 


1  2njr+(a)— 0) 

I  (2ii+I)«— ((0+6)' 


folglich  nach  7): 

e sin  (cd — &)  .      ecos(o) — 0) 

sioia  I  cos^a 

»=  <  ;    o=  ^  ; 

esin(a>  +  6)  I     g  cos  (cj  -|-  6) 

sinia  ^  cossot 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander; 

esin((ii)=F0)  ecos(a)  +  0) 

^  sinia      '  ■*•       cositt 

Daher  ist  nach  3): 

—    \  s*^"  (<^  T  ^)  ,  cos  (cg  T  6)  I 
^  ~^  t      sin 4«      *      cosi«      •' 

|sin(oT^)-^cos(a=F6)}  . 
'         i      810  stt       '       cosia      ; 


oder 


„  sm  (©  -f-  0)  cos  4«  ±  cos  (w-f-  0)sin4a 

8in^acosia 

^  sin((o=F^)cosi(y=pcos(o[>=f  d)sinia 

lX\  =  € ; — ; \ — 9 

^  siniacosu« 


also 


14) 


sin(Q)-f-OJ:io() 

X  =c —. 

810  a 

sin(oy6Ti«) 

^  sina 


Hat  man  auf  diese  Weise  o?  und  Xi  gefunden,  8o  ergiebt  sieb 
%  mittelst  einer  der  beiden  r((rfgenden,  aas  2)  fliessenden  Formelss 


15)     {  •«=^— *'*n8*» 


*  die  Uebereinstimmuiig  der  aus  diesen  beiden  Formeln  abgelei- 
en  Werthe  von  u  sagleich  als  eine  Prüfung  ßir  die  Richtigkeit 
r  ganzen  geführten  Rechnung  dienen  kann. 

Ueberbaupt  hat  man  die  Rechnung  nach  den  folgenden  For- 
^In  zu  fuhren : 

2(A — Ai)sin«aco8tcosi|COs6 

sino>= — v-Ti — TT — ; 

ßsm(t — ti) 

16)     {  8in(o>Tej:Ja) 

I         x^^e ; » 

sina 


l 


sin(a)+0i-4a). 
*'  siua 

t«=A — a:tangt=:Ai — aritangtV 


« 

Dass  diese  Formeln  zur  logarithmischen  Rechnung  Susserst 
[nem  sind^  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen;  schwerlich  wird 
)  andere  Auflosung  zu  bequemeren  Formeln  fShren.  Jedoch 
rsieht  man  auf  der  Stelle»  dass  dieselben  ihre  Anwendbarkeit 
leren»  wenn  t=t|»  also  sin(t  — tx)^=0  >®^  ^'^  diesem  Falle 
t  aber  die  Gleichung  9)  in  die  Gleichung 

ß  sin2£ 

2(A — Ai)cost*= 1 — cos© 

^         *^  cos  2«        ^ 


(Ä — hl)  cos  1=  — p-  cos  tp 

cos^c* 


r^  woraus  sich 

17)  cos  g>  = cos  {a  cot  t 

ebi    Beis^i^hnef  nun  wieder  co  überhaupt  einen  Winkel »  wel- 
r  der  Gleichung 

18)  cos  o = '  cos  Icc  cot  i 

e 

6gt»   so  ist  bekanntlich,   wenn  n  eine  positive  oder  negative 
Ke  Zahl  bezeichnet. 
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ip:^^ft4zm, 

also  nach  7): 

.'•■* 

i .  •  ■            ■    '    '    . 

1 

Daher  ist  nach  3) 

.     /sin  (o  .    cosca\ 

2ar  =  4-  *J  (  -v—T-  4- r~  j  > 

~    Vsin  la  —  cos  ?«/ 


oder 


.     /sinw  _  cosß)\ 
*     "^    \sinia      cosi«/ 


^  .     sinföcosia  +  coscasinia 


sin  ^a  cos  ia 


also 


^  sinoocos^ai-coscasinia, 

~~  siniacosia 


20)   :.=+,!!lL(?±ifL).  ^^==+,!!!L(^^; 


und  man  hat  folglich  die  Rechnung  überhaupt   nach  den  folgeD^ 
den  Formeln  zu  fahren: 

cosa>= cosiÄCoti, 

sin(co  J:^tt) 

21)     {^'^'^.^       s>n«       ' 

I      • 

,     sin(ß>  +  4of) 
*      —         sm  a 

t«=A— a:tangt  =  Äx — ar^tangz. 

In  dem  allgemeinen  Falle  kann  man  aber  die  Auflösung  auch 
auf  folgende  Art  anordnen.  Die  Gleichung  9)  stelle  man  unter 
der  folgenden  Form  dar:  "*■ 

„,,     ,  ,       .      .       csin(t+£,)  .    sin(i— 1\)  . 

-1« ,.2(Är7Ai)co^^c(?pi==  -^^^^  ,tcps,p+c«tj« gjj^p^^.f iP  y}.,.,  ,, 

und  bestimme  den  Uulfswinkel  0  mittelst  der  Formel: 

'      ■ 

10*)    cot0  =  cotia5|Mi=4i  . 
>  sin(i.+  «i) 

Dann  wird  die  vorstehende  Gleichung:  '  i.,r... 
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2(A — hl)  «OS  |acos  icos  t| 8in(6  +  y) 


11*)    «n(e  +  9,)= ^  e8in(,-4-f,) 

D  bestimme  nun  Oberhaupt  den  Winkel  co  mittelst  der  Formel 

1  «*x      .  2(Ä — hl)  cos  i« cos i cos  li  sin  S 

12*)    sm  w  = ^^ .   /.  ,  .  V * * 

^  ß8m(t-fii) 

ist,  indem  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeich- 
,  bekanntlich 


2««  +  (a)  — 0) 


__   (  ^siMt  +  i,©  — ry; 


;Dch  nach  7): 


6sin(Q) — ö)  ^      ßcos(o> — 0) 

sin  ia  l  cos  4« 

esin(Go-f^)  /      ecos(a)  +  ö)^ 

sin^a  ^  cos  4«       ' 

)  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicl^en  auf  einander: 

io«x  esin(ci}=FÖ)  .  «cos(w=FÖ) 

13*)    r  = r-T ,    10=+- 1 . 

^  smia  -*-        cosia 

ber  ist  nach  3): 

^      siuja     '"       oosi«      ' 

*        ^      sini«      ^      cosia      * 

>  ganz  wie  oben: 

sin(o9  76±ia) 

14*)   \ 

sin  (»T®Ti?0 

^  sina 

IBcliist: 
beU  XXI.  » 
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I 


M = Ai  ^  Xi  taug  i'i . 

Ueberhaupt  hat  man  die  Rechnung  nach  den  folgenden 
mein  zu  ffihren: 


cot  &  :=  cot  la   .   ;.  ,  r.i 


2(A  —  hl)  co8iacosicos2isin@ 

sin  CO = .   /.  ■  .  > 9 

6sin(i  +  ii) 

16*)    (  8in(oT^±4a) 

sina 

sin  (od  +  0  i=  4«) 

^  sma 

^  M=A— ;rtangi=Ai — ar^tang/x. 

Die  gemessenen  Winkel  i  und  4  muss  man  naturlich ,  h 
sie  in  die  Rechnung  eingeführt  werden,  wegen  der  terrestris 
Refraction  corrigiren;  dazu  ist  aber  bekanntlich  die  Kenntniss 
horizontalen  Entfernungen  des  zu  bestimmenden  Punktes  von 
beiden  gegebenen  Punkten  und  eigentlich  auch  der  Hübe  j 
Punktes  über  der  Meeresfläche  erforderlich.  Man  wird  also  zi 
aus  den  geraeasenen  uucorrigirteo  Winkeln  i,  ii  und  dem  Wi 
a  die  Grossen  w,  aci,  u  nach  den  obigen  Formeln  berect 
hierauf  die  gemessenen  Winkel  i,  ii  auf  bekannte  Weise  w 
der  Refraction  corrigiren  und  nun  aus  den  corrigirten  Wir 
t,  ii  und  dem  Winkel  a  die  Grössen  x»  Xi,  u  nach  den  oli 
Formeln  von  Neuem  berechnen.  Sollte  man  dann  die  gefund 
Werthe  dieser  Grössen  noch  nicht  für  völlig,  genau  halten, 
müsste  man  das  vorhergehende  Verfahren  wiederholen ,  was  < 
weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarf. 

Im  Allgemeinen  giebt  es,  wie  die  obigen  Formeln  zeigen, 
Auflösungen  unserer  Aufgabe,  wobei  man  jedoch  zu  beachten 
dass  die  Grössen  x  und  Xi  ihrer  Natur  nach  positiv  sein  mu£ 
Wenn  es  geometrisch  zwei  Auflösungen  giebt,  so  kann  man, 
es  mir  scheint,    auf  folgende  Art  in  zweckmässiger  Weise  | 
tisch   entscheiden,    welche   der  beiden  Auflösungen    dem   in 
Wirklichkeit  vorliegenden  Falle  entspricht,'    Ich  setze  voraus, 
man  die  Abweichung  der  horizontalen  Projeciion  AA^    (Taf 
Fig.  15.)  der  Linie  BBi  von  dem  magnetischen  Meridiane  mit 
einer  Boussole  oder  eines  Compasses  unmittelbar  beobachtet 
aus  anderweitigen  Messungen  und  Beobachtungen  abgeleitet  1 
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was  näherungsweise»  wie  es  zu  dem  beabsichtigten  Zwecke  bloss 
Dothig  ist»  einer  Schwierigkeit  nie  unterliegen  wird.  Dann  kann 
man,  wie  auf  der  Stelle  erhellen  wird»  auch  leicht  die  lAbwei* 
chuDgen  der  zwei«  den  beiden  Auflösungen  unserer  Aufgabe  ent- 
sprechenden Linien  CA  von  dem  magnetischen  Meridiane  berech- 
nen; und  beobachtet  man  nun  in  D  die  Abweichung  der  dem  in 
der  Praxis  vorliegenden  Falle  wirklich  entsprechenden  Linie  CA 
von  dem  magnetischen  Meridiane  mittelst  desselben  Instruments 
wie  vorher»  so  wird  man  leicht  beurtheilen  können,  welche  der 
zwei  den  beiden  Auflö^isungen  unserer  Aufgabe  theoretisch  ent- 
sprechenden Linien  CA  die  dem  in  der  Praxis  vorliegenden  Falle 
entsprechende  Linie  ist,  und  wird  also  immer  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  beiden  Auflösungen  die  richtige»  d.  h.  die  dem  vorlie- 
genden praktischen  Falle  wirklich  entsprechende»  auswählen  kön- 
nen. Kann  man  in  einzelnen  Fällen  aus  blossen  geometrischen 
Betrachtungen»  ohne  des  vorhergehenden  praktischen  Hiilfsmittels 
za  bedürfen»  beurtheilen»  welche  der  beiden  Auflösungen  man  zu 
wählen  hat,  so  ist  dies  naturlich  um  so  besser;  allgemeine  Vor- 
Bckriften  hierüber  scheinen  sich  aber  nicht  geben  zu  lassen. 

IL 

Wenn  man  die  vorhergehende  Aufgabe  für  die  als  eine  Kugel 
betrachtete  Erde  auflosen  wollte»  so  wGrde  man  sie  auf  folgende 
Art  aussprechen  müssen« 

Aufgabe. 

Wenn   die    Höhen   zweier    Punkte  B^  B^    über    der 
Meeresflftche   oder  deren  Entfernungen  r,  r^   von   dem 
Mittelpunkte  O  der  Erde  und  der  von  ihren  Vertikalen 
am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschlossene   Winkel  £ 
gegeben^  sind,  und  in  einem  dritten  Punkte  D  der  von 
:  len  Projectionen  der  Linien  BD  und  B^D  auf  den  Ho- 
rizont  von   D   eingeschlossene   Winkel   a,    so  wie   die 
Neigungswinkel  t,   t|    der  Linien  BD^    B^D  gegen    den 
Horizont  von  D  gemessen  werden:  die  Lage  des  Punk« 
tes  D  im  Räume  zu  bestimmen,   d.  h.  den  von  den  Ver- 
tikalen der  Punkte  B  und  D  am  Mittelpunkte  der  Erde 
eingeschlossenen  Winkel  9,    den  von  den   Vertikalen 
der  Punkte  B^  und  D  am  Mittelpunkte   der  Erde   ein- 
geschlossenen Winkel  91»    und  die  Höhe  des  Punktes 
D  über  der  Meeresfläche  oder»  was  Dasselbe  ist,  seine 
Entfernang  p  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  zu  finden. 

23» 
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Auflösung. 

Zuerst  liefert  uns  die  sphärische  Trigonometrie  unmittell 
die  Gleichung 

1)    cos  e  =  cos  g>  cos  q>i  +  cos  a  sin  (p  sin  q>i ; 

und  ferner  ergeben  sich  aus  den  Dreiecken  BOD  und  BiOD, 
denen  die  Projectionen  von  BD  und  BiD  auf  den  Horizont 
D  in  D  auf  OD  senkrecht  stehen ,  leicht  die  Proportionen : 

r:^=sin(90ö  +  i):sin(180O— (90o  +  i)-<p}, 

r,:^=sin(90H«i):sin{180O-(90o-fti)— <Pi}; 

also  die  Proportionen: 

r:Q  =  cos »:  cos  (i  +  q)) , 
ri :  9  =  cos  i| :  cos  («i+9i) ; 

aus  denen  sich  die  Gleichungen 

_rcos(i_-HO  riC0s(H  +  yi) 

-^     ^  cosi       *  ^  cosii 

ergeben.    Also  hat  man  nach  1)  und  2)  zur  Bestimmung  vo 
und  q}i  die  beiden  folgenden' Gleichungen: 

icos  £ = cos  (f  cos  (pi  -}-  cos  a  sin  q)  sin  q)i , 
rcos(i  +  y) Ti  cos  (gl  +  yi) 
COSI  COSti 

Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  auf  verschiedene  Arten 
losen,  etwa  nach  folgendem  Verfahren. 

Die  erste  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  folgende  Fo 

4)    cos  4«*  cos  {g>  —  (pi)  +  sin  Ja* cos  (g>  +  ^i)  =  cos  f. 

Bringt  man  nun  die  zweite  Gleichung  auf  die  Form 

rcos«! cos  (ii  +  9>i) 

Ti  COS  i         cos  (i + (p) 

so  erhält  man  leicht: 

r  cos  ii  —  Vi  cos  i cos  (i|  +  9>i)  —  cos  (i  +  q>) 

r  cos  i'i  +  Ti  cos  t     cos  (ij  +  cpi)  -f  cos  (i  +  9)  * 

also,  wie.  man  sogleich  findet: 

T  cos  ti  "*"  Tt  COS  t 
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tii  mau.  der  Kürze  wegen 

6)    g)— g)i=tt,    9  +  9,  =  r; 
1 

^     . rcost't— ricost, 

werden  die  Gleichungen  4)  und  5): 

j  cos  Ja*  cos  M  + sin  Ja*  cos  i?  =  cos  e, 
I  fi  =  tangj(i— ii +M)tangi(i  +  i,+i?). 

se  Gleichungen  kann  man  aber^  wenn  man  der  Kurze^wegeu  noch 

9)    x^=:i?LU^\u,  y=:tangiü 

10)    /'=tang4(*-ii),   ü'^tangKi  +  i-i) 
it,  auf  folgende  Art  ausdrücken:  * 

oinirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ^  oder  o:,  sa 
alt  man  respective  für  x  oder  ^  eine  Gleichung  des  vierten 
des^  deren  Entwickelung  ich  dem  Leser  überlasse. 

Kommt  man  in  denF.ill,  die  vorhergehende  Aufgabe  praktisch 
Qwenden,  so  wird  man  immer  am  besten  auf  folgende  Art  ver- 
en.  Man  löset  die  Aufgabe  zuerst  nach  L  so  auf,  als  wenn 
zwischen  den  Vertikalen  der  Punkte  B,  Bi,  D  liegende,  ein 
arisches  Dreieck  bildende  Theil  der  Meeresflüche  eine  Ebene 
e.  Dann  wird  man  mittelst  der  nach  1.  gefundeneu  Entfernun- 
,  die  dort  durch  x  und  Xi  bezeichnet  worden  sind,  und  des 
annten  Erdhalbmessers  leicht,  auf  bekannte  Weise  Näherungs- 
the  von  €p  und  cpi  berechnen  können.  Mittelst  dieser  Nähe- 
gswerthe  werden  sich  dann  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  ge- 
en  Werthe  von  q)  und  cpi,  welche  den  beiden  Gleichungen 

r cos  (t  -\-(p)     Ti  cos  (ii  -\-(pi) 
cosi  cosij 

cos  £  =  cos  9>  cos  9>i -f- cos  a  sin  9  sin  9)1 
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genfigen  mfissen ,  finden  lassen.  Lässt  man  nämlich  q>  mehren 
dem  gefundenen  Näherungswerthe  dieses  Winkels  wenig  vers 
dene  Werthe  durchlaufen,  so  wird  man  die  entsprechenden  W< 
von  fpi  leicht  mittelst  der  Formel 

rco8z\ 
cos(ii  +  qpi)=  jr^^£  cos  (i  +  9>) 

herechnen  und  dann  prüfen  können,  ob  diese  Werthe  von  q> 
ipi  auch  der  Gleichung 

cos  e  =  cos  (p  cos  tpi  -{■  cos  asin  q)  sin  9| 

genügen.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  genauen  W< 
von  q>  und  ipi  gefunden,  so  ergiebt  sich  auch  leicht  der  ge 
Werth  von  q  mittelst  einer  der  beiden  Formeln: 

r  cos  (i  +  qi)  Vi  cos  (ij  +  cp) 

^  COSt  ^  COfiJli 

•  Aus  den  genauen  Werthen  von  q>  und  q)i  und  dem  bei 
ten  Erdhalbmesser  kann  man  aber  endlich  auch  leicht  die  als 
gen  grosster  Kreise  auf  der  Meeresfläche  betrachteten  Entfei 
gen  der  Punkte  B,  D  und  Bi,  D  von  einander,  überhaupt 
Grossen  berechnen,  welche  hier  von  Wichtigkeit  sein  kunner 


Yerschiedene   Bemerkongen. 

Von 

Herrn    Doctor  Paul  Büttel 

za  Hamburg. 


Im  „Archiv  Bd.  IV.  Abhandl.  XII.  S.  91.**  ist,  wenn  F 
Fläche  des  eingeschriebenen,    F^k  die  des  umschriebenen 
eckes  bedeutet,   für  Fk  ein  von  F'k  unabhängiger  Ausdruck 
Herrn  Professor  Grunert  aufgestellt  und  dann  die  Frage  a 
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10^  ob  sich  fär  F'k  ein  ähnlicher  einfacher  Ausdruck  herstel- 
esse.  Ich  bin  auf  demselben  Wege^  wie  in  der  angeführten 
ndlung,  zu  dem  im  Folgenden  entwickelten  Ausdruck  gelangt; 
Ibe  lässt  sich  aber  auch  noch  anderweitig  kürzer  finden.  Die 
I  nothwendigen  Relationen  sind: 

^*=   f\-,  +  Fk  '  ^^^ 

e  ich  die  zweite  der  Gleichungen  und  reducire  dieselbe  auf 
so  erhalte  ich: 

rk .  Ft-,  +  Pk .  Fk—IFk-i .  F'k-i  =  0. 

US  folgt: 

CiFfc-i  -  Pk)  Ft_i  z=Fk.Fk 


Fk       2Pk-i-Pk 


(3) 


Fk-i  -         Pk 
ire  ich  diese  Gleichung  in  (I),  so  ergiebt  sich: 

'*  — 2FVi-i'V 

ich  mir  hieraus  den  analogen  Ausdruck  fflr  Fk-i ,  so  ergiebt 
weoD  ich  fflr  k,  k — 1  setze: 

Pk-^.Pk-x 


Fk       PkCiPk-i-Pk-i) 

Fk-i—Pk-i  {2Pk-i—Pky 

len  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhalte  ich: 

2Ft-i  -  Pk __  Pk&Pk-i-F'k-i) 
Pi         ""  Pt-a  C2Pk-i  -Pk) 


^iPk-i-Pkj^     iPk-*-  Pk-i 
>         FI  ^    ~  Pk  9 


(4) 
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oder 


wobei  nur  das  positive  Zeichen  berücksichtigt  werden  darf. 


(ö; 


Berichtigung. 

In  der  Abhandlang  des  Herrn  Prof.  Dr.  Dienger  in  d 
^»Archiv  Bd.  XI.  Abb.  XL.''  finden  sich  in  §.  5.  unter  (8)  zi 
Formeln  für  sna  und  cna,  deren  Werthe  unrichtig  sind.  Bern 
man  nämlich  zu  ihrer  Herleitung  in  (7)  die  Relation : 

,_        cn  *a  — sn  *a  d  n*a 
cn  2a  =  — i ör~i » 

80  ergiebt  sich: 

,  I  A  rrTdn2a 
«"«=±m\   l-fcn2a 

and 

.  1  4/  m«(l+cn2a)--(ldbdn2a) 
ena=±- \ l  +  cn2a ' 

deren  Uerleitung  folgende  ist: 

sn^g 1 — cn2g     ^ 

^  " ■" ^m«(l+cn2^  +  m«(l  +  co2a)— "' 

d.h. 

1  — cn2a 


sn 


A 


_i 4.4/  1 


»      «■ 


»i«(l  +  cn2«)  ^1   TO*  (1  +  cn  2a)«     m«(l  +  cn  2a) 
l  1 


«12(1 + cn2a)  ^  m«(l+cn  2a) 


V  l--m*+m2cn*2a 


±r37TT7;:9:;sVT=:^S^ 


m«(l+cn2^;  ^m«(l  +cn2a) 

'    ^/T  }     o  N(l±dn2o) 
m*(l  +  cn2a)^  ^         ^ 
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oder 

.   1  Ari±dn2a 
SDa  =  db  -  V  7^7 — 3-, 

wraans  die  weniger  geföllige  Form  (l5r  cna  folgt. 


(0 


,. 


^)zf  Sliscellen 

3enci 


Tafel  zur  Bestimmung  der  Gapillardepression  in  Barometern. 

Die  Herren  Pohl  und  Schabus  zu  Wien  haben  zwei  sehr 
WerthTolie  Tafeln  zur  Vergleichung  und  Reduction  der  in 
Verschiedenen  Längenmaassen  abgelesenen  Barome- 
terstände und  zur  Reduction  der  in  Millimetern  abgele- 
senen Barometerstände  auf  die  Normaltemperatur  von 
€^  Celsius  herausgegeben,  die  in  den  Sitzungsberichten  der 
Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien^ 
aber  auch  in  besonderen  Abdrücken  erschienen  sind,  und  allen  Be- 
obachtern des  -Barometers  dringend  empfohlen  werden  müssen. 
Ganz  neuerlich  haben  dieselben  Herren  auch  eine  äusserst  werth- 
Tolle  Tafel  zur  Bestimmung  der  Gapillardepression  in  Barometern 
berechnet.  Da  diese  Tafel,  wie  es  scheint,  bis  jetzt  in  keinem 
besonderen  Abdrucke  zu  haben  ist^  und  der  bisher  meistens  im- 
mer gebrauchten  Tafel  von  Seh  leiermach  er  und  Eckhardt 
weit  vorgezogen  werden  muss,  so  will  ich  mir  erlauben,  diese 
Tafel  zu  weiterer  Verbreitung  derselben  im  Folgenden  den  Lesern 
des  Archivs  mitzutheilen,  wodurch  ich  Manchem  einen  besonde- 
ren  Dienst  zu  leisten  hoffe.  Zur  Erklärung  der  Tafel  genügt  voll- 
ständig die  Bemerkung,  dass  die  erste  Vertikalspalte  den  Ruh- 
rendurchmesser des  Barometers,  die  oberste  Horizontalspalte 
die  Meniskushöhe  giebt.  Alles,  so  wie  auch  die  Ga- 
pillardepressionen  selbst»  in  Millimetern  ausgedrückt 


*-« 
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SM                                                                   ^^^^^^^1 

Tafel  zur  BestiDimöngder     1 

O.I 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0,6 

0.7 

0.8 

11.9 

2.0 

t.'m 

2.460 

3.316 

4.396 

5.0&5 

1.04S 

2.044 

2,942 

3.713 

4..339 

'Ä 

0,87li 

1.715 

2.484 

3.162 

3.728 

4.190 

.6 

0.744 

1.462 

2.128 

2.7-24 

3.236 

3.663 

.8 

0.638 

1.2.56 

1.836 

2.363 

2.825 

3.218 

3.542 

3.0 

0.534 

1.092 

1.601 

2.068 

2.484 

2.846 

3.150 

0.484 

0.935 

1.404 

1.820 

2.196 

2.328 

2,812 

3.050 

A 

0.427 

0842 

1.241 

1.013 

1.934 

2.258 

2.522 

2.748 

.6 

0.378 

0.747 

1.103 

1.437 

1.746 

2.024 

2.270 

2.483 

2.662 

.8 

0.336 

0.667 

0.986 

1.288 

1.568 

1.823 

2.051 

2.231 

2.122 

4.0 

0.302 

0.598 

0.885 

1.138 

1.413 

1.648 

1.859 

2.046 

2.209 

.2 

0.271 

0.339 

0.799 

1.046 

1.279 

1.495 

1.690 

1.865 

2.020 

.4 

0.245 

0.487 

0.723 

0.948 

1.161 

1.360 

1.541 

1.705 

1.851 

.6 

0.223 

0.443 

0.657 

0.863 

1.038 
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WcM  M  Am  inueiüeim  PvnUe  SJBC  TaCfV.Pis.I 

4«e  im  <i4T  Spitze  *S'  zmM^mmtmsUtFiSemdem  Ka^teB  5J,  5^,  * 
t$mf^f^.tn0^  4mth  a.  Iß,  e  nul  die  tob  dies^em  ILuitea  engeschl« 
§m0!m  WimUf  dordb  r«»),  (be),  (em),  «e  Scitenfickc«  ^51?,  Bh 
€HA  9im  dmth  X^  $,  A^^  e,  Ac, «,  nd  die  SeüaiiciM  ^ 
dsreii  A  iM^dduiet  irerdeD,  «o  ist  MaaBÜidb: 

Ae,  «  =  «<»«■  (ea)  ; 

«0d  wtffiii  trir  noch  die  Kaufes  AB,  BC,  CA  durch  x,  y,  2^ 
zahnen,  no  Ut:, 

y«  =  6«  +  c*  -2ÄC  cos  (bc), 
«*  =c*  +  «*— 2cflca8(cfl). 

Be^&eichnen  nun  u  und  v  respective  die  Projeclion  der  Seite  i 
•uf  die  Seite  AB  und  die  Hohe  dee  Dreiecks  ABC  für  C 
Hpitze  und  AB  als  CsrundliDie^  so  ist 

tt*  +  »«=2«= c*+ a*— 2i?a  cos  (ca), 
(a — ti)*  +  v^=y^—b^  +  c«  -  26c  cos  (6c) ; 

•Iso,  trenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  subtrahirt: 

afl  -  2a:u  =  6*  —  a* — 26c  cos  (6c)  +  2ca  cos  (ca), 

und  folglich»  wenn  man 

a:«= a« + 6«  -  2a6  cos  (ab) 
•Infflhrt  1 

j««i  =  a*  —  C16  cos  (ab)  +  6c  cos  (6c) — ca  cos  (ca), 

also 

.  tfl  —  q6  cos  (cr6)  -f-  6c  cos  (6c)  --  ca  cos  (cg) 
** ""  V"a» + 6*^2o6  cos  (ab) 

y/M  nun  nach  dem  Obigen 


MisceUm,  3^ 

iflUM^^bftU  itiADi  weop  min  fi3r  2^. und  u  ihre  Werthe  ai^  dem 
Obigen  einfOhrt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  folgende 
Gleichung:  '      •  --"'.- 

— '2tfÄc''  J  -f  i  [cos  (ca)  —  CO»  (6c)  tos  («t6)]  ( • 
".  *  ^ +  €? [cos (a6)  — cos (qa) cos (6c)l  ' 

Wtell  aber-       '■  '       -  '"■   '■  '   -  •         ■- '  >- 

|««  +  6«~2a6cos(a6)lt}2  =  ^^«=4A* 

'  .';.■■»■  .■      .■■"...  ■   i .    . . 

-     €i«ft^sin  (a*)2=4A«,  6*, 
!«       ■■-■'  6«c»8in(6c)«=4A6,  c*, 
c*a*  sin  (cr?)^  =  4^0,  o* 
ist,  so  ist 

1       a  [cos  (6c)  —  C50S  (a6)  cos  (ca)] 
—  5fl6c  j  +6  [cos  (ctt)  —» cos  (6c)  cos  {ab)\ 
1  '  +  c  [cos  (a6)  —  c.os  (jca)  cos  (6c)]  ' , 

Bei^chlien  wir  j^tzft  die  an  den  Kanten  ,Sf2#,  SBy  SC  Ü^- 
senden  N^igongsn-ink^l  der  in  denselben  ieusarärmefilistossenden  Sei- 
lebflScfcen  der  Pyramide' respective  durch  A,  B,  C;  seilst  nach 
Ifen'Gnmdfomreln  der  sphärischen  Trigotiöiifietrje : 

cos  (6c)  —  cos  (ab)  cos  (cd)  =  sin  (ab)  sin  (ca)  cos  A,  > , 

i6os(c«)— co8(6c)oos(a6)=:sln(6d)iÄln(a6)cosi?,     ■ 
cos  (<i6)  —  cos  (ca)  cos  (6c)  ^  sin  (ca)  sin  (6c)  cos  C; 
also  nach  dem  Obigen : 

1^  #*■  \       •  ^    y   £\         /     \      4Aa».(  Ao.  a 

''      co8(6c)— c6a  (oo)  COS  (ca)= ^^ — ^^, 

.  '      cos  (cd)  —  cos  (6c)  cos  (a6)  =  —   /.^ , 

'  '  /  JL\  /    \  ^  /k  \ '  4Aej«r'A*,  c 

cos(a6)-cps(ca|cos(6c)==-— -^j5-;~^^     .... 

Th6il  XXI.  24 


^4  Mscelien. 

SHbstMiii^  män'dies  in  d^h<t)big«n  Aw^driiek  för  A^,  ^  ethältman 


A"=A«,*«+A»,c2+A.,-» 


a 


—  2Aa,  A  Ac,  a  C0fil^-:^2Aft,  c  Aa,  ft  COSJS — 2Ac,  o  A»,  c  COS  C 

Einen  apde^m  BecFeLs  dieser  merkwijr^igeii  Formel  findet  man 
z.  B.  in  CrelTe*s:  '„Sammlung  Wa'thematiscHe"f  Aufsätze 
Erster  Band^  BeaiHfi*  1821.  S.  108.«,  \yelcher  auf  den  be- 
kannten Satz  ge^ü^4(^t;  i^^  dass  4^e  (algebra'^fcbe)  Summe  der 
drei  ProjectionM,  dreier  SeiteDflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide 
auf  der  vierten^  Seiiendäche  (oder  Crunddäche)  dieset  vierten  Sei- 
tenfläche gleich  ist.  Vielleicht  ist  auch  die  obige  Entwiqkeluog 
nicht  ganz  ohne  Inte^e^se  und  für  den  Unterricht  geeignet. 

Für  Az=zB=C=W  erhält  man  den  bekannten,  zuerst  von 
Tinseau  (Mäm.  present^s.  T.  IX.)  gefundenen  Satz: 

A*  =i  A«,  h^  +  Afr,  <?  +  Ac,  a*, 

welcher  bekanntlich  al«  ein  Analogon  >defir  pythagoräischen  Lehr- 
satzes betrachtet  werden  kann. 


•  \ 


:  r^'        üeber  die  Ellipse. 

j     ^  ,  -  Von   deiii  »HeratiÄg^eh^er. 

Zwischen  cfeir  grosscfn  und  kleinen  Halbaxe  a  und  6  einer  \ 
Ellipse,  d0m  von  eia«^i  Brennpuijikte  deirjselben  nach,  ein^ia  ge- 
if^issen  Pttokt^iJ^.Ui^.  gßzogepen  Vectpr  ,^.  und  dem  von  demsel- 
ben Brennpuiikte  piif  die.  (Jufxb  den  iaKe^^stehepiden  Punkt  ge- 
zogene Berührender  4^;  j£Uip«e  geffil|t^^:JPerpendikei  g  eixLstirt  eine 
bemerkenswerthe  Beziehung,  die  sich  auf  folgende  Art  entwickelü 
lägst.  ■  •  ^■■-    ■'    '^^     '■  ■  ■-^o.*0--'>:*  i'^'-. 

Der  gegebene  Pn^ud^f  £llip;9^^^{^>,  so  isjt,  wenn  t,  tf 
die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen,  bekanntlich 

■    '  ..       ■•■••; j  .■■.■■•">'.    i-  •.    '•'■.■\    .,  ■    .  ■ 

•die  Gleichung  dei* '  Befr&hrjeiiden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  {xg). 
Bezeichnen  nun  «,  u,  wo  e  soll  positiv  und  negativ  sein  können, 
die  Coordinaten '^ell^8  dbr  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse,  von 
welchem  das  Perpeiordlkel  g  auf  die  durch  die  vorstehende  Glei- 
chung charakterisijtt^JBif^ührende  gefallt  worden  ist,  so  Ist  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geom^tf i6  bekanntlich : 


Sttsceileti.  3B& 


i-  .-.  - ' 


a*  +  6* 


er  ist  för  den  von  dem  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  (6Ö) 
dem  PonkteX^^y) ^S^^genen  Veeter  o^der  Ellipse: 


I 


den  .4^ei  Gleichungen: 


•- 1  ■ 


(f)' -(!)'-■• 


,\ 


t  d 


*  ■      t       1 


m  wir  nua  die  Cooxdini^t^n  x,  y^  g£^.?  elimtn'fCj^^  um  die  ge- 
te  Relation  zwischen  den  Grossen  a,  b,  v,  </  zu  finden,  wo- 
nan  zu  beachten  iiat,   dai^s  zwi^cTien  *a,  6,  e  bekanntlich  die 

\     *      •  '  ■    i'  '  ^  '  •  - 

findet. 
iVeil  wegen  der  ersten  der  drei  obigeff'ÜleichüngcMf 

lie  dritte  Gleichung  ist  also:  * 
IS  siqh ,  ,  . . 

. .    :'  .  .    ...   ^  .\       '      ■.;...■ 

:h 
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und  hieraus 

«     ^  -  g(62  +^i)  ^  a  -ro:.  ~o  ^a(fta+  ^2)2 

a)$o  .  '.'...■.. 

'••       •  •..-i.-.'-i    '.'     I      .;  ,»»;f.     :;.        -.-  ■    ' -.«iji    i't-.    r."      .         '■         ■■■■■ 

ergiebt.    Führt  man  nun  diese  Werthe  von  e^^ae  und  ^^  in  ()j^ 
zweite  der  drei  obigen  Hauptgleichuogen  ein,  so  wird  dieselbe: 

,_  6»  t  e^(b^  +  q^f  -  a^t^  -\*l*  \  +  ^^^  +  y»)  —  a'(6»  -  y')!" 


■    '•  .   ■-,  T    -. 


Der  Zähler  dieses  Braqhs  isti 


:/»: 


=  a«ea{  (6«+ y«)«  +  (6»—  q^)^—2(bHq^  (6*-?*)  I 
=  aV{(6*+y«>-^««"^)|«=4o«cV; 


also  ist  nach  di^p^lQbigear, 


■*f{J»      '   •■  ^  ■         *"'■•..     ■       ;■■■■         l{'i<":    . 


welches  zu  den  in  mehrfacher  Beziehung   bemerkenswertfceir  eüi- 
fachen   Relationen:, 


1  -         > 
-  w  :  ■ 


führt. 

Aehnliche  Üittdr23tidliüd]^erPiSlbc^  dliE»  ^araBer  Jinrd  Hyperbel  an 
zustellea, .  üfoertasse-tch  deni^^eser,  glaube  aber^  dass  die  Eni 
Wickelung  dieser  Relationen  zwisdien  grosser  und  kleiner  Halt 
axe  (oder  Parameter),  Radius  -  Vector  und  Perpendikel  von  dei 
Brennpunkte  auf  die  BerllbreiHte  zweekftillMig  als  StoflF  zu  Au 
gaben  in  der  analytischen  Geometrie  für  Anfanger  benutzt  werde 
kann,  welches  auch  die  hauptsächlichste  Veranlassung  zur  vo 
stehenden  Mittheilung  t*ti    *'  "  "' 


;•)•:■. 


-  — r  •        -     ^ 
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.   )  (i-  Zor  .sphämchea    ABtrA^iiqniie. 


Von  dam' Herausgeber. 


Id  dem  MonieDt,    wo  ein  Stern   eine  der  PoHioä(^''4es  B^^-' 
aebtangsortst^llücb^  H^flv.erreicbt,  finden  zwischen  seiner  Decli- 
nation,    seibeii^Sttah  den  winke!  r  seinem  Azinratli''ÜBdf  lUr  Polh5he 
ka  Beobachtungsorts   einige  einfache  Relationen  Statt,    die  ich 
Uer  entwickeht  will. 


•  t'A 


Zwischen  der  Dediö^tion  S,'  dem  StufideiiTrInkei  0,  der  Höhe 
k  eines  Sterns  und  der  Pdlhühe  9  hat  man  bekanntlich  *)  die 
Gleichung :  ^i^lMo^ 

1 )    sin  H  r±~sin  d  illif  q>  +  cps  er  cos  äeos  9. 
-■■■<•■ 
Ist  nun  die  Höhe  des  Sterns  der  Polhuhe  gMqi^^^.tiffiit^^ff.jfff 
wird  diese  Gleichung: 

sin  q> = sin  i/^n  g).-h  cos^ce^dcos  9 , 
also  1         •  *     .  I  ' 

cos<rcosJcos9=(l — sind)  sin  9=:  2  sin  (45^ — ^)^sin9 
oder 

2costfsin(460— »d)cos(450-'d)cos9=2sin(450-i5)*8i«yiJüi'^t 
folglich:  '  ^ni    ..    .    ,,,   j 

2)    cos  <y  ==l  täffg  (45<^  —  Jd)  tang  9. 

Femer  hat  man  bekanntlich  **)  zwischen  der  Declination  i, 
lern  Azimuth  od,  der^öhi^'4t«iiii  der  PoHiOfae  9  die   folgende 

Irleichuns:  ^  .       , , 

°  ,  t-.i  0:4!/. 

3)    sin  d  =  sin  A  sin  CO — cos  od  cos  A  cos  o), 

Jso  Tur  A=9>:  «  :.  . 

;((*  I  -w )  l~''cj-;>«>;i'.öin^i±5  sin ^p^^^ cos  cd  cos  9*, 
voraus  sicB ^ ' ""      '*-.;: 

sing)2  — sin«"^-^^*'^'   '>-^>  ''•*-*^  >snfiio/' 

cos  CD  = 5 

rgiebt*  Also  ist         ^ 

-  COSQ0*  — sin 0)^+ sind      cos2a^4^^^^      iii  »f -v. 

1 — cos  09= « = s , 

,    .       c,     cofirV'*        'S  cos©* 

*  cos  9* 

oraas  sich  '*^^' 

♦)  Archiv.  Thl.  VIII.  S.  90. 
*•)  A.  a.  0. 
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4)      81D  loo  ==  ^ ■^ ^ •= ^^ 

ergielit.  ■ -Au<;b.Jst  .::!nr... 


also 


it 


COS  fl) 

folglich 

'^  *        —        cosg> 

Aus  d^r  Glelcliung 

siOGp^—SlD^ 
.  .      COS:07S= — -S 

cosg>* 
ergiebt  sich  auch 

cosi»=tang9«--siDdsec9)*=(l— sin^tang9«  — sin^. 


i 


,  S^y-     l^alna    •. 


Ii 


foIgli<^h. 

^      sin  d  + cos  09  .ii.l 


Aus  2}  erhält  man: 

^•••■■.'•■"     'M-  ::'ta»|g^  =  OOS4JjOOtC45<>^4^- .  :  :.    ■ 

Also  ist 

-«     ^/jt*A     i»vA     Sin  0  + cos  (0 
cos  ö*cot  (45<>—  iÄ)«=  — = — -  .    ^ 
^  '  1  —  sin  0 

-  ;>  .<>:   .    _  sio{45<»-^(x6H^)}cos{450—Kg>+^l 
■~  sin(460— i6)?y      ^  ,.  :  ' 

woraus  sich  die  Relation^,: 

6)    cos ö*cos (450—  J^a=iiirftt {450— 4(0)— d)! cos {4go_ ^^j^a)) 

ergiebt.    Auidh  ist      ;        :  .      ,  -  -d    -  -r.^  ^ 

öbö  w = 2  cos  ö*  cos  (450  _  j^«—  sin  d, 
1 — cos  ö) =1  +  sin  d— 2  cos  ö*  cos  (450—4^)«, 
sin  4ö>»=±r(l--cos  cr^  qpj8X^^^ 

also 

7)    sin 4»  =±81«  <ycos  (460  —  id). 


I   >!' 


Müeeilen.  3B0 

Indem  Joarnai  de  Math^matiqneiB  plires  et  appli- 
goäes,  pubfie'par  J.  Liouville.  Mal.  1863.  p.  XGS.  bewei- 
set Herr  B  es  g^  eine  bemerkenswerthe  Transformation  eines  be- 
stimmten Integrals.    Herr  Besge  sagt: 

A, 

On  m'a  demande  la  demonstration  Hgoureuse  que  je  dis  aveir 
de  l'equation 


4»  '  #• 

qpXsin^u) cos udu^  J     f{co&hi^coQudu. 


I« 


o  o 


tiä  Vpici  en  peu.  de  möt^.  Dans  nptegrale  placke  au  premler 
inembre«  je  groupe  les  Clements  relatifs  aux  valeurs  de  la  variable 
ä  ^gale  distance  des  deux  liroites,  moyennaiit  qüöl  cette  integrale 
devient  ... 

'      •  ..  ;     ■     i    .  ■     .  >  ;  ' 

/9  (sin  2t<)  (cos  u  -{■  sin  u)  du. 

o 

Pols  je  fais  8m2u.=^.Qfm^x,   d'oü  cos2ici2»=-*-sin4^Gosa:<{2;^  ^t 
foteörve  qüie  u  varlant  de  0  k  jy  x  varie  de  5-  ^  0     Je  trÄbVfe 

aina  nojtre  integrale  ögale  a        * 

■    .^  \   ,     '    .       ,  ■  ■  ■    ,  .  .    .  ;  .    ■ 

*  ■       ^  .sxwxcoBxdx/^      '    .     ^ 

g>  (coft^d?)  TT 5 (cos  tt + sm  u\ 

^^         :       eos2tc       ^  .  .  ' 


\-{ 


H&ls  ■    ']''  '■ 

(co8ii+sinii)^=l  +  sin2t*  =  l  +  cos*a:; 

dope 

cos  t£  +  sin  II  =  VT+eos^. 
D'nn.autre  c^tö  :  *\.. 

cos  2i«  ==  V 1  — -  cos  ^a:= sin  a?  V  1 + cos  *a?. 

■  ■ 

[i'iotägrale  dont  nous  noiis  oc(mpons  est  donc  finaleroent  ^säle  k 
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•■    'II 


'  • .  g)  (cos  ^x)  cos  xdx ; 


•>r. 


e  qa'il  fallait  dämoutrer. 


r 


060  mscelien. 

, .  1^  deti  Sltsi|ng4b^riichten  der  Kaiäerliche»  lAkade- 
nieder  Wi^t^'^nschaften  ^ti  WifiO.  Bai^d  IX.  Jahrgaag 
l'ä^X.  ,.[|.  HeÜt-ugiebt  Herr  Haidijif;er  eini)!»  bemerk ensireitba 
Nolizen  über  die  iiie<Iri^ste  Hüho  der  (ieoittbrnrotlcen.  ZuHrt 
führt  er  Füllendes  an:  „Fi'ir  die  tipfcte  Stellung  der  GewiHet- 
Wölkeii  In  Piiris  fantt'  Arago  aus  den  blsherli^en  Beobiitlitiitiieii 
von  De  l'lsle  UOOMetres.  Tiefer^ehende  nach  Le  (Icntil  iiider 
heissen  Zutie,  nach  dessen  Benbachtungcii  in  Islo  de  France, 
Pondichery  und  tVlanüla,  gehen  die  genuhnllche  Uithetdes  Ueidt'^ 
der  Genilter  auf  900  nietres. " 

„Die  Toholsker  Beobachtungen  geben  einen  Fall,  wa  die  G»- 
i^erivolken  nicht  hilher  streichea  konnten  als  214  Jiltew^ 

eiiieh  zweiten,  wo  u.  s.  n- 292  „ 

sechs  i^Mle,  wo  die  Haben  lagen  /wischen     .  400  und  600      „ 
drei  Fälle,  wo  die  Hüben  lagen  zwischen  .     .  600    „    SOO       „  ' 
ftinf  Fälle,  wo  die  Hohen  beträchtlicher  waren  als  800 

Diesen  Angaben  fügt  Herr  Haidiager  einige  Angaben  übet 
in  Admont  am  27.  August  J827  und  in  Gratz  am  l'.l.  Juli  1836 
beobachtete  Gewitter  b^i;  wo  sich  die  Hübe  der  Gfiwitterwolten 
messen  liess.  Diesßn  Angaben  enbiehiiie  ich  Folgendes,  liei  äen 
Gewitter  in  Admont  am  ^.  August  1827  schlug  der  Blitz  wäh- 
rend des  Gottesdienstes  in  das  Chor  der  Stiftskirche  und  tüdtete 
zwei  jun<;e  Geistliche,  wobei  erwähnt  wurde,  daes  der  elektrische 
Strahl  augenscheinlich  zuerst  die  Schnallen  rückwärts  an  der  UaU- 
binde  getroffen  hatte  nnd  dadurch  Veranlassung  zu  dem  unglüdc- 
liehen  Ausgange  gab.  Hier  war  die  Wolke,  aus  welcher  derBUti 
fuhr,  nicht  dicker  als  vier  Klafter  und  nicht  weiter  vom  BqdM 
entfernt  als  v  i  e  rz  e  b  n  K I  a  f  t  e  r  =84  Fuss,  also  in  einer  Schrecken 
erregenden  Nähe  hei  der  Erde. 

Das  Gewitter  zu    Gratz  am  I<J.  Juli  IS26   dauerte   nur  etwa 
eine  Stunde,    dabei   fplgt«;    aber  Blitz  anf, Blitz,    tni  Ganzen  ohiw, 
allKubeftigen  Donner.     Es  schlug  aber  neunt^ehn  Mal  ein  und  zSb- 
dete  darunter  fünf  Mal.     Die  zündenden  Blitze   fiel^ti   nMf 'Tebftti^ 
tem  Krachen.      Hier  liess    «ich    die  Hohe  der   oberen  OberHäche 
der  Wolke  über  der  Fläche  auf  etwa    ....   'l     ..     320  Fns» 

die  untere  Oberfläche  der  Wolke  auf  etwa  .....     210  .  „  J 

die  Dicke  der  Wolkenschicbt  also  auf      ......     110     „ 

schätzen. 

Die  Mittheilung  mehrerer  solcher  und  ähnlicher  Notizen  wSre 
zu  wünschen. 


BUnger:  CaueHyi  Ldtriat»  Mtr  Ott  Bestimmung  e 


tnchy's  Lehrsatz  über  die  Bestimmung  der  Anzahl 
loginarer  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
zwischen  gegebenen  Grunzen. 


HerrD  Professor  Dr.  J.  Dienger, 
an  der  polyledinisRhen  Schule   xu  Cni'l 


DerLebrsatz  voa  Stnrm  hat  bekanntlich  zum  Zweck,  die  An* 
»ellfir,  von  einander  versch  leiten  er  Wurzeln  einer  algebrai- 
n  Gleichung,  entiveder  im  Allgemeinen  oder  zwischen  zwei 
tinmlen  (reellen)  Gränzen  iie£>end,  kennen  zu  lernen.  Was  nun 
rin's  Satz  Tür  die  reellen  VVurzeln  leistet,  das  thut  ein  Lehr- 
Ton  Caucby  für  die  imaginären.  Ich  kenne  denselben  übrigens 
B  BUS  einer  Abhandlung  Moigno's  in  Liouville's  Journal 
40)*).  Wie  aus  den  nieistenSchriftenüber  die  Bestimmung  der 
ginären  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  die  in  der  letzten 
erschienen  sind,  hervorzugehen  scheint,  ist  dieser  Lehrsatz 
lig  bekannt,  und  ich  glaube  daher  eine  nicht  ganz  nnnOlhige 
jit  zu  tbun,  nenn  ich  im  Folgenden  jenen  Lehrsatz  wieder 
irinnerung  bringe.  Ich  habe  ihn  dabei  vollkommen  bestimmt 
gst,  bestimmter  als  diess  Moigno  gethan,  während  der  Rech- 

■)  Die  Darslelliinfv  von  Moigno  ist  auch  im  Aichiv  ThI.I.  No. 
,  19.  in  finden.  Es  wird  <tie  Leser  freuen,  dicaen  hochwiehtigen 
intland,  dessen  veitete  Verbreitung'  im  hüchsten  Grade  zn  irünsclieii 
'Oa  einem  ao  anagezeirhneten  Mathematiher  nie  dem  Herrn  Vcrfai- 
dei  obigen  Aufantzes  einer  neuen  Behandlung  unterworfen  zu  Hellen, 
r  ich,  and  gswiaii  jedpr  I.caer  mit  mir,  demsellien  eq  besonder 
e   verpflichtet  bin. 

"heil  XX).  fi! 
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Dangemechanisinus,  der  übrigens  dem  beim  Storm'scben  Sste 
ganz  analog  ist,  von  Moigno  herrührt.  Hinsichtlich  einiger  ireniger 
Ausdrücke,  die  etwa  vorkommen,  mriss  ich  u.  A.  auf  die  Darstel- 
lung des  Sturm's che n  Salzes  in  meinen  „(irundziii^en  der  alge- 
braischen Analysis"  (S.  I5-2— 1B9)  verweisen.  Was  die  nähe- 
rungsweise Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  einer  (algebrai- 
schen) Gleichung  selbst  anbelangt,  so  hat  Herr  Simon  Spilxer, 
Privaldozent  am  h.  k.  {lolytecbnischen  Institute  In  Wien,  in  selaer 
..Allgemeinen  Auflösung  der  Zahlengleichungen  mit  ei- 
ner oder  mehreren  Unbekannten"  (Wien  IS5I)  bereits  du 
Horner'sche  Verfahren  darauf  angewendet  und  in  dieser  Bezie- 
hung, wenn  auch  noch  nicbl  Alles  zum  Abschluss  gebracht,  so 
doch  die  Hauptarbeit  vollendet.  Nach  diesen  kurzen  Bemerkun- 
gen wende  ich  mich  nun  zur  Darstellung  des  Satzes  selbst. 


t?  und    V  : 


;oi  ganze,  stetige  Funktionen  der  Ünbe- 
Luf  irgend  eine  beliebige  Weise  sonst  mH- 
lein;    sei    ferner    i    die    imaginifre   Einheit 


U+  ri=R{co 
Denken  wir  uns  nun  weiter  in 
Koordinatensystem  der  x  und  f/,  s 


kannten  .t  un 
gen  erhalten 
(V^^l)  und 

einer  Ebene  ein  rech tnink liebes 
werden  zwei  beliebige  WeilbB 
von  .r  und  1/  immer  als  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Pv 
les  in  dieser  Ebene  angesehen  werden  können.  Zeichnen  wir  : 
in  dieser  Ebene  irgend  eine  geschlossene  Kurve  (die  entweder 
geraden  oder  aus  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein  kann)  und 
lassen  einen  beweglichen  Punkt  den  UmTang  dieser  Kurve  dnreb* 
laufen,  indem  er.  von  einem  (willkührlichen)  Anfangspunkte  aus- 
gehend, diesen  Umfang  dergestalt  durchläuit,  dass  seine  Drehang 
dieselbe  sei,  als  wenn  man  die  positive  Ase  der  x  gegen  die  po- 
sitive Axe  der  y  hin  dreht,  so  wollen  wir  in  (1)  den  Grössen  x  und 
y  bloss  diejenigen  Werthe  uns  beigelegt  denken,  welche  die  Ko- 
ordinaten der  auf  einander  folgenden  Lagen  des  beweglichen  Punk* 
tes  angeben.  Dabei  wollen  wir  T  als  eine  kontinuirliche  (d.  h,  bIm 
sich  stetig  oder  durch  unendlich  kleine  Stufen  lindernde)  Fnnktiaii 
von  X  und  1/  ansehen.  Letztere  Annahme  ist  allerdings  willkübr 
lieh,  da  man  T  um  4:2n;c  sich  ändern  lassen  kann  (n  eine  ganz« 
Zahl),  ohne  dass  die  Grösse  cosT-t-iawT  sich  ändert,  ünsen 
folgenden  Betrachtungen  liegt  nun  aber  wesentlich  dieses  AuOas- 
sen  von  T  ab  einer  stetig  sich  ändernden  Funktion  zu  Grunde, 
und  namentlich  wird  diese  Auffassung  im  Endresultate  noi 
deutlich  hervortreten. 
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Am  der  Gleichung  (1)  folgt: 

tgr=^,     r=arc(^g  =  ^)±n«;  (2) 

ffo  Ji  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist,  und  das  Zeichen 
ait(tg=:a)  die  bekannte  Bedeutung  hat.     (Siehe  „Grundzüge 

Ate''  Einleitung  S.  VII.) 

Sei  nun  A  der  Punkt  der  geschlossenen  Kurve,  von  dem  aus 
der  bewegliche  Punkt  seinen  Lauf  beginnt;  I/q,  Vq,  Tq  dieWerthe 
ftm  C7,  F  und  T  in  diesem  Punkte;  V,  V,  T  die  Werthe  dieser 
GrOtsen  in  einem  (beliebigen)  Punkte  M  der  Kurve,  so  ist  nach  (2) : 

J'o=arc^tg=:^±fio^,  Tz=:arc^tg=:^)+n7r;       (3) 
wo  Hq  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist.     Aus  (3)  folgt  offenbar: 


r-ro-[]arc(tg=:^)-arc(tg  =  ^]=/i7r, 


(4) 


wo/i  eine  (posttive  oder  negative)  ganze  Zahl  ist.  Null  mit  inbe- 
grifen. 

Lassen  wir  nun  den  Bogen  der  durchlaufenen  Kurve  in  einem 
bestimmten  Punkte  anfangen ;  sei  ^o  ^^^  Bogen  bis  zu  A,  s  bis  zu 
M,  80  wird  man  offenbar  Uq,  Fq,  also  auch  Tq,  als  Funktionen 
m  1^;  allgemein  17,  F,  also  auch  T,  als  Funktionen  von  s  an- 
•ehen  können,  und  zwar  werden,  unserer  Annahme  nach,  diese 
Fonktionen  kontlnuirlich  sein.  Ist  nun  s  wenig  verschieden  von 
4^9  so  muss  auch    T  wenig   verschieden    von    Tq  sein,   so  wie 

ircftg=yjj  von  arcf  tg=  W^j;    mithin  kann  die  zweite  Seite 

der  Gleichung  (4)  bloss  p  =  0  geben,  und  für  ein  sehr  kleines 
t—SQ  ist  also 

T-  I'o=arc(tg=-0-  arc  (tg=-^-  (5) 

l  WSchst  nun^  bei  fortdauernder  Bewegung  des  die  Kurve  durch- 
lanCenden  Punktes,  ^,  so  wird  auch  T  sich  und  zwar  stetig  än- 
dern, wiediess  auch  mit  arcf  tg=y^J  geschieht.     Die  Gleichung 

(B)  wird  also  gelten,  so  lange  die  Stetigkeit  von  BTc[ig=^jjj 

besteht    Diese  hört  aber  plötzlich  auf,  wenn  jy  durch  90  geht  und 

dabei  sein  Zeichen  wechselt.    Geht  nämlich  dabei  -jj  von  —  zu  -^ 

26* 
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über,   so  springt  arc(tg  =  ^J    piGtzlich  von  —5-   zu  +  0   über, 

y 

ändert  sich  also  unstetig  und  zwar  um  n;   geht  dagegen  y\  ym 

+  za— ,  so  springt  arc(tg=jj.J  von  +^  eu  — |  und  ändert 
sich  also  abermals  plötzlich  um  n.  Sobald  man  aUo  an  die  erste 
Stelle  gelangt  ist,  bei  der  yj  durch  oo  geht  nnd  dabei  eeii 
chen  wechselt*),  darr  die  Gleichung  (5)  nicht  mehr  als  zu  Recht 
bestehend  angenommen  werden,  während  sie  galt  von  A  na  bis 
zu  diesem  Punkte  (etwa  B).  Von  B  an  zunächst  nun  wird 
EU  (4)  zurückkehren  mfissen,  und  man  übersieht  leicht,  dass  T 
^ch  nur  dann,  von  A  aus  bis  über  B,  stetig  ändert,  wenn 
von  B  an  setzt: 
y 

1)  wenn  jj  von  —  zu   +  übergeht; 

y 

2)  vrenn  jj  von  +  zu  —  übergeht: 

J'-r.=„.(tg=-^)-a„((g=^j+„. 
Man  bann  diess  auch  offenbar  so  ausdrücken :  Sei  j|  der  Wertb 


«ein  Zeichen  wechselt,  so  ist 

von  s=3o  bis  j=»,: 

r_ir.=.„(,g=Q-„c(.g=ff); 

von  j=s,  an; 

r-7'.=.,c(,g=9-a,c(,g=§)±,, 

(fl) 

je  nachdem,  oh  der  Durchgang  von  +  zu  — ,  oder  von 

-ZB  + 

geschieht. 

Gesellt  nun,  im  weitern  Verlauf  der  Bewegung  gebe  jj  (ii 

i^S2  zum  zweiten  Male  durch  (k  und  wechsele  dabei  sein  Zei- 
chen, so  wird  die  Gleichung  (6)  uur  gelten  von  s=Mi  bis  zu  t^tf 

*)  Ohne  den  Zeichen  Wechsel  wäre  die  Stetigkeit  nicht  noterbraebeg, 
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Dort  macht  arcf  tg=-|^J  abermals  einen  Sprung  um  n^  and  mao 

fbersiebt  leicbt,  dass  filr  «  >  j«  man  der  zweiten  Seite  von  (6) 
nrd  n  zufögen  mfiasen,  wenn  der  Durcbgang  durcb  oo  von  -f-  sa 
<-  gescbieht,  dagegen  n  abziehen,  wenn  er  von  —  zu  -f-  vor 
och  geht 

Fährt  man  so  fort,  bis  f=/  geworden  ist,  und  ist  dabei  jj 

nehrmals  durch  od  gegangen  und  hat  sein  Zeichen  gewechselt, 
ind  zwar  geschah  dieser  Durchgang  n  mal  von  -h  zu  —  und  n' 
aal  von  ^  zu  -h»  so  wird  man  ffir  s^^s'  setzen  müssen: 

J'-ro=arc(tg=Q-arc(tg=-^+(n-n')«.    (7) 

Bezeichnen  wir  mit  e  die  Zahl,  die  angiebt,  wie  vielmal  mehr 

F 

^>  indem  es  durch  oo    ging  und  sein  Zeichen   wechselte,    von 

—  zu  -f  ^s  von  -h  zu  —  übersprang,  während  $  von  Sq  bis  s' 
ging,  so  ist  n — n'= — 6,  also 

r-ro=arc(tg=~)-arc(tg=^-.6«.  (7') 

LSsst  man  nun  den  beweglichen  Punkt  die  ganze  Kurve  durch- 
laufen und  Ist  $1  der  ganze  Umfang,  sind  17i^  F^,  7|  die  Werthe 
von  (7,  F,  T  in  diesem  Punkt,  hat  e  die  so  eben  angegebene 
Bcdeatong  ffir  1=^1,  so  ist  I7o=(7i,  Fo=Fi,  also 


""0«=-&)  =  "'^(*8=S)' 


und  also  ergiebt  sich  aus  (l')i 

T^^To=:^en,  (8) 

F 

wo  mithin  e  angiebt,  wie  vielmal  mehr  -jj*    indem    es   durch    0» 

ging  und  sein  Zeichen  wechselte,  von  —  zu  -f  als  von  -f-  zu  — > 
übersprang,  indem  man  ßir  x  und  y  bloss  die  Werthe  der  Koor- 
dbiaten  der  sämmtllchen  auf  einander  folgenden  Punkte  der  ge- 
schlossenen Kurve  wählte. 

F         U 
Betrachten  wir  nun  die  zwei  Brüche  -tt  und  -y»  so  wird  der 

iweite  Nollj  wenn  der  erste  unendlich  ist  und  umgekehrt  Bezeich- 
let  man  dämm  mit  e'  den  Werth  für  -p»  den  e  f&r  ^  so  eben  be- 
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deutete,  so  wird  «'  offenbar  angeben,    wie   vielro&l  mehr,    inden 

-jj    durch   ü    ging  und  sein   Zeichen   wechselte,  dieser  WechseJ 

von  —  Ca  -f-  als  von  +  zu  —  geschah ;  tt  nrans  folgt,  dass  b  +  * 

fr 
angiebt,  wie  vielmat  mehr,  indem  t-  sein  Zeichen  wechselte,  di» 

ser  Wechsel  von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  vor  sich   ging.     Legi 
man  j  seinen  letzten  Werth  (s^  =  dem  ganzen  Umfang,  wennio  = 

nSre)  bei,  so  sind  -jj-  und  -jf-  einander   gleich,    und    wenn    alsl 

V 
yi  von  j=Jo  bis  i^s,  auch  sein  Zeichen  wechselte,   so  mui 

dieser  Wechsel  eben  so  vielraal  von  —  zu  -|-  als  von  +  xu  — 
schehen,  so  Jass  offenbar  p+e'  — 0,  also  e'=— e  ist.     Vergleichl 
man  diess  mit  (S),  so  erhalt  man  folgenden  wichtigen  Lehrsatz: 

„Sind  U,  V  zwei  ganze  Funktionen  von  x  und  y,  welche  letz- 
tere (jrüssen  als  rech twinkli che  Koordinaten  der  Punkte  einer  ge' 
scbloEsenen  Kurve  (wie  immer  zusaniniengeselzt  diese  auch 
mag)  angesehen  werden  sollen;  ist  V^■Vi=^R{cosT■^■istnT) 
wird  T  als  stelige  Funktion  von  .^und^  betruchtet;  legt  man  fer 
ner  x  und  y  die  Werthe  aller  Koordinaten  der  auf  einander  fnU 
genden  Punkte  der  Kurve,  von  einem  bestimmten  Punkte  A  am 
bis  wieder  zu  ihm,  hei,  indem  man  Sorge  hat,  die  Kurre  so  t\ 
durchlaufen,  dass  die  Drehung  in  derselben  Richtung  vor  sid 
geht,  als  wenn  man  von  der  positiven  Axe  der  x  sich  gegen  dil 
positive  Axe  der  y  dreht*);  sind  endlich  7*0  und  T,  die  Anfangt 
undEndwerthe  von  7*  und  zeigt  e  an,  wie  vielmal  mehr  dabei  di 

Bruch  -p,  indem  ei  durch   cc  ging   und   sein  Zeichen   wechselte 

von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  übersprang,  so  ist 

l\  —  To~e7t."  (9) 


Der  so  eben  ausgesprochene  interessante  Satz  gilt  im  Gnindf 
für  alle  stetigen  Funktionen  U  und  V  von  x  und  y,  wenn  zi« 
auch  nicht  gerade  ganze  Funktionen  sein  sollten. 

Seien  nun  u,  v;  u',  v';  ....  eben  solche  Funktionen  von  x  und 
y;  bedeuten  r,  t;  r",  t;....  dasselbe  für  diese  Funktionen,  wie  R 


Ut  diese  Bestimmung   hier   zunärhst  willbührlich  ,   «ie   i 
mehr  für  Aat  llanptreiullat  in  §.  3. 


Bedeuten  nun  £,  e,  e'y ....  wie  vielmal  mehr  die  Bröche  -pp)  zr*  zj»  '"» 
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und  Tfäfü  und  F,  d.  h.  Ut  u  +  vi—r(eoat+imni),  ,  sind 

t,  ty  .....  ebeDblk  stetig  und  ist  eodlich 

ü  +  Fl  =(ii  +  rt)  (te'  +  t?'t) , 

so  ist  bekanntlich 

2'=<+f  + , 

also 

*i ""  -»o"^ ^i  —  ^ "4" •  1  —  * 0  T  ••••  * 

wenn  t^^  i'o,  ....  die  Werthe  von  t^  ü ffir  den  Ausgangspunkt 

M  4l'  ^1»  diese  Werthe  fQr  den  Endpunkt  (wieder  A)  sind. 

ü  tt   II' 

indem  sie   oo  wurden  und  ihr  Zeichen  wechselten,  von  —  zu  + 
als  von  +  so  —  übergingen,  so  folgt  aus  (9)  nun  leicht,  dass 

£;=6+e'+;....,  (10) 

du  SatSy  der  in  vielen  Fällen  die  Berechnung  von  £  erleichtem 
wird. 


§.3.     ^ 

Sei  M=a:  — «,  r=y — jS,  ii'=:a?  — «',  t>'=^ — jS',  u.  s.  w.,  also 
C/+F£=[a:-a+(y— i3)i][a:— a'  +  (y-|3')t] (11) 

80  werden  sich  die  Werthe  von  e,  eS  direkt  angeben  lassen. 

Wir  wollen  nur  den  ersten  betrachten,  da  die  anderen  in  dersel* 
ben  Weise  gefunden  werden. 

Es  Ist  —  = 


—  =    o .  Setzt  man  nun  x — a+(y — |3)i==r(co8^-|-tsinQj 


X — a 


80  ist 3=:cots^,    und  r  und  t  werden  die  Polarkoordinaten 

eines  Punktes  der  gezeichneten  Kurve  sein,  wenn  der  Pol  in  den 
Punkt  verlegt  ist,  dessen  rechtwlnkliche  Koordinaten  a  und  |3  sind, 
und  dabei  die  Bewegung  des  die  Kurve  durchlaufenden  Punktes 
in  der  mehr  erwähnten  Richtung  geschieht.    So  oft  nun  dabei  cotg^ 

X  ~~'CC        u 

durch  00  geht,  geschieht  diess  auch  bei     o  =  —.    Es  ist  diess 

der  Fall  für  ^=180^  und  e=360o  (oder  0,  wenn  man  lieber  will). 
/  ändert  sich  stetig.  Ist  diese  Aenderung  nun  der  Art,  dass  t 
fortwährend  wächst,  so  wird  der  Durchgang  durch  180^  und  360^ 
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höchstens  einmal  geschehen  und  dabei  tvird  immer  cotgt  von 
zu  -f*  ubers|>rlngen.  Ist  die  Aendening  von  t  aber  der  Art,  d 
bei  180<)  udcr  360''  ein  Schwanken  Statt  bat,  so  dass  t  mehrn 
180°  oder  3öü"  wird  (nenn  die  Kurve  sehr  un regelmässige  I 
(fingen  hätte,  wie  etwa  in  Taf.IV.  Fig.l3.),  so  wird  beim  Zorfi 
^eben  vnn  t  durch  I80<*  üder  360«  allerdings  ein  Cebergang 
-)- zu  —  Stattfinden;  allein  es  ist  leicht  zu  iiberseben,  dass  w 
t  überhaupt  Über  180**  (oder  360")  wegkommen  soll,  immer  e 
mal  mehr  der  Durchgang  von  —  zu  -f  als  von  -f  zu  —  gescl 
Wir  müssen  nun  hiebe!  drei  Fälle  nnterscheiden : 

1)  Der  Punkt  (d,  ^)  liegt  im  Innern  der  geschlossenen  Kw 

In  diesem  Falte  muss  t  die  sämnillicben  Werthe  von  0 
360''  durchlaufen,  also  wird,  wie  auch  immer  t  schwanken  ml 
im  Ganzen  ein  Durchgang  mehr  dWeki  durch  180°  and  eil 
direkt  durch  360"  Statt  finden,  so  dass  hier  e^%  (was  auch  I 

aus  g^scbloasen  wird,  dass  to^O,  ^=2«,  also  e^ — — — =' 

2)  der  Punkt  (a,  ß)  liegt  im  Crafang  der  geschlossenen  Km 

In  diesem  Falle  ist  der  Spielraum  für  (  nur  180",  und  es  ti 
das  Schwanken  von  t  sein,  welches  es  will,  es  kann  nur  eini 
mehr  ein  direkter  Durchgang  durch  180"  Statt  finden.  Also  ist  I 
,  =  1.  «,=0.  /.  =  »,  .  =  ?L=i.^j). 

3)  Der  Punkt  (a,  ^)  liegt  ausserhalb  der  geschlossenen  Eul 

In  diesem  Falle  wird  t  entweder  nie  360°  oder  nie  1800;  i 
wenn  es  f  das  eine  oder  andere  Mal  auch  wird,  so  muss  es  so  viel 
direkt  als  rücklitulig  geschehen;  also  ist  hier  e^O.  (t^=0,  ^= 

Dass  dasselbe  för  e',....  Statt  hat,  liegt  klar  vor  Augen. 
Wir  schliessen  daraus  nun  folgenden  wichtigen  Satz: 

„Liegen  von  den  Punkten,   deren  recbtwinkliche  Koordina 

ci,  j3;  q',  ß';  sind,  ihrer  m  im  Innern  der  geschlossenen  Kui 

Ilirer  m  im  Umfange  derselben,  die  übrigen  ausserhalb,  und  ii 

t;  +  F.-=[:t-«  +  (j,-|!)i][«-B-  +  (S-^')iJ 
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Dabei  ist  zu  bemerken,  dass,  ivena  einige  der  Faktoren  x~a 

+(y— jS)t,  X — a'+(y— j3')t, einander  gleich  sein  sollten,  jeder 

inm  oder  m'  so  vielmal  zu  rechnen  ist,  als  er  vorkommt;  so  dass 

wenn  die  Punkte  (bi,|3,),  (oj.^j), («r.  W  im  Innern,  {a'.ß"), 

{it'tßf), {ü^tß')  im  Umfang,  die  übrigen  ausserhalb  liegen  und 

...taf-or+(ff-W'>':(av-«'+C»-PO»)-'-(a!-tf-+(y-^)i)-'...., 


£=2(Ci  +  Ca  +  ...+Cr)  +  o'+a''+...  +  ar 
Sei  i^(i)=0  eine  algebraische  Gleichung,  :=^-f?>  und 

I IB  werden  tt-\-ßi,  a'-{-ß'i ,  in  Folge  von  (II),  die  (imaginSren) 

l^nrEeln  der  Gleichung  F{i)  sein.    Denken  wir  uns  ferner  (St  die 

3  Kurve  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel  den  Ko- 

ixen,   und  sind    (in    der  erivähnten  Richtung  gegangen) 

rdtnaten  seiner  Eckpunkte:  xo  und  y^,  ;ri  und  y^,  :e,  und 

■und  y,,  iXa<.Xi,  SoKy,),  so  werden  die  Punkte  (o,  ß), 

die  im  Innern  des  Rechtecks  liegen,  Wurzeln  andeu- 

I  tCD]  deren  reelle  Theile  zwischen  X(,  und  ^| ,  und  die  imaginären 
Lnischenyut  und  ^,1  liegen.  Durchläun  aber  der  bewegliche  Punkt 
"schteck,  so  wird,  so  lange  er  auf  der  ersten  Seite  bleibt, 
B'cein,  während  x  von  x^  bis  Xi  geht;  auf  der  zweiten  x^x^, 
I  y  von  jo  ^'^  ffi!  3uf  ^^'  dtitlen  yzsyj,  und  x  von  Xi 
iDtauf  der  vierten  x=Xo,  und  y  von  ^j  bis  y^-  Bezeichnet 
n  nun  mit 

I  £]  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -y,  wenn  y^jr»  und 
X  geht  von  Xq  bis  x^; 

I  £|  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -ps  wenn;r  =  a^|  und 
y  geht  von  i/„  bis  ^i  ; 

I  El  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -pi  wenny^y,  und 
X  geht  von  x^  bis  Xg ; 


y  geht  von  j,  bis  «/„; 
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wobei  man  freilich  Acht  haben  musB,  Aasa  man  nicht  in  den  E 
paukten  einen  Durchgang  verliert.  Faest  man  nun  alles  Geai 
zusammen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Lehrsatz  von  Cauchj 

„Um  zu  untersuchen,  ivie  viele  imaginäre  Wurzeln  a-\-ßi  ( 
algebraische  Gleichung  F(i)=:Q  habe,  deren  reeller  Tbeil  u  i 
sehen  Xf^  und  x^ ,  der  imaginäre  ß  zwischen  yo  und  y^  liege 
<i^n  So's.Vi)"  vorausgesetzt,  dass  nicht  zugleich  ß^y^  un 
zwischen  x^  und  a-,,  oder  ß=j:,  und  ß  zwischen  i/j  und  y,,  o 
^=y,  und  a  zwischen  jtq  und  xi,  oder  B=a:(,  und  ß  zwisc 
t/o  und  yi*),  sei  F(_x  +  t/i)=z^V+Vi,  und  man  bestimme  nun, 

vielmal  mehr  der  Bruch  -p,    indem    er   durch    oe    gebt   nnÜ    t 

zu  -f  xls  von  +  zn  —  fiberg« 


Zeiciien   wechselt 

,  er  von 

1   -   zu  + 

und  zwar: 

a)  wenn 

?/=yc  i 

n.d  3:  geht 

'»)       ., 

x^x. 

.,   y    „ 

.,               <=)       " 

s=yt 

•>      X       „ 

d)     „ 

x=^Xo 

„   V    .. 

"  yi   ..  »   So. 

gebe  darauf  Acht,  dass  nicht  für  die  Anlangs-  und  Eudpun 
solche  üehergänge  übersehen  werden,  addire  äämmtliche  Mi 
(io  ist  die  Hälfte  dieser  Summe  die  gesuchte  Zahl,  wobei  jed 
zu  merken  ist,  dass  mehrfache  iniaginäre  Wurzeln  iiinerbalb  < 
ser  Gränzen  auch  als  mehrfache  eingerechnet  sind," 

Uas  was  hier  jeweils  hinsichtlich  der  t^ckpunkte  gesagt 
wird  im  Folgenden  keine  SchMierigkeit  machen,  da  wir  ger 
diesen  Fall  ausschliessen  werden. 

Da,  wie  bereits  in  §,  1.  gesagt,  die  vielfach  erwähnten  M 

13  V 

von  -y  und  von   jj  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  so  v 

man,  je  nach  der  Bequemlichkeit,  das  eine  oder  das  andere 
stimmen. 

Unsere  Aufgabe  ist  nun  bloss  noch,  eben  jenes  Mehr  zu 
stimmen,  wobei,  wie  man  sieht,  bloss  Kunfctionen  einer  einzi 
Grösse  in  Rechnung  kommen.  Wir  folgen  dabei  nun,  wie  her 
gesagt,  dem  Rechnungsmechanismus  von  Moigno,  der  dem 
Sturm  durchaus  analog,  vielmehr  nachgebildet  ist. 

*)  d.  h.  wenn  a^=-X„  oder  ^=^1  darf  nicht  ^  iwischen  y^  und 
uud  wenn  ?-=yo  "der  J/i   darf  nicht  tt  zwischeD  Xt,  and  X-i  ■ 


ier  ünrnki  munfinärer  Wunein  einer  niiebr.  GleiekmHf  €ic.    SM 

■  §.  4.  -■■..»■. 

Seien  q)(x)  und  ^or)  zwei  ganie  Fanktionen  yoii  x,  so  soll 
At  Zahl,  welche  angiebt,  \Tie  Tiehnal  der  Bruch  ^jr^f   indem  er 

dorcb  OD  geht  and  sein  Zeichen  wechselt«  wenn  x  wächst  von  Xq 
V»  Xig  Ton  — 'BQ-fals  von  4- zu —  übergeht^  der  Oebersühmss 
jenes  Bruches  zwischen  den  genannten  Gränzen  heissen.  Ist  iE 
dieser  Ueberschass,  so  ist  offenbar  — JE  der  Üeberschuss  von 

— -77-T»   Ist  femer  £'  der  Üeberschuss  von  — r-r  innerhalb    der 

GrfimBen,  so  giebt  (wie  in  §.  L)  JEJ-f  J^<'  an,  wie  vielmal  mefary  indem 

■rp:  sein  Zeichen  wechselt  von  a:=a:0  bis  x^=Xi,  dieser  Wech- 

sei  von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  geschieht.     Ist  nun  —^ — v  ne- 

Y\Xq) 

ga^  und  ~jr^  positiv,  so  Ist  dieses  Mehr  offenbar  1;  ist  erste- 

rer  Bruch  positiv«  der  zweite  negativ,  so  ist  es  —1;  sind  beide 
positiv,  oder  beide  negativ,  so  ist  es  0.    Setzt  man  also 

£+£'  =  e.  (13) 

'wist: 

fsO,  wenn  q>(xQ)  und  ^(xq)  eine  Zeichenfolge,  q>(xi)  und  4f(;V|) 

eine  Zeichenfolge  bilden; 

6=0,  wenn  fp(Xf^  und  ipixo)  einen  Zeichenwechsel,  fp(xi)  und 

tlf(xi)  einen  Zeichen  Wechsel  bilden; 

«=1,  wenn  9>(^o}  v^  '4'(^o)  einen  Zeichenwechsel,    fpix^)  und 

t(;(;r|)  eine  Zeichenfolge  bilden ; 

c=l,  wenn  fp(xo)  und  '^;(a;o)  eine  Zeichenfolge,  g>(xi)  und  iK^i) 

einen  Zeichenwechsel  bilden. 

Im  Allgemeinen  wird  man  annehmen  dürfen,  q>(x)  sei  von  nie- 
dererm  Grade  als  if(x).  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so  dividire  man 
^ot)  in  ^:r),  bis  ein  Rest  tp'ix)  erscheint,  der  von  niederer« 
Grade  ist  als  der  Divisor.  Ist  Q  der  Quotient,  so  ist  dieser  eine 
ganze  Funktion  von  x  und  man  hat 

y  fa)  ^  Q  I  9>'(^) 

€d(x^ 

Daraus  folgt,  dass  wenn  77-r  gegen  od  geht,  diess  auch  mit 

VW 

^,  /■  der  Fall  sein  muss,  indem  Q  immer  endlich  bleibt.  Da  aber 
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dann  das  Zeichen    des  ztreiteD  Gliedes   obiger  Gleicbang  offenbar 

bloss  von      ■■— 7-  abbänel,  so  werden  ^-7-4    und  vr-v    «i  elricher 

Zeit  durcb   ce  gehen  ond  dort  dieselben  Zeichen  habeni  so  dass 
der  Ueberschuss  des  einen  Bruches  gleich  dem  des  andern  ist,  es 

mithin  genügt,  bloss   -r^  statt  ^~    zu  uDtersuchen,    was  eben 

unsere  Behauptung  rechtfertigt. 

Sei  also  ip(,x)  von  niedererm  Grade  als  if(^)  •  ""^  i"'^"  '^'^' 
dire  nun  ip{x)  in  ^(:r),  kehre  aber  in  dem  bleibenden  Reste  säramt- 
liebe  Zeichen  um,  wodurch  er  zu  tpi{x)  werde;  Ist  Qi  der  erhal- 
tene Quotient,  so  ist  demnach: 


wo  e  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat.   Ist  weiter  Ej  der  De- 
berschuss  von  ?!^,   so  ist  -E,  der  von  -^  ■ 
folgt,  dass  £'  =  —£,,  wodurch  man  endlich  erhält: 
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y(^)_Q,     yafa) 


9>i( 

g»a(ar)     ^^     ^^(a?)*       ^  (16) 


yr~g(a?)__^        yr(o?) 
9r-i(a:)  ""•^''     9r^i(ar)' 

yr-l(ar)      ^  . 

"^;{^=^^+^'        / 

vve  ^op)  eine  kein  j?  enthaltende  Zahl  ist,  wenn  fpisc),  ^(o?)  kei- 
neo  gemeinschaftliehen  Theiler  haben;    im   andern   Falle  diesen 
gemeinschaftlichen  Theiler  vorstellt.    (90(0?)  ^äre  hiernach  =:9)(a;)9 
Und  9_i(ar)=^(ar).)- 

Seien  nun  E,  Ei,  £2»  ••••9  Er,  £r-|-i  die  Ueberschfisse  der  Brüche 

gp(£)     9i(a:)     2g^)  yr(3:)       q>r-l(x)  .  ßrRfiSun 

-V(«)     9(a?)     9i(a:)  9r-i(^)      9r(ar)         »    1*      » 

«inalog  den  e  in  §.4.,  sich  beziehend  auf  ^7-\>    /  \»«"«o   ^    ;  v; 

80  ist  nach  (15)  und  (13): 

Da  aber  9v(^)  in  q>r^a)  aufgeht,  so  ist  jedenfalls  £r-fi  =:  0» 
also  £r=^r  and  folglich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt: 

£=6  +  61  +  62  + +  er.  (17) 

Setzen  wir  nun  in  tlf(<x),  fp(a:),  q>i(x),....,  9^(0?)  zuerst  0?==^, 
dann  x^sxi,  so  erhalten  wir  folgende  Werthenreihen: 

*(«o)»  9(^o)>  9i(^o)» >  9>r(a\|)5  (I) 

*(«i)*  9>(^i)*  9i(^i)* *  9^a?i).  (II) 

Nun  ist  allgemein: 

6ii=0«  wenn  q>n-'iia:o),  911(^0)  ^ine  Zeichenfolge;  ^-1(^1)5  ^»(ari) 

eine  Zeichenfolge; 

eftsO,  wenn  9>ii.-i(;ro),  911(0:0)   einen  Zelchenwechsel;   9ii-i(:r|), 

ffnixi)  einen  Zeichenwechsel; 
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ea=l,    wenn  q)n-i(^o)>   9)n(^o)    einen  Zeichen vrecbeel;    ip,t--i{xi), 

iy»(ari)  eine  Zeichenfolge; 
Ci.^ — 1,  wenn  gia-ii^o),  9'n{a:o)  eine  Zeichenfolge;  ^rt-i(fr|),  9in(:ri) 

einen  Zeichentvechsel  bilden. 

Bedeutet  nun  11^  die  Anzahl  von  Zeichenwechseln  der  ersten 
Reihe,  die  beim  Uehergange  von  dei-  Reihe  (I)  zur  Reibe  (II)  sich 
in  Zeichenrotgen,  umgekehrt  F  die  Anzahl  Zeichenfolgen,  die  bei 
diesem  Uehergange  sich  in  Zeichenwechsel  verwandeln,  so  ist 
demnach  aus  (17)  offenbar: 

£=e  +  fif .. ..+«,.=:  W— F. 

Die  Differenz  W~F  giebt  aber  offenbar  an,  wie  viele  Zeichen- 
wech«el  die  Reihe  (I)  mehr  habe,  als  die  (II);  zJihlt  man  also 
die  Anzahl  Zeichen  Wechsel  w,  der  Reibe  (I),  die  tog  der  Rohe 
(U),  ao  ist   W— jf'^tci — «Ig,  und  also  endlich 

£=(0,  — (Ca,  (18) 

welche  Gleichung  den  zu  erweisenden  Satz  einscblieset ,  den  wir 
nochmals  in  Worte  fassen  wollen. 

Man  überzeugt  sich  leicht  (wie  diess  beim  Slurm'schen  Satze 
der  Fall  ist,  siehe  „Grnndzüge"  S.  155.)  dass  es  Nichts  thut, 
wenn  eines  der  Glieder  der  Reihen  (I)  oder  (II)  verschwindet,  nur 
darf  es  jeweils  nicht  das  erste  sein. 

Der  Sturm'scbe  Satz  selbst  w5re  eine  ganz  einfache  Folge- 
rung dieser  Lehren,  wie  diess  auch  leicht  erbellt,  wenn  man  ^(x) 
die  ersten  Differentialquotienfen  von  '^){x)  sein  lässt.  Doch  gehört 
diese  jetzt  nicht  hieher. 

Diess  Alles,  zusammengehalten  mit  g.3.,  wird  nun  zur  Lüsuog 
der  gestellten  Aufgabe  genügen. 

Dass  man  bei  den  vorkommenden  Divisiooeu  die  belcannten 
Erleichterungen  (Grundzüge  8.  148.)  anwenden  darf,  versteht 
sieb  von  selbst. 

Wir  wollen  nun  das  Gesagte   auf  einige  Betspiele  anwenden- 

S.  6. 
})  Sei  die  Gleichung 

!«  +  I=0  (19) 


der.  imkf.imagM[r§t  Wur%eim  einer  ttl§e^.  6Mekm$  €ic.   375 

torgd^,   «id ;ni»  fragt,  wi«  mle  Wurzeln  d?-|«3ft  dersellMti  M 
li^en,  dass  x  zwischen  0  und  1,  y  ebeiiMb  ■wieclMtt  0  md  1  sei. 

Ist  z=a?-f-y^9  80  ist 

2;*  +  l=a:*-&ry+y*+l  +  (4a:»y-4a:y% 

wobei  man  den  Faktor  4  in   F  fäglich  weglassen  kann. 

V 

Wir  wollen  jeweils  y^  nntersuchen,  da  immer   V  von  niede- 

rena  Clrftde  lst|  als  ü,      , 

a)  Erste  Seite.  y=0,  or  von  0  bis  1.  ü=x^+l,  FisO,  also 
y 

rT=Ok  und  mithin  der  Ueberschnss  0. 

b)  Kwette  Seite,    x^^j,  y  von  0  bis  1.     r7sy«^6y«-f  2^ 


»=!:  — +  — +' 


?«=— L 


^(y)Ä-.y 
c)    Dritte  Seite.    y  =  l,  x  von  1  bis  0.     t7  =  a:«-&v*-|-2. 


a:  =  I:-  +  +  +| 
a:=0:+  — +  +i 


f,  =  — I. 


r 


9^(jr)=:ftjrs— 2 

d)  Vierte  Seite.  a:=:0,  y  von  1  bis  0.   üz=ijf^+h  V=::(K  alao 
=0«  mithin  der  Ueberschnss  0. 


Also  endlich 


£=-.(€! +fa  +  f»+e4)=2. 
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folglich  die  gesuchte  Aioahl  Imaginlrer  Worzdii  1,  wie  man  «et 
auch  sonst  leicht  fiberzoiigt. 

2)  Sei  die  Gleichung 

2S-2Iz+344=rO  (20) 

Torgelegtt  und  man  fragt,  wie  viele  imaginäre  Wurzeln  a;+yi  der- 
selben so  liegen,  dass  s  zwischen  0  und  5,  y  zwischen  0  und  6 
liegt.    Ffir  z=:w+ig  ist  hier: 

I7=a:'— 3ay«--21a:  +  344,    F=air«y~y»— 21y. 

a)  Erste  Seite.  ^=0,  F=0,  also  e^  =:0. 

b)  Zweite  Seite.    ar=5,   y  von  0  bis  6.     17=— I5y*-f  364» 

y 

Da  wir  y^  untersuchen,  und  U  von  oiedererm  Grade  ist,  so 

mOssen  wir  zuerst  dividiren.  Der  Rest  ist  446y  oder  kfirzer  y» 
Also 


^(ff)  =-15y«+364, 
c)   Dritte  Seite.  y=6,  a:  von  5  bis  0.    ü=a?»— 129a? +  344-, 


y=0:  +  ~    l 
y=6:-+-' 


F=iar«—342=:  18(0:2- 19). 
^(ar)  =Ä*»— 129ar+344, 


x^zbx — 1-  +  +1 
a:  =  0:  + +3 


9(ar)  =0:2—19, 
g>i(o:)=55o:— 172, 

%(^)=+l 

d)  Vierte  Seite.  o:=0,  y  von  6  bis  0.  17=344,  F=  -y»-21y^: 

F  . 

-Tj  ist  eine  ganze  Funktion,  64^0. 

£=-(fl  +  f«  +  «8  +  «4)=2, 

also  liegt  eine  imaginäre  Wurzel  von  (20)  der  Art,  wie  verlangt 
(Die  Wurzeln  von  (20)  sind  4±v27.i,— 8.). 

3)  Die  Gleichung 

«*-&»+27««— 38x+26=0  (21) 
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hat  die  Wurzeln  1  Jb^  3J: -2-    Ist  nun  a:o=l>  scx^sA,  go^9  9i=% 
80  tritt  der  in  §•  3.  ausgeschlossene  Fall  ein^  indem  auf  der  zwei- 
[   ten  und  vierten  Seite  Wurzeln  liegen.     Man  wird  also  E=2  er- 
halten, während  doch  2  Wurzeln  innerhalb  der  angegebenen  Grän- 
sen  liegen,  also  £=4  herauskommen  sollte«  Die  folgende  Rechnung 
wird  diess  nachweisen. 


■ 


Setzt  man  x^^x-i-iy,  so  erhält  man  : 

C7=:a:*— 6aV  +»*—  8t:»+24ar^2  +  27a:*— 27y«~3&i:  +26, 
F=4a:^— 4a:y»— 24a:^ +%»  +  54i3(— 38y ; 

wo  man  in  V  fäglich  den  Faktor  2  ausfallen  lassen  kann. 

a)  Erste  Seite.  y=0,  also   F=0  und  mithin  eji=0. 

b)  Zweite  Seite.    a:=3,    y  von  0  bis  3.     17=20— %«+y4^ 
F=-23f3-8y=2(-y»  +  4y). 

y       — y"+4y  — y(y*— 4)         — ^  ' 


y=0:-  + 
3^=3:+-+' 


e«=  — I. 


C2 


9(y)  =— y> 
9i(y)=+i; 

c)  Dritte  Seite.   3^=3,  o;  von  3  bis  1. 

ü=«*— &r»— 27a:2+17&r— 136,    F=2ar8— I2a:a  +  9a:+17. 
*(a?)  =:r*-&i:»— 27a:«+17&r-136, 
9>(^)=2ar»--12a;2+9a:  +  17,  ^""   '"*"         "*■"*" 

9>i(a:)=87a?«— 391ar  +238, 

9)a(^)=7573ar— 191029, 
9>a(ar)=+l  I 

d)  Vierte  Seite.    X'=- 1 ,  y  von  3  bis  0. 

y  =  3:  +  ++] 

2^= 


ar=l:  +  + +  1 


=  3:  +  ++j 

(  f4  =  — I. 


9(y)  =y> 

jE = — («1 + fa  +  ^8  +  «4) = 2,  wie  angegeben. 
TlieU  XXI.  26 
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ar=0:-  +  +  +i 
ar=:I:— +  — +' 


5i=-i 


4V  Die  Gleichung 

24_22H322-2«  +  l  =  0  (21) 

hat  die,  Wurzeln  5"  dbo  V3.£  jede  zweimal;  ist  nun  aro=0,  ari  =  ] 
yo= — Ij  yi  =  +  l*  so  muss  £=8  erscheinen. 
Für  z^=^x^yii 

a)  Erste  Seite.  ^= — 1,  a:  von  0  his  !• 

tf;(a?)  =a;*— 2^3-3a:2+4i;  — 1, 
g?(;r)  =— 2^3^3^a_^^ 

9>i(^)  =  17a:2— 17a?+4, 

b)  Zweite  Seite.  x^=:\  y  von  —1  bis  +1. 

*(y)=**-3^2+i, 

g^(yj=22^«-l, 

c)  Dritte  Seite.  y=l*  ^  von  1  bis  0. 

t7=a?«~2:c3— 3a;2  +  4a;— 1,   V='ix^-^ia/^+x. 
'H>{x)  =j:*— 2a;3— 3a;2+4Ä— 1, 
9(a:)  =2a;3-3a;2+ar, 
9i(a?)  =  17a:2^17:i:  +  4, 
92(^)=2a: — 1, 


y=— 1:— +  +  +  j 


-2. 


o; 


1  — ++  + 


a:=:0:--+— + 


I  ^^ 


=  —2. 
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y 


2. 


d)  Vierte  Seite.  a:=0,  y  von  1  bis  —1, 

9^(^)  =y^'-yy 
92(2f)=y> 

Dass»  wenn  die  Grfinzen  von  y  (yQ  and^i)  dieNall  elnschlies- 
,  man  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  mit  erhält,  ist  klar.  Wir 
leo  zu  dem  Ende  die  einfache  Gleichung: 

2^  —  22  +  1  =  0 

lUn,  welche  die  Wurzel  1  zweimal  enthält»  und  setzen  ar^rr^O, 
=2,  yo  = — 1,  yi  =  +  l>  so  muss  £=4  erscheinen. 

Für  2=0: +^i  ist 

ü=a:^-y^^2x-tl,     V^wy-^-^y. 

a>  Erste  Seite.   y=  — 1,    I7=a:*— 2a?,    Fis — or  +  l,   a:  von 

is  2.;.  .        ^ 


if;(ar)  =0:*— 2ar,      | 
qi{x)  z=:— ar+1. 


a:r=0:— ++j 
a:=2:+  — +! 


^1=?— 1. 


Allerdings  ist  hier  if;(a:)  =  0  für  ar=0,  was  nicht  sein  sollte; 
i  muss  desshalb  statt  a:=0  furo:  eine  unendlich  kleine  positive 
il  sich  denken  (wie  das  im  Folgenden  auch  geschehen  muss)» 
laon  ist  i^fix)  negativ. 


b)  Zweite  Seite.  a:=2,  ^von— Ibis+L  t7=— ^«+1,   V^y. 

y 


(    f2=— 1. 


<p(y)  =y 

(pi(y)  =  '-l 

Auch  hier  ist  i^(y)==0  für  y=l  und  —1;  man  denkt  sich 
shalb  die  Gränzen  von  y:yQ=^--l  +  Q,  yi=+l+^»  wo  q  eine 
ndlich  kleine  positive  Zahl  ist. 

26» 
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c)  Dritte  Seite.  y=l,  or  von  2  bis  0.  ü=a:a— ^r.   F=a 

d)  Vierte  Seite,  x—%  y  von  Ibis— 1.  t7=— ^«+1»  F= 


l  64=— *1. 


3^ 


£=— («i  +  «a  +  «8  +  «4)=4, 
\vie  behauptet. 

Obiges  ßeispiel  zeigt  zugleich ^  wie  man  sich   helfen  n 

wenn  i^{x)  oder  i^(y)  zu  Null  wird.    Natürlich  hätte  man  sich  j 

helfen  können,  indem  man  andere  Gränzen  gewählt  hätte.  Der  B 
y 
yj  geht  in  unserm  Falle  durch   00,  wenn  der  bewegliche  Punl 

den  Ecken  des  Rechtecks  angekommen  ist,  und  daraus  schon  I 
man  E=i  ableiten  können. 

Obige  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung  genügen.  Wie 
vermittelst  des  obigen  Theorems  die  imaginären  Wurzeln  trei 
kann,  ist  leicht  zu  übersehen  und  bedarf  hier  keiner  weitern 
Orterung.  In  jedem  Falle  ist  das  bewiesene  Theorem  dctr  ein 
wissenschaftliche  Weg,  die  ersten  Stellen  (Ganzen)  der  ima£ 
ren  Wurzeln  zu  erhalten. 


xxTni. 

Untersuchungen  über  die  wahre  oder  scheinbare  Uo- 

bestimuilheit  der  Grossen,   welche  unter  der  Darstet- 

lungsform  g  erscheinen. 

Vnn 
Herrn  Dr.  Chr.   fViener 


Bei  ()eu  Lruchrürniigen  Functionen,  deren  Zähler  und  Nenner 
lUgleicb  für  einen  bestimmten  Wertli  der  willkürllcli  Veränderli- 
I  Null  werden  und  somit  die  Function  unbestimmt  machen 
kfionen,  hat  man  bisher  stete  den  meist  zugleich  bestehenden  be- 
Itimmten  VVerth,  welchen  man  leicht  durch  Differentiation  findet, 
ila  den  wahren  Werth  der  Function  für  jenen  Werth  der  willkQr- 
Bch  Veränderlichen  betrachtet  und  die  eintretende  Unbestimmtheit 
eine  nur  scheinbare  genannt.  Ist  die  Function  eine  solche  von 
f^Der  Veränderlichen,  so  kann  allerdings  stets  ein  bestimmtec 
Werth  gefunden  werden;  aber  diess  berechtigt  uns  noch  nicht,  den 
fenbestimmten  als  nur  scheinbar  zu  verwerfen.  .Im  Gegeniheil,  die- 
ler unbestimmte  Werth  muss,  wie  im  Isten  Theil  des  Folgenden 
gezeigt  irerden  soll,  im  Allgemeinen  als  zur  Function  gehörig  be- 
(rächtet  werden;  und  nenn  wir  uns  die  Werthe  der  Function  als 
i  Ordiuaten  einer  Kurve  vorstellen,  deren  zugehürige  Abscissen 
1  den  zugehörigen  Werth  der  willkürlich  Veränderlichen  aus- 
gedrückt werden,  so  tritt  anschaulich  herFor,  dass  die  Grosso  jener 
raglichen  Ordinate  nicht  nur  durch  den  gefundenen  bestimmten 
yVerth  der  Function,  sondern  auch  durch  den  unbestimmten  aus- 
gedrückt wird,  d.  h.  dass  die  ganze  Ordinate  einen  Ast  der  Kurve 
lüdet.    Drückt  aber  die  Gleichung  die  Abhängigkeit  zwischen  an- 
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deren  Griissen,  z.  B.  kürperl Ichen  oder  mechanischen  aus,  so  ist 
allerdings  der  nnbestimmte  Werth  hiiulig  zu  verwerfen ;  und  es  ist 
in  jedem  Fülle,  wie  an  einzelnen  Beispielen  gezeigt  werden  nird, 
zu  ttntersnchen ,  ob  die  Unheslimnitheit  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  oder  nur  durch  niatbeni »tische  Uperatinnen  hereingebracht 
wurde. 

Hat  man  eine  Function  zweier  Veränderlichen,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  unm<"(>rLL'h,  statt  des  unhestininiten  Werthes  einen 
hestinimten  zu  finden;  nur  in  iie^onderen  Fallen  bekommt  man 
statt  der  vollkommenen  Unbeslimmlheit  Grenzen,  ziviseben  wel- 
eben  die  Werthe  der  Function  liegen  oder  auch  einen  einzigen 
bestimmten  Werth.  Es  ist  nun  sehr  interessant,  die  Gestalt  der 
Fläche  zu  untersuchen,  deren  3(e  Coortlinate  als  Fnnction  von  den 
zwei  willkürlich  Veränderlichen  durch  die  gegebene  Function  aas* 
gedrückt  ist,  und  zwar  besonders  in  der  Nahe  jener  Stelle,  wo  die 
3te  Cnordinate  unbestimmt  wird.  Diese  Ordinate  liegt  dann,  wie 
«vir  im  Uten  Theil  des  Folgenden  sehen  werden,  entneder  gani 
in  der  Fläche  oder  nur  ein  Theil  oder  ein  Punkt  derselben.  Wir 
werden  aber  finden,  daäs  auch  in  letzleren  Füllen  der  übrige  Theil 
der  Linie  als  ein  Ast  der  Fläche  betrachtet  werden  muss,  sowie 
ja  auch  ein  Punkt  ein  Ast  einer  Kurve  sein  kann. 

Die  Aufgabe  des  Folgenden  ist  daher,  auf  analytischem  Wege 
zu  beweisen,  daes  der  in  einer  Function  eintretende  nnbestinimte 
Werth  ein  dnrchaus  wirklich  bestehender  nnd  nicht  nur  schein- 
barer ist,  diese  Wahrheit  durch  Anwendung  auf  Kurven  und  Ftt 
cheii  Eur  üfaersichtiichen  Anschauung  zu  bringen,  und  durch  eioig* 
specielle  Beispiele  aus  der  Geometrie  und  Mechanik  zu  seigei, 
wann  die  eintretende  Unbestimmtheit  für  die^e  Begriffe  der  vo^ 
gestellten  Griissen  eine  wahre  und  wann  eine  nur  scheinbare  M- 
Es  wird  dabei  hervortreten,  duss  diese  Untersuchung  keine  gleleh- 
güttlge  ist,  indem  durch  Unklarheit  über  diesen  Punkt  sehr  leleM 
falsche  Resultate  eraielt  werden  k'innen.  So  bat  z.  B.  Etiler  In 
seinen  Dntersnchimgen  i'iber  die  Vertheilung  eines  Drucks  mt 
mehr  als  drei  Stiltrpunkte  ohne  Rflcksicht  anf  die  FormverSorfe- 
Tung,  welche  bei  jedem  KSqjer  unter  dem  Einflüsse  irgend 
Kraft  eintritt,  l^lschlicfacr  Weise  gewisse  Grenzwerthe  als  wahre 
bestimmte  Auflösung  hingestellt,  während  sich  aus  der  Isteu  Auf- 
gabe des  Uten  Theils  im  Folgenden  ergehen  wird,  dass  die  On* 
bestimnilheit  für  die  hypothetischen  voilkommen  starren  KürpOT 
Eulers  wirklich  besteht,  und  nur  bei  wahren  stets  elastischen  KB^ 
pern  Bestimmtheit  eintritt,  deren  Werth  aber  dem  Resultate  BltletC 
nur  unter  bestimmten  Bedingungen  gleich  ist. 
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L 

fx  0 

Wenn  ein  Ausdruck  y=:4r^  für    x^-Xq   die    Form   q 

annimmt,  so  ist  die  hierdurch  dargestellte  Unbestimmt- 
heit nicht  nur  scheinbar;  obgleich  sich  auch  noch  ein 
besooderer  bestimmter  Werth  für  y  finden  lässt. 

fx 
Ä.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  y=p- forden bcHonderen Werth 

M.  X 

.  0 

zzizxq  sowohl  fx  als  auch  Fx  zu  Null  wird ,  so  erscheint  y  =  q 
nter  der  Form  der  Unbestimmtheit.    Um  einen  bestimmten  Werth 

fX{% 

Ir  yQC=-4r^  zu  erhalten^  geht  man  von  zwei  wesentlich  ver- 

cbiedenen  Grundbetrachtungen  aus,  die  aber  beide  zu 
erselben  Methode  fühlren. 

1)  Da  Xq  für  X  eingesetzt,  fx  und  Fx  zu  Null  macht,  so  ist 
}  eine  Wurzel,  und  daher  x  —  Xq  ein  Factor  beider  Functionen; 
an  kann  daher  auch 

fx M^x-^-Xq) 


07  = 


Fx     N(x  —  Xo) 


etzen,  worin  31  und  N  andere  Functionen  von  x  sind.  Reducirt 
lan,  indem  man  im  Zähler  und  Nenner  den  gerne inschaftli- 

M 

hen  Factor  streicht,  so  erhält  man  ^  =  -^  und  hieraus  für  a:=i::a;Q 

Inen  bestimmten  Werth  von  yo*  Enthalten  M  und  N  nochmals 
en  gemeinschaftlichen  Factor  x  —  x^,  so  dass  für  x=Xq  auch 

f    0 

7  =  |r  wird,  so  ist  im  Allgemeinen 

fx  __  Pix—Xp)"' 

Fx^  Q{x--XpY' 

vninPundQ  wieder  Functionen  von  x  sind,  die  aber  den  Factor 

p 

— jtq  nicht  mehr  enthalten,  so  erhält  man  aus  yz=z-^{x — ^o)*""" 

Ir  X — Xq  den  bestimmten  Werth  von  y^y  welcher  Null,  endlich 
1er  unendlich  wird,  je  nachdem  my-n,  mz=zn  oder  m^^n  ist.  — 
m  nun  diese  gemeinschaftlichen  Factoren  x — Xq  zu  entfernen  und 

r     p 

poder  g  zu  erhalten,  bedient  man  sich  mit  grossem  Vortheil  der  Diffe- 
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rentialrechnung,  indem   Ty^-=  C,^  ^    ist,   d.  h.  gleich  dem  Verhält- 

nlss  der  Differentialquotieuten,*  worin  man  x^=^Xq  gesetzt  hat.  Es 
ist  nämlich 

f'x _d[ia(x—x^y\    ^H-(^— ^o)rf^ 


daher  „,  ^  = -^^  was  man  suchte.    Wird  -^   för  x^zxq  wieder 

TT»  so  findet  man  nach  n maliger  Differentiation  des  Zählers  and 
des  Nenners 

<Z"[Pfa— a?o)"»]  _  m(m— 1) ....  (m— n+l)P(a?~a?o)>»--" 
d^[Q{x^XoY]'^  «(«— 1)....2.1.Q 

p 

was  für  x:=ixq  gleich  0,  ^    oder    od  wird,  je  nachdem  m  >  n» 

m=9t  oder  m<9t  ist. 

fx 

2)  Nimmt  man  an,  dass  yz=:-^  für  o:  =  Xq  continnirüch  sei 

und  setzt  statt  .r,  Xq  +  K  so  bekommt  man 

y  ""  F(;ro+Ä) .     Fxo  i-hPxo + Jä^F^oto + .... 

hf'x^  +  jAV^^^o  + .... 

~^hF'xQ-{-\h^F''xo  + ....  * 

0 
da  fxfi  und  F;i:o=0  sind,  und  es  wird  für  Ac=0  wieder  y  =  A* 

Reducirt  man  jedoch  vorher,  indem  man  Zähler  und  Nenner  durch 
h  dividirt,  so  erhält  man 

was  für  Az=:0,  yo=Q^^gihi.   Für  /'a:o=0  und  ^0:0=0  erhält 
man  auf  ähnliche  Weise  y^  =  4v7-^  u.  s.  w. 

3)  Die  letzte  Methode  kann  noch  durch  folgende  geometri- 
sche Betrachtung  erläutert  werden.  Sei  tt=/^  durch  die  Kurve 

MN  (Taf.  V.  Fig.  1.),    ü=zFx   durch    PQ  und  y  =  ^  durch 
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fiS  dargestellt,  und  sei  für  x=x^=OA,  fxunA  Fx=Q,  so  raus- 
■en  MN  und  PQ  die  Absdssenaxe  in  A  schneiden.  Die  Kurve 
'BS  Terzeichuet  man,  indem  man  lür  irgend  eine  Abscisse  Oa, 
Äf  welche  die  Ordiiiaten  der  ersten  Kurven  an,  ai)  bekannt  sind, 

die  Ordinate  (»=:]. —  constniirt.  Auf  diese  Weise  lassen  sich 
■lle  Ordinalen,  ausser  der  bei  A  ünden.  Nähert  mau  sich  jedoch 
diesem  Punkte  und  denkt  sich  bei  A  selbst  zivei  Tangenten  MN 

■od  PQ  gezogen,  so  geht  -ij  immer  mehr  in  das  VerhäJtniss  der 
[tfdinaten  der  Tangenten  für  dieselbe  Ab&cisse  über  und  erreicht 
endlich  bei  A,  oder  es  wird  Yj^fli^T^'  '*'^®^  geometri- 
he  Betrachtung  gibt  für  besondere  Fälle  noch  weitere  üeberein- 
immung  mit  der  vorigen  analytischen  Entwickelung.  Tangiten 
mlich  beide  Kurven  ilfiV  und  PQ  bei  A  an  die  Abscissenaxe, 
kann  der  unbestimmte  Grenziverth  y^  nicht  unmittelbar  als  der 
leich  bedeuten  de  Werth  Cär  die  Tangenten  gefunden  werden,  Treil 
itzterer  selbst  uubestimmt  ist.  Betrachtet  man  nun  ii'^fx  wie- 
er  als  Kurve,  deren  Ordinate  die  trigonometrische  Tangente  des 
leigunga winkeis  der  Abscissenaxe  und  derjenigen  Tangente  dar- 
tellt.  welche  an  die  urepriingliche  Kurve  u^fx  in  dem  dersel* 
sn  Ali8cis;;e  x  entsprechenden  Punkte  gezogen  wird,  so  schneidet 
ieae  Kurve  in  unserm  Falle  ebenfalls  in  A  die  Abscissenaze, 
benso  wie  die  Kurve  IJ'^^F'x,  welche  der  ursprünglichen  Kurve 
7^Fx  entspricht.    Man   ist  so  auf  den  friiheren  Fall  zurückge- 

Ihrt  und  findet  nun  yu=  .-.„  "  als  bestimmten  Grenzwerth  für  jene 
'angenten,  also  auch  für  die  ursprünglichen  Kurven.     Ist  auch 


Q,  SO  geht  r 
über. 
Veranschaulichen  wir 


I  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen 


I  das  Letztere  durch  i 


li.piel. 
Ea  sei 


2- 

x^ 

»0  = 

=0, 

■</<,= 

"Ü 

Wir 

bekommen  i 
•         * 

k 

'   V(4-a^ 
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was  aber  für  ^^=0  wieder  zu  yo=(T  ^ird;  endlich  ist 

f"^--F"x== 4_^»         -:2> 

was  ;yo  =  9 :2=:  J  liefert.  —  Es  bedeutet  nun  m=2  (T)  V(4 — :r*)  d 
KreisilW(Taf.V.Fig.2.),  dessen  Mittelpunkt  in  C,  woför  C0= 

und  P^raar*  die  Parabel  PQ.   Wir  finden  femer  u*^=^f  x^=—Trrz 

du' 
als  die  Gleichung  der  Kurve  FG,  für  welche  im  Ursprung  ^  - 

ist;  ebenso    l7'=jPa:  =  2a:  als   die  Gleichung  der  Geraden  L 

px 
För  2^'=  y;^  aber  ist  nach  dem  Früheren  für  aro=0  der  bestimn 

P*x      \ 
Werth  yo=rp;- =5-=i=^Ä^  leicht  zu  finden.     RS  stellt  ( 

Lauf  der  Kurve  y  = —^ dar. 

X  ' 

B.  Nimmt  man  ^o=a  als  den  Ausdruck  von  nicht  nur  sehe 

barer,  sondern  wirklich  bestehender  Unbestimmtheit  an, 
si^  er,  dass  für  x^^Xq^  y  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  ka 

Ausserdem  gibt  ^0  =  ^^;^ —  noch  einen  bestimmten  Werth  als  Grei 

r  Xq 

fiir  die  benachbarten  y,  wenn  x  in  Xq  übergeht,  welcher  We 
aber  in  yo=Q   einbegriffen  ist.      Denkt  man  sich  durch  y^=: 

wieder  eine  Kurve  dargestellt,  so  soll  im  Folgenden  gezeigt  iv 
den,  dass  för  x=Xq  nicht  nur  der  bestimmte  zum  Aste /2iS^  (Taf 
Fig.l.)  gehörige  Werth  jyo=/4AL  stattfindet,  sondern  auch  der  We 

y=jr.    Diese  letztere  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  a:  = 

stellt  aber  die  Gerade  ALy  welche  mit  OF  parallel  ist,  dar.  I 
Kurve  besteht  also  aus- zwei  Aesten,  nämlich  der  Kurve  RS  \ 
aus  ALf  der  Ordinate  in  A  in  ihrer  ganzen  Ausdehnur 
in  K  findet  daher. ein  Doppelpunkt  statt.  Wir  wollen  diese  1 
hauptung  aus  verschiedenen  Gesichtspunkten  betrachten  und 
richtig  beweisen. 

1)  Von  dem  Ausdrucke 

P(^-^o).  /.      ,,  _  hrx  +  lkY''a^  +  ....\ 
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p 

La  er  o  IX,  man  mfisse  ihn  =^  setzen«  da  die  Gesetze  des 

Rechnens  verlangten ,  vor  Allem  ihn  auf  seine  einfachste  Form 
zurückzuftihrido.  Wollte  man  dieses  Gesetz  anerkeniien,  so  musste 
mao  aacb  die  Gleichung  yQ{x — Xi^^=zP{pc — x^  sogleich  auf  die 
einfaehste  Fcvrm  yQ:zzP  bringen»  während  doch  hierdurch  eine 
k\  Wurzel  x=Xq  entfernt  wird.  Es  muss  vielmehr  der  Grundsata 
rif  gelten 9  dass  nur  solche  Formveränderungen  mit  einer  Gleichung 
TOfgenommen  werden  dflrfen«  durch  welche  keine  der  aus  ihr  mog- 

liehen  Folgeningen  verändert  wird.    Der  Gleichung  y  =  7^5 \ 

hi\X      Xq) 

wird  aber  Gentige  geleistet  durch  x^Xq,  welchen  Werth  auch  y 

p 
anoehmen  mä^,  während  bei  ^=-5  diess  nicht  mehr  stattfindeC; 

setzt  man  andererseits  in  P  und  Q,  ar=  Xq,  so  gibt  y=yo  den 
ebenfalls  geltenden  bestimmten  Werth  von  y^  an.  Nach  diesem 
Grandsatze  müssen  also  die  beiden  Gleichungen 

y=Q^Z^l)  ^nd-  yQ(x—Xo)  =  P(x'-Xo) 

als  ganz  identisch  angesehen  werden,  so  dass  sie  beide  und  nicht 
nur  die  letzte  die  Wurzel  Xq,  wofür  y  unbestimmt  ist,  haben.  — 
Hierfür  spricht  auch  Folgendes :  Bei  einer  Gleichung  mit  Gliedern, 
welche  Functionen  der  Veränderlichen  zu  Nennern  haben,  bringt 
man  diese  Nenner  durch  MuUiplicatiori  der  Gleichung  mit  densel- 
ben weg,  um  ein  Glied  zu  vermeiden,  dessen  Nenner  =0  werden 
kann.  Denn  die  Bedeutung  eines  solchen  Gliedes  als  unendlich 
wird  erst   durch  jene  Multiplication    deutlich.      Dass  nämlich  in 

y^TT+b  die  Grösse  ^  unendlich  iät,  gegen  welche  die€onstante 6 

'verschwindet,  ergibt  sich  erst  aus  yO=a +60=0,  woraus  7r-|- 6  =5r. 

-(dasselbe  muss  in  einer  Gleichung  geschehen,  wenn  der  Zähler 
^t^leich  mit  dem  Nenner  Null  werden  kann.    Denn  die  Bedeutung 

^cs  Ausdruckes  tt  als  unbestimmt,  ergibt  sich  ebenfalls  erst  durch 

^^nitipUcation  der  Gleichung  mit  dem  Nenner;  aus  ^=(7  muss  erst 

^K)=0  abgeleitet  werden,  um  an  letzterer  Gleichung  die  Unbe- 
stimmtheit von  y  zu  erkennen.  —  Es  folgt  also  hieraus  und  aus 
^em  obigen  an  und  för  sich  klaren  Grundsatze,  dass  der  Factor 

':r: ^  nur  «o  lange  =1  gesetzt  werden  muss,   als  ar^— a^o  nicht 

%0  ist. 
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2)  Ganz  eng   und  ühercinstiramend  schliesst   sich  hieran  fol- 
gende geometrische  Betrachtung  an.     Die  Gleichungen 

x^Xi,  x^x^,...,  oder  x—Xi^Q,  x — 3:3=0, .... 

worin  a^,,  x^,  ....  constante  Grrissen,  und  »eiche  eine  Reihe  von 
Punkten  auf  der  Äbscisbeoaxe  darstellen  sollen,  lassen  eich  darch 
die  einzige  Gleichung 

{X''Xi){x  —  X^....  =  (i 

anedrScken,  welche  alle  jene  Punkte  darstellt.     Kheiiso,  weun 

y—x=0,  y«+j:''-o''=0,  o:— 3ro==0,... 

die  Gleichungen  von  Kurven  sind,  so  besteht  die  Kurve 

^y-x){y■^^^x'^■~a^{x-x^)...=(i. 

oue  jenen  einzelnen  Kurven;  wie  z.  B. 

{x—x^){x-\-x)  =  x^ — x^^Q, 

x^-^Xq  gibt,  d.  i.  die  beiden  Geraden  x^Xq  nnd  x^^—'X^ 

Hat  man  so  die  Gleichungen 

y=yQ  und  x=.'c^, 

welche  mit  den  Axen  OX  und  OF  in  den  Abständen  y^,  und  Xf, 
parallel  laufende  Gerade  darstellen,  und  vereinigt  sie  in 

so  unifasst  diese  Kurve  die  beiden  vorigeu  Geraden.  Entwickelt 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so  wird 

•^        x~Xo 

für  welches  die  beiden  Werthe  5=^13  und  y'=Ti  für  x  =  a!f,  Aei 
Gestalt  der  Kurve  zufolge  als  wirklich  bestehende  und  nicht  nur 
scheinbare  anerkannt  werden  müssen.     Ebenso  gibt 

a,=^^y=^,    ^^a:o  und  ^=.?-  fUr  ;y=y„. 

3)  Gehen  wir  auf  die  Betrachtung  von  A.  3)  surück,    worin 
wir  uns  nnter  y=ip-,  u-=fx  und  V^Fx  drei  Kurven  RS,MN 

ind  PQ  vorstellten,  nehmen  wir  aber  an,  dase  in  fx  statt  x,  x—h 
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geaelit  nerde,  so  dass  niclit  .r^Xa,  sondern  ,v=Xa-\-b  eine  Wurzel 
ist,  so  wird  äwKant!  MN\imAB=b  (Taf.V.Fig.l.)  zur  Rechten 
^aiiokt,  schneidet  also  die  Absciseenaxe  in  B  für  :c=0B=xo-t-6; 
PQ  aber  schneidet  sie  noch  in  Ä  ffir  x=0^=Xo.  Wir  bekom- 
nen  hierdarcb 


IBr  x'^Xo^Oä  zu  y=i' 


_/i:^o-^) 


0 


'  ^°  3'=F(^r:f6J=0>  dagegen 
3ti;  die  jetzt  dargestellte  Kurve 


Ji'L',  L'S'  schneidet  also  in  B  die  Abscissenaxe  und  hat  die  in 
A  errichtete  Ordinate  zur  Asymptote.  —  Nähert  sich  nun  0  immer 
mehr  dem  Null,  tiiekt  also  ß  immer  näher  au  ^,  so  nähert  sich 

auch  -  p  -  ■  immer  mehr  dem  ursprüngliclien  p^  und  die  hier- 
durch dargeslelKe  Kurve  Jt'L',  L'S'  immer  mehr  der  Kurve  RS 
nod  der  (ieraden  AL,  vcelche  seine  Asymptoten  sind.  Für  die 
Grenze   6  —  0  geht  die   Kurve   in   die  beiden  Asymptoten,    die 

fx 
Gleichung  in  die  Form  J— i---    über,   welche  also  jene   beiden 

Asymptoten,  also  auch  die  Ordinate  ^L  darstellt ;  daher  ist  der 
För  x^Xq  gefundene  Werth  S^jT  «'n  wirklich  bestehender. 


Wir  wollen  zwei 
betrachten: 


Seispiele  dieses  interessanten  Uebergangs 


so  ist  hierin  u=x  die  Gerade  Jl/iV  {Taf.V.Fig.3.),  und  V=—x  die 
Gerade  PQ,  welche  beide  durch  den  Ursprung  0  gehen.  Bei  y=  — 

aber  ist  ^o=0  and  hierriir  .Vo  =  q  >  Terncr  nach  Entfernung  des 
gemeinschaftlichen  Factors,  ^= — 1.  Die  Gleichung  stellt  also  das 
System  der  beiden  Geraden  y^=~\{RSi  und  x=zQ{AL)  dar.    — 

X Ä 

Hat  man  statt  dessen  «  = und  setzt  dabei  d^l,  so  stellt 

■*       — X 

U-=x — I  die  Gerade  M"IS",  und  y=  -^ —  die  gleichseitige  Hy- 
perbel R"L",  L"S"  dar,  welche  jene  Geraden  RS  and   AL  zu 
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,      .  ^ ot 

Asymptoten  hat.    !Fur  6=0,1  wird  tt=j?  — 0,1  und  y= -^ 

virelche  Gleichungen  die  Gerade  M'N'  einerseits  und  andererseits 
die  Hyperbel  If,'Ilj  L*S  darstellen.  Man  sieht,  wie  sieh  die  Hy- 
perbel immer  mehr  den  Asymptoten  nähert  und  wie  die  Gleichung, 

wenn  sie  die  Grenze  yr=---r—  erreicht,  auch  das  System  der  bei- 
den Asymptoten,  welche  die  Grenze  der  Kurve  sind,  darstellen 
muss. 

Die  Gleichung  der  Quadratriz  ist 

X 


worin  der  Radhis  des  Kreises  als  Längeneinheit  gilt.  Dabei  stellt 
die  Geradeüf ZV^(Taf. V.  Fig.  4.)  und  t7=tg^a:  |)  die  Tangentioide 


u=x 


PQ  mit  ihren  verschiedenen  Aesten  dar;  die  Quadratrix  selbst 
besteht  aus  dem  Aste  jßS  (mit  noch  einer  unendlichen  Reihe  von 
symmetrischen  Nebenästen)   und  der  Ordinatenaxe  selbst,  da  ja 

für  aro=0,  2^o=o   ^®*'    ^^^  *=— 1  stellt  u  =  a:  +  l  die  Gerade 

Jlf'iV"  und  ^=     ^/^  n\  ^'®  zweiästige  Kurve  RT\  V'S*'  vor, 

tg(^2V 

welche  die  Qqadratrix  und  die  Ordinate  zu  Asymptoten  hat;  ebenso 

för  6=— 0,1  gibt  M=:r+0,1  die  Gerade  M'IS'  und  3^=—"'"^'^ 


tg(4) 


die  Kurve  R'L'y  L'S\  welche  sich  den  Asymptoten  genähert  hat, 
und  für  6=0  in  dieselben^  nämlich  in  RS  und  AL  übergeht. 

fx 
4)  Tr^nöformirt  man  in  der  Gleichung  y=4r-  die  Cöordi- 

Daten,  indem  tiiah  adf  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
A'OP  übergeht^  das  mit  dem  alten  denselben  Ursprung  hat,  aber  mit 
dgmselben  die  Winkel  JSdX'=:a,  F0Ä"'tir90— «  bildet^  setzt  also 

ä^^a^'coää — y'ama  und  yc=a:'sintf+3^costf; 

I  .  .   .    .      _      .  .  ;  .  ,  ■  .       .         ■  , 

SO  erhält  man  die  neue  Gleichung  der  Kurve: 

,     -              fix*  cos  a — Vsina) 
X  sin  a+v  CO»  cc:=zyY7—, '-^—r-. — •* 

and  mtwickelt  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  sa. erhält  man 
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worin  nicht  mehr  Zfthler  und  Nenner  die  den  fHlheren  entspre- 
cfaenden  gleichen  Wurzeln  haben.  Die  früher  zur  Kurve  gehörige 
Ordinate  ist  nicht  verschwunden,  da  vor  der  Transformation  nicht 
redocirt  wurde,  sondern  zu  einer  schiefen  Linie  geworden^  und  ihr 
jetzt  unzweifelhaftes  Dasein  beweist  auch  ihr  Dasein  vor  der  Trans- 
fonnation.  Diese  Betrachtung  kann  jedoch  nur  in  Verbindung  mit 
der  unter  B.  ])  als  richtig  angesehen  werden  ^  indem  man  sonst 
Tor  der  Entwickelung  von  y^  die  Reduction  Vornehmen  konnte. 

Beispiel.    Transformirt  man  die  Gleichung 

y= , 

^     — o; 

io  erhUt  man 

,.       .    .  car'cosa— v'sina)* 

a:'sma+ircosa=-^^ — -, .    /  . — » 

^  — ar'cosa-|-^smtt 

I 

oder 

y'^sin  a  (cos  a — si  n  a)  +  wy'  (sin*  a  -(-  2  sin  a  cos  « — cos*  a) 

—  a?'*cosa(cosa4- sina)=0» 

und  setzen  wir  hierin  ^=30®,  so  wird 

und 

3^'=a;'(-.l+2,73), 
welche  Gleichung  die  beiden  Geraden 

y'=+ 1,73a:'  und  y  =— 3,73a:' 
darstellt»  wovon  die  erstere  die  frühere  Ordinatenaxe  ist  Es  stellt 
also  y  = die  beiden  Geraden  a;=0  und  y= — x  dar. 


S)  Wenn  man  eine  krumme  Fläche  hat,  in  welcher  eine  mit 
der  Axe  OZ  parallel  laufende  Gerade  gant  enthalten  ist«  und  man 
denkt  sich  durch  diese  Gerade  eine  Schnittebene  gelegt,  so  brhält 
man  als  Durchschnittslinie  mit  jener  Fläche  eine  Kurve  ^  welche 
diese  ganze  Gerade  ohne  Zweifel  in  sich  fasst.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Fläche  kann  nur  die  Form  einer  gebrochenen  .Fun- 
ction 


393    Wiener:  Vnienuchungen  üb.  die  ünbesttmmtkeit  d*  Grössen, 

haben»  da  nur  diese  f&r  a?=aro  und  y=yo  ^®n  hierfiir  nothwendig 
bestehenden  Werth  ^=7r  annehmen  kann;  und  wenn  man  mit 
dieser  die  Gleichung  jener  auf  XY  senkrechten  Schnittebene 

worin  m  beliebig  ist»  verbindet»  erhält  man 

als  Gleichung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  auf  JfZ»  welche 
für  x=:xo  in  25=:^-  übergeht»  und  von  der  zugleich  gewiss  ist» 

dass  sie  die  zugehörige  Ordinate  als  Ast  enthält.   —    Also  auch 

aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet»  begreift  die  gleiche  Kurve 

fx 
y=p    jene  Ordinate  iii  sich. 

Beispiel.  Eine  Kegelfläche  durchschneide  die  Ebene  XY  in 
dem  Kreise  OA  (Taf.  V.  Fig.  5.),  dessen  Gleichung  y«+(a:— 1)*=1 
ist;  die  Spitze  derselben  liege  in  K,  dessen  Coordinaten  ^=0» 
07=2»  z=l  sind»  so  ist  ihre  Gleichung 

Wird  dieselbe  durch  die  Ebene  XZ  durchschnitten»  so  setzen  wir 
iy=0»  und  erhalten  die  Durchschnittskurve 

oder 

2z(2— a:)=:2a:— a;«, 
woraus 

'~2(2— ar)* 

Die  Durchschnittskorve  besteht  aber  aus  den  beiden  Geraden  OE 
tmd  AL,  welche  daher  beide  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellt 

sein  müssen;  es  ist  also  nicht  nur  der  Werth  z=a>  sondern  auch 

0 
«=^  Rir  a?=2  gültig. 
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6)  Wir  haben  in  den  letzten  vier  Nummern  nur  nachzuweisen 
;esacht,  dassyo=n  ^'"  wirklich  bestehender  Werth  sei»  wenn 
f=j^  eine  Kurve  darstellt;  es  ist  daher  jetzt  noch  die  Frage  zu 

irortem»  ob  dieser  Werth  ^o=A   äu<^h   dem   durch  y  be- 

leichneten  Begriffe  angemessen  sei,  wenn  die  gegebene 
jrleichung  die  Relation  zwischen  anderen,  als  linearen  Grossen 
larsteilt.  Hierauf  lässt  sich  antworten»  dass  es  darauf  ankommt, 
)b  in  dem  Ausdrucke 

lie  Factoren  a: — Xq  dem  Gegenstande  angemessen  sind,  oder  nur 
lei  dem  Lösen  der  Aufgabe,  y  durch  eine  Formel  auszudrücken, 
lorch  mathematische  Operationen  in  dieselbe  gebracht  wurden,  dem 
legenstande  selbst  aber  fremd  sind.  Es  muss  diess  in  jedem  Falle 
«sonders  untersucht  werden,  wie  es  jetzt  an  einigen  hervorleuch- 
enden  Beispielen  geschehen  soll. 

Beispiel.  Es  sei  das  Dreieck  JßC  (Taf.  V. Fig. 6.)  in  sei- 
en drei  £cken  unterstützt  und  bei  P  durch  die  Last  P  belastet; 
welchen  Druck  Q  hat  der  Stützpunkt  C  auszuhalten,  wenn  das 
heieck  in  die  gerade  Linie  ADß  übergeht? 

Nehmen  wir  die  Seite  AB  als  Drehaxe  an,  und  sei  der  senk- 
echte Abstand  des  Angriffspunktes  der  Last  und  des  Stützpunk- 
es  von  ihr  PE^=p,  CD=q,  so  ist 

Q  =  P^. 
9 

Nehmen  nun  p  und  q  zugleich  ab ,  sei  aber  stets  p^=x  und  q  =  2dr, 
10  ist  Q  =  P^,  oder,    so  lange  ar  nicht  Null  ist, 

Q  =  iP. 

Sobald  aber  ar=:0  wird,  nimmt  Q  neben  diesem  Werthe  auch  den 

>n,  oder  es  wird  unbestimmt.    In  diesem  Falle  ist  Qz^gcinwah- 

er  Werth,  denn  in  der  Formel  Q^^P  ist    das  Verhältniss  ^ 

in  dem  Gegenstande  zugehöriges,    und  wirklich  gehen  aach  für 
Theil  XXL  27 
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xssO,  P  und  C  in  die  Punkte  E  und  D  über,  und  die  L; 
durch  eine  gerade  Linie  getragen,  welche  an  drei  Punkte 
stfitzt  ist;   hierbei  ist  aber  bekannterroassen  der  Druck  ai 
Punkt  unbestimnit,    wenn  man  nicht  das  noch  bestehende 
Bestimmungsmoment,    nämlich  die  Elasticität  der  Linie,  : 
nimmt.  —  Von  diesem  Standpunkte  aus  muss  auch  die  bc 
Auflosung  dieser  unbestimmten  Aufgabe  von  Herrn  Kosfi 
mathematischen  Journal  von  Grelle  (L  Band,  Seite  37)  b 
werden,  welcher  nämlich  jene  unbestimmt  machenden  Factoi 
einer  ähnlichen  willkührlichen  Annahme,    wie  die  g=2p 
Zähler  und  Nenner  entfernte.    Man  kann  so,  je  nach  dem 
welchen  man  dem  Verhältnisse  q:p  £>ibt,  ehe  beide  Null 
beliebig  viele  bestimmte  Grenzwerthe  für  Q  finden,  wenn 
Stützpunkte  in  eine  Gerade  fallen.    H.  Abel  und  Grelle 
denn  auch  in  demselben  Bande  (S.  117  u.  ]  18  ff.)  die  Unb( 
heit  dieser  Aufgabe  auf  anderem  Wege  nach,    und   letzt 
stimmte  die  Grenzen,  zwischen  welchen  die  Belastung  je 
terstützungspunktes    schwanken   kann,    wenn  man   die  L 
vollkommen  starr  betrachtet. 

Beispiel.  Es  ist  der  Inhalt  eines  abgestutzten  K< 
bestimmen,  wenn  er  in  einen  Gylinder  übergeht. 

Seien  R  und  r  die  Radien  der  beiden  Grundflächen 
Hohe  des  abgestutzten,  x  die  Höhe  des  Ergänzungs-  und  i 
die  Höhe  des  ergänzten  Kegels,  so  ist 

R  r 

H^zh-n und  ar=Ä  D ; 

R — r  R — r 

daher  der  körperliche  Inhalt  des  ergänzten  Kegels 

=  \R^7tH=z  \7ch  jj—-  > 

der  des  Ergänzungskegels 

und  daraus  der  des  abgestutzten  Kegels 

/28 ,.3 

R — r 

Geht  derselbe  in  einen  Gylinder  über,  oder  wird  t=R^  so 
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oder  oobestimmt,  wShrend  wir  docb  wissen,  das«  der  Inhalt  ein 
gani  bestimmter  ist.    Da  aber 

Ä«— r»=  (Ä— r)(/2«  +  /2r  +  r*), 
M  nimmt 

K=,nh j^^^ 

iarr=li  auch  den  bestimmten  Werth 

K-nAR^ 

an.  -**  In  diesem  Falle  war  es  dem  Gegenstande  angemessen,  dass 

i  mit  der  zweiten  Potenz  einer  Länge  mnitiplidrt  wurde,  um  die 

(bitte  Potens  einer  solchen  oder  einen  Körper  zu  erhalten.    Durch 

4Be  Formel   erhalten  wir  aber  erst  eine  vierte  Potenz,   die  wir 

durch  Division   auf  eine  dritte   herabbringen  müssen.     Der  unbe- 

R—r 
stimmt  machende  Faktor  77 —  rührt  nur  daher,    dass  wir  in  der 

Formelentwickelung  K  als  die  Differenz  zweier  Kegel  ansahen,  die 
i(irr=/^  beide  unendlich  wurden,   und  dass  dann   oO'^x  unter 

der  Form  a  erschien;   oder,    wenn  wir  noch  weiter  zurückgehen, 

R  r 

daher,  dass  die  Verhältnisse  w —  und  -^ ,.  welche  zur  Be- 

ti  —  r  K  —  r 

Stimmung  von  H  und  x  dienten,    unendlich  wurden,    so  dass  die 

Differenz  der  Kegel  unbestimmt   werden    musste.  —  £in  hiermit 

R—r 

übereinstimmender  Beweis,   dass  -n—,  ein  dem  Gegenstande  nicht 

zngehuriger  Faktor  ist,    ist  der,  dass  man  die  Formel 

K=\7th{R^^Rr\r'^) 

nnmittelbar  erhalten  kann,  wenn  man  von  der  abgestutzten  drei- 
seitigen Pyramide  ausgehend,  diese  als  aus  drei  ganzen  Pyrami- 
den von  der  gemeinschaftlichen  Höhe  h  zusammengesetzt  betrachtet. 

Beispiel.    Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswin- 
kels der  Tangente  einer  Kurve  y=fa:  gegen  die  Axe  O-X^  zu  finden. 

Losen  wir  erst  diese  Aufgabe  für  eine  Sekante,  welche  durch 
die  Punkte  x,  y  und  x-\-h^  ^~f  ^  K^ht,  so  finden  wir  aus 

y  +  k=fx  +  hfx-{-  "rt"  f'x  +....: 
j^      hf'x+^r^+.... 
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Setzt  man  bierin  A=0^  so  wird 


k      ^      h 


was  die  zwei  Werthe  liat: 


*     0       . Ä_. . 
I=Ö  """^  Ä=^^' 

und  wirklich  ist  die  Sekante  unbestimmt,  wenn  nur  ein  Punkt  { 
geben  ist,  durch  welchen  sie  gehen  soll.  Da  aber  die  Tangei 
die  Grenze  ist,  welcher  sich  die  Sekante  bei  abnehmendem  A  iran 
mehr  nähert,  nicht  aber  die  Linie,  in  welche  die  Sekante  üb 
geht,  wenn  ihre  zwei  Durchschnittspunkte  in  einen  zusammenl 
len,  weil  diese  Linie  plötzlich  unbestimmt  wird,  so  ist  nur  ( 
Grenzwertb 

k     0 
göltig,  und  der  andere  r==A  tührt  von  der  Definition    der  Ts 

gente  als  einer  Sekante  her. 


IL 

Von  der  Gestalt  der  durch  die  Gleichung  z=:4r^ 
dargestellten  Flächen,  bei  welchen  für  den  besondere 
Wertb  x=^x^  und  y  =  yo>   *o  =  ä  wird. 


Wenn  der  Ausdruck 


filr  j?=:a?o  und  y^=^yo  <len  Werth  2:0  =:q  annimmt,    so  sucht  mi 
den  bestimmten  Werth,   indem  man  von  dem  bestimmten  WertI 

^  _  fixp  +  ^x,  yo  -f  Ay) 

^(^0  +  A^»  yo  +  Ay) 
zur  Grenze 

fibergeht«  und  findet,  wenn  man 
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dfixo^y^) dfXxp,  yo)  __ 

rf^~-^«'         d^      -^o* 

rf^(^o>.yo)_^    << ^^o>  yo)     ^ 


'^""/'o^to  +  öo^' 

7enn  man  den  dem  ;ro  und  ^o  entsprechenden  Wertb  von  ^ 
'  bezeichnet  9   auch 

.  —P0  +  90&0 

Ige  nun  hierin  y^'  selbst  unbestimmt  bleibt,  und  es  ist  das 
irliche  Verhältnisse  welches  man  den  unendlich  kleinen 
hsen  dy  und  dx  unter  einander  gibt,  so  lange  ist  im  Allge- 
1  auch  2o  unbestimmt  und  kann  zwischen 

2o=0  und  2qs=±(x> 


.Vo 


I  M^n  •       *  -Kr 


=  -^»uDdyo= 


iken. 

1r  wollen  nun   dieses  Bekannte  uns  geometrisch  vorzn. 

1  suchen.  —  Denken  wir  uns,  ähnlich  wie  in  I.  A.  3.)  und 

.  durch  tt=/(ar,  y)  eine  Fläche  MNDE  (Taf.  V.  Fig.  7.)  und 

ü=F(x,  y)   eine   andere  PQDE   dargestellt,   welche  die 

XY\n  den  Kurven  MN  [fix,  y)=(i\  und  Pe[F(^,y)=0], 

ch  unter  einander  in  der  Kurve  DE,   deren  Projection  auf 

D'E*  [f(x,y)^=2F{x,y)'\  sei,  schneiden;  denken  wir  uns  fer- 

I  einer  beliebigen  Stelle  auf  iTF  eine  Senkrechte  errichtet, 

elcher  jene  zwei  Flächen  zwei  Stücke  u  und  V  abschneiden 

u 
a,  und  denken  wir  uns  endlich  die  Länge  z=l.yj   berech- 

id  auf  derselben  Senkrechten  von  XF  an  aufgetragen;   so 
wir  im  anderen  Endpunkte  einen  Punkt  der  Fläche  agsUy      \> 

;r  alle  anderen  Punkte  auf  gleiche  Weise  construirt  werden, 
ollen  die  Flächen 

u=f(x,  y),  U=F{x,  y)  und  *=^;^) 

;  der  Kürze  halber  die  Flächen  u,  ü  und  s  nennen. 


'cd:^!!a^^^M 
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Suchen  wir  uns  mm  einen  allgemeinen  Begriff  von  der  Ge 
statt  der  Flüche  :  zu  machen.  Vererxt  ivirH  dieselbe  Rir 
f{x,y)^=Q  oder  in  MN  die  Ebene  AI' sehneiden,  dagegen  fiir 
f{a-,  j)=0  oder  in  der  durch  PQ  gelegten,  aui'  AK  ^enkrechteD 
Cylinderflache  unendlich  sein,  und  zwar  Im  Allijemelnen  Jra,  da 
auf  den  beidrn  Seiten  von  PQ  V  »on  Null  aus  im  Allgemeinen 
verschiedene  Zeichen  annimmt.  Ferner  wird  i  in  der  durch  DE 
oder  D'E'  geteRten,  auf  AFsenltrechten  Cylinderflache  den  Werlh 
1  annehmen.  Für  den  Punkte,  den  l)urchschnilU|tunkt  von  JHIV, 
PQ  und  DE  finden  so  schon  vier  Werthe  von  :  statt,  nämlich 
:  =  0,  4;0c  und  1.  Es  ist  aber  liir  A,  dessen  Coordinaten  x^  und 
jo  seien,  h— 0  und    17=0,    daher 

oder  unbestimmt.  Geht  man  von  A  aus  auf  IHN  vorwärts,  so 
bekommt  man  i=0,  auf  PQ  i=;±ao  """I  »"f  ''^n  zwischen  lie- 
genden Kurven  im  Allgemeinen  alleWerlhe  für  i  zwischen  0  und 
±  00.  Geht  man  von  A  in  solchen  Kurven  vorwärts,  welche  über- 
all einen  constanten  Werlh  z  =  i:  liefern,   di<ren  Cleichung  also 

ist,  und  errichtet  auf  denselben  Cylinderflaehen,  so  sind  die  in 
densellien  liegenden,  mit  XY  parallelen  Kurven  Elemente  der 
FISche  I.  Geht  man  auf  einer  anderen  durch  A  gelegten  Knne 
oder  Geraden  vorwärts,  so  erhält  man  keinen  conetanten  Wertli 
Rir  j.  Der  Grenzwerth  ig  för  A  ist  alier  demjenigen  gleich,  «rei- 
chen die  der  früheren  Cyliiiderfllichen  ^^ab,  an  welche  die  neue  iB 
A  taiigirt;  er  hSin^  von  der  Anseangsrichtung,  d. 
Betrachtet  man  die  Reihenfolge  der  ersten  Cylinderflücheo,  so  kam 
man  sich  die  Fläche  z  auf  fulgende  Art  entstanden  denken.     Eine 

die  Gestalt  ändernde  Kurve,   deren  Gleichung  c=  t^^   ,  ist,  nnd 

welche  Anfangs  als  HIN  in  XY  selbi^^t  liegt,  entfernt  sich  naeh 
der  positiven  und  negativen  Seite  hin  von  XY,  stets  mit  dieaa 
Ebene  parallel  und  stets  die  in  A  errichtete  Senkrechte  durch- 
schneidend, bis  sie  für  c:=+ao  die  Gestalt  PQ  annimmt  Taf.  V. 
Fig.  8.  gibt  in  Verbindung  mit  Fig.  7.  ein  Bild  dieser  Fläcbe. 
Hierbei  und  bei  den  folgenden  ahnlichen  ist  die  Fläche  stets  durch 
eine  kreisförmige  Cylinderflache  begrenzt  gezeichnet,  deren  Äie 
die  Ordinate  in  A  iot. 

Beispiel  I.    Als  einfachstes  Beispiel  diene  die  Fläche 
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X 

das  hyperbolische  Paraboloid.    Für  j:o=Ound  yo  =  0  wird  2:0=  (j' 
differenzirt  man,  so  wird,  da 

;?o=o,  yo=i.  n=i.  eo=o 

ist: 

und  kann  also  mit  dem  beliebigen  y^  jeden  Werth  annehmen.  — 
Um  die  Gestalt  der  Fläche  näher  zu  bestimmen,  finden  wir,  dass 
u=iy  eine  Ebene,  welche  JICF  in  ^=0,  d.  i.  in  der  Axe  OX{MJS) 
(Taf.  V,  Fig.  9,),  die  Ebene  FZ  in  der  Geraden  u=y  schneidet, 
also  den  Rechten  YOZ  halbirt.  Ferner  ist  C7=a:  ebenfalls  eine 
Ebene,  welche  XY  in  x=zO,  d.  i.  in  der  Axe  OY{PQ)  schnei- 
det und  den  Rechten  ÄOZ  halbirt.  —  Um  DE  zu  erhalten,  setzt 
man  z=l,  VTouach  a:=:y  die  Gerade /)'£'  gibt,  welche  den  Rech- 
ten XOY  halbirt.  Wir  geben  ferner  z  nach  und  nach  verschie- 
dene constante  Werthe  c  und  finden  y=:cx,  die  Gleichung  einer 
Geraden,  welche  die  Axe  OZ  schneidet  und  debei  für  c==0 
a;=:0  wird,  also  mit  ü/ZV  zusammenfallt,  für  c  =  l  X'=y  mit 
lyE'y  für  c=10.  y  =  10ar,  für  c=oo  0=a:  wird,  also  mit  PQ  zu- 
sammenfällt. Ebenso  finden  wir  für  c=  —  1,  c=  — 10,  c= — 00: 
yr=: — a:,  y=  — 10^?,  — 0=ar.  Die  Fläche  entsteht  also,  indem 
eme  Gerade,  welche  stets  durch  OZ  geht  und  mit  XY  parallel 
ist  (Taf.  V.  Fig.  10.) >  sich  so  von  dieser  Ebene  aui-  und  abwärts 
bewegt,  dass  sie  im  ersten  Falle  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  QX  zu  dem  positiven,  im  zweiten  zum  negativen  Theile  der 
Axe  OF  übergeht,  und  so  die  Ebene  YZ,  welche  sie  stets  in 
OZ  schneidet,  zur  Asymptote  bat  und  für  z  =  4:^  ni'it  ihr  zusam- 
menßlllt.  Ebenso  hat  diese  Fläche  auch  die  Ebene  XY  zur 
Asymptote. 

Beispiel  2.    Es  sei 

_log.r+logy 
a:  +  2y  — 3 

so  ist  für  070  =1  und  ^o  =  i:  ^o=n'     Differenzirt  mau.  so  wird 


.-  VnlenuchungeH  lU.  die  UnöeatiiiimtUeU  d.  Urosseu,  ' 
1 


:+« 


.   Ugo' 


was  für  ju'  =  — 1  ^=0  und  (ütj/o'=—\  5o  =  d;!»  gibt.  Ebea 
so  tritt  für  a7o  — 2  und  ^„=0,5  ünlieslimmtheit  eiü.  —  Cm  die 
Fläche  z  näher  ku  untersuchen,  finden  wir  vorerst,  dasB  die  FISche 
u=  log.  ar+lojx  j  —  loi'.a;^,  mit  AK  die  Durchschnittskurve  0— log.arj 
oder  l^a'y  hat,  also  die  gleii;hseitige  Hyperbel  J^JS  (Taf.  V. 
Fig.  1],),  deren  einer  Scheitel  In  A  liegt.  Alle  anderen  mit  XT 
(larallele  Schnittebeneii,  liir  welche  u=c,  gelten  ebenfalls  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  (ileichung  xy=e'';  ihre  Aie  vräcfast  also 
mit  c  und  ivird  <1  für  c<;0.  Die  l'rnjection  der  Durchschnills- 
kurve  der  durch  OZ  gehenden  und  den  Winkel  XOV  halbirenden 
Ebene  :e  =  i/  mit  dieser  Flache  u  auf  XZ  hat  die  Gleicbuna 
w^log.a:*,  ist  also  eine  logarith mische  Linie  mit  den  zwei  Aesten 
CD  und  Af  (Taf.  V.  Fig.  15).  Man  kann  sich  daher  die  Fläche 
durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  veränderlicher  Axe  erzeugt 
denken,  welche  sich  parallel  mit  XF  so  bewegt,  dass  ihre  beiden 
Scheitel  jene  dnppellastige  Ingarithmische  Linie  liescbreiben,  sie 
selbst  aber  die  Ebenen  XZ  und  ¥Z  zu  Asymptoten  hat.  —  Fer- 
ner ist  die  Flgche  t/  =  j;  +  2j— 3  eine  Ebene,  welche  ilie 
Ebene  -XK  in  der  Geraden  PQ  (Taf.  V.  Fig.  U.},  deren  Glelchunj 
:r  +  2y--3=i:0  ist,  die  Ase  OZ  aber  im  Punkte  U=—3  schnei- 
det. Die  Linien  MN  und  PQ  schneiden  sich  in  den  Punkten 
A(a-(j  =  l,  ^,(=1)  und  a(x„^'2,  y„^0,5),  und  es  gehören  daher 
die  in  beiden  errichteten  Ordinaten  zur  Fläche  i.  —  Die  Fläche 
^^i£E£+i°^  endlich  liegt  nur  in  den  IJäumen  XOV  und  X'Or. 

Geben  wir  :  nach  und  nach  verschiedene  conatante  Werthe  c, 
so  erhalten  wir  für  c=l  die  Gleichung  der  Kurve  D'E' -.x  +  Üy-S 
^log.xj,  welche  aus  zwei  Theilen,  nämlich  einer  geschlossenen, 
durch  A  gehenden  Kurve  und  einem  offenen,  hyp  erb  et  ähnlichen 
auf  der  anderen  Seife  des  Ursprungs  liegenden  Aste  besteht.  FC 
c=(X  ist  ^  +  2^-3=0.  welche  Gleichung  die  Linie  PQ  aas- 
drückt,  aber  auch  log.:ry:=Go,  welche  beide  Aien  XX'  und  IT 
darstellt.  Von  diesen  beiden  Linien  gilt  nur  die  erste  fiir  i«i 
die  zweite  dagegen  vertheilt  sich  zu  Stücken  für  -|-  os  und  — «■ 
Taf.  VI.  Fig.  13.  soll  eine  niCglichst  deutliche  perspectiviscbe  An- 
sicht dieser  Fläche  geben,  bei  deren  Entstehung  die  erzeugend« 
mit  XV  parallele  und  die  Ordinate  in  A  (sowie  auch  die  in  u) 
stets  schneidende  Kurve  auf  folgende  Art  ihre  Form  nach  und 
nach  ändert.  Der  positive,  in  XOV  liegende  Aät  ist  für  :^0 
der  Hyperbelast  iHÄ',  welcher  für  i  >  0  sogleich  die  Gestall  einet 
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geschlossenen  Kurve,  för  z=:l  die  Gestalt  />'£'  und  für  z=-fOD 
die  des  Dreiecks  JHiQ  als  Grenze  annimmt;  für  2<0  dagegen 
nähert  sich  dieser  Hyperbelast  rasch  den  beiden  Asymptoten  und 
hat  fär  z=  — OD  die  Gestalt  der  gebrochenen  Geraden  XQPY  zur 
Grenze.  Der  negative  in  X'^SY'  liegende  Ast,  welcher  für  2<— 0,2 
imaginSr  ist,  bildet  für  2  =— 0,2  einen  Punkt  (a:=-5,2,  .iy=— 2,6); 
hei  zunehmendem  2  geht  derselbe  in  eine  wachsende  geschlossene 
Kurve  und  diese  für  2=0  in  den  zweiten  Hyperbelast  MN  über. 
Dieser  schliesst  sich  dann  immer  mehr  an  seine  Asymptoten  an 
and  bat «fiir  2= -f  00  dieselben,  nämlich  die  gebrochene  Gerade 
XOT'  zur  Grenze.  —  Die  durch  OZ  gelegte  und  den  Winkel 
2l0  F  balbirende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  in  A  errich- 
teten Ordinate  und  der  aus  zwei  Aesten  bestehenden  Kurve« 
welche  in  Taf.  V.  Fig.  12.  durch  die  punktirten  Linien  iz  darge- 
stellt sind. 

Man  sieht  an  diesen  Beispielen,  wie  man  für  verschiedene 
Wertbe  von  2  auf  verschiedenen  Kurven  zur  Ordinate  in  A  ge- 
langt; also  auch,  wie  umgekehrt  för  dieselbe  alle  Werthe  von  2 
gelten,  dieselbe  ganz  in  der  Fläche  liegt. 

Gehen  wir  nun  wieder  in  der  Theorie  und  zwar  zuerst  auf 
dem  analytischen  Wege  weiter.  Cournot  in  seiner  Theorie  der 
Fnoctionen  sagt,   dass 

onabhängig  von  dem  willkührlichen  y^/ ,  also  bestimmt  sei,  wenn 
Pp  und  Po  oder  y„  und  Q^  gleich  Null  seien.  Diese  Bedingung 
ist,  wie  man  leicht  sieht,  zu  eng;    es  findet  vielmehr  schon  Be- 


^      stimmtheit  statt,  wenn 


kt,  welches  Verhältniss  =a  sein  möge.    Dann  ist  nämlich 

Po=aPo^  qo=-fiQo  und  ^"^       Po+Quifo'   ^ 

Die  obigen  Bedingungen  sind  nur  zwei  specielle  Fälle  von  letzte- 
rer. Dabei  ist  z^  bestimmt,  weichen  Werth  auch  y^'  annehmen 
mfige,  Dor  für 
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I 


2,.=--=-Ö;  wird  ,„=Q, 

und  es  tritt  wieder  Unbestimmtheit  ein-. 

Die  geometrische  Betrachtung  fuhrt  uns  zu  demselben Re 

sultate.    Denken  wir  uns  an  die  Flächen  u  und  V  m  A  Tangen 

tialebenen  gelegt^  so  geben  diese,  wenn  man  ihre  Ordinaten  stat 

der  der  ursprünglichen  Flächen  betrachtet,  dieselben  Grenzwerth< 

von  z  für  den  Punkt  A  von  0  bis  ±00.    Ihre  Durchschnittsliniei 

mit  XY  sind  Tangenten  der  Durchschnittskurven  MN  und  PQ  in 

gemeinschaftlichen  Punkte  A,    Tritt  aber  der  Fall   ein,    dass   di< 

Tangentialebenen  dieselbe  Durchschnittslinie  TT  (Taf.  VI.  Fig.  14. 

mit  XY  haben    und    nur  verschiedene   Winkel  mit  derselben  bil 

den,  so  ist  für  alle  Stellen  das  Verhältniss  ihrer  zwei  zusammen 

gehörigen  Ordinaten    dasselbe,    nämlich  =a,    und  alle  Grenzver 

tt 
bältnisse   Zo=:yj  für  die  beiden  ursprünglichen  Flächen,   auf  wei 

eher  Kurve  man  sich  auch  dem  Punkte  A  nähern  möge,  nehmet 
denselben  gemeinschaftlichen  Werth  a  an.  Da  jedoch  die  Tan 
gentialebenen  für  ihre  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie  TT  ml 

XY  den  Werth  2=/)  geben,  da  ferner  die  Kurven  ^iV  und  PQ 

welche  bei  A  an  TT  tangiren,  überall,  also  auch  bei  A,  2:^  unc 
2;  =  4:0D  liefern,  so  wird  man  hier  die  verschiedensten  Werthe  voi 
Zq  erhalten,  je  nachdem  man  sich  diesem  Punkte  auf  irgend  einei 
aber  stets  an   TT  tangirenden  Kurve  nähert. 

Die  so  entstehende  Fläche  z  unterscheidet  sich  nur  dadurcl 
von  den  früheren,  dass  die  erzeugende,  mit  XY  parallele,  ihn 
Gestalt  ändernde  Kurve  sich  so  an  die  Ordinate  in  A  anlehnt 
dass  sie  immer  an  derjenigen  £bene ,  welche  XY  senkrecht  ir 
TT  schneidet,  tangirt.  In  jeder  nicht  in  dieser  Ebene  liegendei 
Richtungslinie,  in  welcher  man  sich  ^nähert,  erhält  man  ein  unc 
denselben  bestimmten  Werth  a  für  z^^. 

Für  diesen  Fall  fallen  also  die  Tangenten  an  den  Durchschnitt» 
kurven  MN  und  PQ  \x%  A^  für  welche  zur  Bestimmung  von  y^ 
die  Gleichungen 

f'o  +  ^o.yo'=0   und    Po+Qo^ö'=0 
gelten,  zusammen,  wonach 
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gleich  sein  müssen «  woraus 

folgt  Ist  diese  gemeinschaftliche  Tangente  TT  mit  der  Axe  OÄ 
parallel 9  so  ist  y^'^O,  also  auch  /)^=0,  P^=0;  ist  sie  dage- 
gen mit  OK  parallel^  so  ist  yj=z(x>,  also  ^^^=0,  Oo=0;  ^as  also 
mit  .den  obigen  speciellen  Fällen  übereinstimmt,  wie  das  vorher- 
gebende mit  dem  allgemeinen. 

Beispiel  3.    Hat  man 

y  —  x 

80  wird  ffir  ^0  =  ^0'  ^0  =  A'  zugleich  tritt  aber  auch  der  bestimmte 

Wertb  2o=  — 1  ein,  welchen  man  ohne  zu differenzireii  lindet^  da 
Uer  die  gemeinschaftlichen  Factoren  y  —  x  deutlich  hervortreten. 
Die  Fläche  tt=y — x  ist  aber  eine  Ebene,  welche  XY  in  y^^x 
und  J^Z  in  ti= — x  schneidet;  ebenso  ist  lJ=x  —  y  eine  Ebene, 
welche  X¥  in  derselben  Geraden  y=^x,  XZ  aber  in  U=^x  schnei- 
det. Beide  Flächen  schneiden  also  XY  in  derselben  Geraden 
jf=a?  unter  gleichen,  aber  auf  verschiedenen  Seiten  liegenden 
Winkeln»  weshalb  das  Resultat  :  =  —  1  leicht  zu  übersehen  ist. 
Za  dieser  Ebene  z= — 1  gehört  aber  noch  die  Ebene  y=^x  als 
zweiter  Ast  der  Fläche  z,  was  noch  deutlicher  hervortritt,    wenn 

Min  ähnlich  wie  in  I.  B.  3.)  die  Function  2  =  ^ aus   der    im 

Beispiel  1.  discutirten  z='^  entstehen  lässt,  indem  dabei  die  bei- 
den Flächen  u  und  ü  (Taf.  V.  Fig.  9.)  ihre  Lage   nach  und   nach 
so  ändern,  dass  die  Geraden   MN  und  PQ  in   die  D'E'  zusam- 
loenfallen.     Hierdurch   schliesst  sich   das  dort  entstandene  hyper- 
Mische  Paraboloid  (Taf,  V,  Fig.  10.)  immer  enger  an  seine  Äsymp- 
^otenebenen  x=.0  und  z=0  an,  bis  es  endlich  mit  denselben  zu- 
^tumenfallt,    wenn  diise  zugleich  selbst  ihre  Lage  in  die  x'=zy 
ond   2= — 1    umgeändert   haben.  —  Statt  des  Punktes  A   haben 
^^^  hier  eine  Linie  x-^y. 


Beispiel  4.    Ist 


_  log j:  +  logy 
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so  wird  fär  ;ro  =  l  und  yo  =  l>  ^o=a*    Differenzirt  man,  so  wird, 

1  J 

da;>o  =  — =  1»  iyo=,7-  =  l*   ^0  =  1  und  Q^-\: 


Hierbei  ist 


daher 


Bchi 


vkeT 
1 


p' 


für  .Vo'= — 1  is^  noch  2o  =  A*  —  Um  diese  Resultate  an  der  Ge" 

stalt  der  Fläche  bestätigt  zu  fioden,  bemerken  wir,   dass  wir  fast 
das  Beispiel  2.  wieder  haben.    Hier,  wie  dort,  ist  tc=log:r-f  logjf       |j^ 
jene    logarithmische    Fläche   (Taf.  V.  Fig.  11.  und  12.),    hier   ist 
(7=ft(a:-f  ^— -2)  ebenfalls  eine  Ebene,   welche  wie  dort  die  Aze 
OZ  in  z= — 3    schneidet;    ihre  Durchschnittslinie  PQ'   mit  XT^ 
jedoch  hat  die  Gleichung  0  =  0: -f^— 2,  geht  also  auch  durch  dea 
Punkt  A^    fär  welchen  i€f^  =  \  und   ^„  =  1,   tangirt  aber  hier  difr 
Kurve  MN.    Es  tritt  also  der  Fall  ein ,  dass  3iN  und  P'^  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  A  haben ,  nämlich  die  Gerade  P^ 
selbst.    Dem  entsprechend  ist  auch  die  Gestalt  der  Fläche  % 
der  Ordinate  in  A  beschaffen.     Nimmt    man   mehrere   horizontal^ 
Schnitte,  gibt  also  z  verschiedene  constante  Werthe  c,   so  er 
man  Kurven ,  den  entsprechenden  in  Beispiel  2.  sehr  ähnlich,  abe 
mit  dem  Unterschied,    dass  hier   diese  erzeugende  veränderlicheres 
Kurve,    welche  mit  XY"  parallel  sich  aufwärts  bewegt,   stets  be 
dem  Durchschnittspunkte  mit    der  Ordinate  in  A   an   die  Eben 
^  +  y— 2  =  0  tangirt.    Für  z=J  wird   dieselbe  zu  einem   Punkt« 
und  geht  dann  bei  wachsendem  z  auf  die  andere  Seite  jener  Or-*^ 
dinate    und    endlich   fiir  z=-f  oo  zu    dem  Dreiecke  Q'QP    öber^ 
Die  Gestalt  der  Fläche  ist  daher  der  in  Taf.  VI.  Fig.  13.  darge 
stellten  sehr  ähnlich,  nur  dass  der  dort  schon  enge  Hals  hier  fiir 
7=1  die  Weite  eines  Punktes  annimmt  ) 

Beispiel  5.    Hat  man  f 
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so  wird  fär  dro=0  und  ^o==0:  2o=:a*    Ferner  ist 

daher 

'"-      O.y.'       -T»' 

je  nachdem  yo~0  Grenzwerth  von  .iy>0  oder  von  ^<0  ist;  nur 

fSry/  =  — ^=  +  «   istz.,  =  Ä«    —    Untersocben    wir    nun     die 

Flächen.     Vorerst   schneidet   die    Fläche   u    die    Ebene    XY  in 

|f*=  -j-^x  (MN  in  Taf.  VI.  Fig.  15),  einer  Parabel  vom  Parameter  —5, 

die  Ebene  XZ  nach  der  Geraden  t<=:  — o:  (uu  in  Taf.  VI.  Fig.  16.) 
Qod  fär  z  =  c  erhalten  wir  als  mit  XY  parallele  Schnitte  die  Pa- 

fabeb  y*==7r5(a?  +  c),  von  dem  constanten  Parameter—^.    Diese 
Fläche  Uf  eine  parabolische  Cylinderfläche,  entsteht  also,    indem 
die  Parabel  y^=z-r-^x,  welche  in  der  Ebene  XF  liegt,  deren  Schei- 
tel der  Ursprung  und   deren  Axe  OX  ist,    sich  so  an  der  in  der 
£bene  XZ  liegenden  Geraden  tt=— o:  hinbevvegt,  dass  ihr  Schei- 
tel die  letztere  beschreibt,  ihre  Fläche  und  Axe  aber  in  stets  pa- 
iralleler  Lage  bleiben.  —  Die  Fläche  U  hat  mit  der  Ebene  XY 
die  Kurve  0=zy^-{-x^(PQ)  gemein,  welche  aber  der  Punkt  x=0, 
^:szO(^Ä)  ist    Sie  schneidet  die  Ebene  XZ  in  der  Parabel  ü=a:^ 
CÜU  in  Taf.  VI.  Fig.  16.),  und  jeder  mit  XY  parallele  Schnitt  gibt 
CBr  2=0  den  Kreis  c=y*+ar*.    Die  Fläche  ist  daher  ein  Rota- 
'ttoDsparaboloid,    das  durch  Drehung  der  Parabel   ü=zx^  um  die 
,Axe   OZ  entsteht;    sein  Scheitel   berührt    die  Ebene  XY.  -—  In 
diesem  Falle  ist  also  die  Axe  OF  die  gemeinschaftliche  Tangente 
"VOD  JUN  und  PQ,  da  jede  durch  den  Punkt  A  gehende  Gerade 
ab  Tangente  der  zu  einem  Punkte  gewordenen  Kurve  PQ  betrach- 
tet werden  kann.    Es  tritt  also  hier  für  2^  ein  bestimmter  Werth 
(Jb^)  ®>n;  nur  wenn  man  sich  in  Kurven,   die  an  die  Ebene  YZ 
tangiren,  diesem  Punkte  A  nähert,  bekommt  man  für  z«  alle  Wertbe 
zwischen  -f  od  und  —  oo.  —  Um  die  Gestalt  der  Fläche  näher  ken- 
nen zu  lernen,   geben   wir  wieder  z  constante  Wertbe  c  und  er- 
halten die  KüTve 


iiie/iiiiigeti  üb.  iliit  Vulieslimmllieit  il.  Cfilsse». 


j«(«~Vi)  +  o(»  +  i-,)"=l, 


y 


ein  Kegelschnitt,  dessen  Uanptaxe  die  der  x  und  dessen  einer 
Si'heilel  der  Ursprung  ist.     Diese  Kurve  ist  für  c  =  0  die  Parabel 

]^Niy^  =  -r^x;  ffirc=l  eine  Hyperbel  />'£': —0,6^ä+far+l)M, 

deren  zweiter  Scheitel  in  x  =  ~\  liegt;   fiir  c  =  V2^I,4  ist  sie 

\  2*a+3;=ü,    ein  Paar  Fon  zwei  Geraden  x=Q  und  :r=— t^ 

=—0,7;  för  c=2  ist  sie  eine  Ellipse  0,V+{jr  + J)«=  A,  dcrw 
zweiter  Scheitel  in  x  =  —  \  liegt ;  für  c  ^=  +  so  geht  diese 
Ellipse  in  den  Punkt  A:x'^-{-y^  =  H  über.  Kflr  c<0  ist  die  Kurve 
stets  eine  Ellipse  und  wird  z.  B,  für  c= — I,  l,4_y^-(-(.r — i)^=il 
für  c= — 00  aller  wieder  zum  Punlite  A-.j:'^  -fiy^  —  Q,  Durchschnei- 
det mau  die  Fläche  i   mit    der  Ebene  A'Z(^  =  0),    so  erhalt  man 

die  Kurve  r=— -j,  welche  aus  der  Geraden  3"^^0  (der  Axe  0/) 
lind  der  f>Ieichseitigen  Hyperbel  z.rsr— 1  besteht.  —  Man  bnPQ 
üieh  daher  die  FIScbe  (Taf.  VI.  Fig.  17.)  entstanden  denken,  indem 
die  Erzeugutipskurve  c(^^  +  a'J  =;  V  Sj'*  — a^  (*'"  Kegels dini IQ, 
welche  in  der  Ebene  A'I'  eine  Parabel  ist,  die  den  Scheitel  im 
Ursprung  und  zur  Ase  QX  bat,  sich  parallel  mit  -TF  so  bewegt^ 
dass  ihre'  Axe  stets  in  XZ  und  ihre  Scheitel  in  der  Axe  OZ  nnd 
jener  Hyperbel  3-1  =  —  1  sich  belinden,  indem  sie  dabei  Ihre  tio- 
stalt  SU  ändert,  dass  sie  für  c>0  Ton  der  Parabel  sogleich  In 
eine  Hyperbel  üi)ergeht,  deren  Hauptaxe  ^ac;  dass  mit  wauli- 
sendem  l  die  Hauplaxe  der  Hyperbel  ab-  und  die  Nefaenaxe  ao- 
nimmt,  und  für  c=^i  dieselbe  in  das  Paar  der  zwei  paralleten 

Geraden  x=0  und  x^—-—^  übergeht;  dass  ndt  weiter  wacbeen- 

sendem  c  sich  eine  Ellipse  mit  unendlich  grosser  Nebenaxe  bil- 
det, welche  letzlere  aber  wieder  beständig  abnimmt,  äoivie  aacli 
die  Hauptaxe,  so  dass  für  c=  +  qo  die  Ellipse  zu  einem  Punkte 
geworden;  dass  endlich  für  c<0  ans  der  Parabel  eine  Ellipse 
entsteht,  welche  für  c=— od  ebenfalls  in  einen  Punkt  übergebt. 
In  allen  diesen  Lagen  und  Gestallen  berührt  diese  Erzeugungs- 
kurve die  Ebene  YZ  in  der  in  A  errichteten  Ordinate.  Letztere 
gehört  ganz  zur  Flüche    und  bildet  zugleich   ihre  Asymptote,    so 

dass  %  =  n  und  ;o  =  ±od  der  unbestimmte  und  beetimmte  Wflith 
von  lg  sind. 
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Geben  wir  oon  in  der  Theorie  weiter  und  zwar  zuerst  wieder 
auf  dem  analytischen  Wege.    Ist  in 


0 


ein  ^ 

-^     Po»  ?o»  ^0  ^^^  Qo  f?leich  Null,  so  wird  2:o=7r-    Da  wir  also  durch 

«      einmalige  Differentiation  keinen  bestimmten  Werth  erhalten  haben. 


80  nehmen  wir 

ab  uTsprSnglichen  Ausdruck,  der  für  :ir=a:ound    y=^yo  unbestimmt 
wird,  differenziren  wir  vorher  und  erhalten,  wenn  wir 


Bod  analog 


dx       '     dy      doc       ^     dy 


dx  '     dy       dx         '    dy 


setzen  und  diese  dem  x^=Xq  und  y  =  yo  entsprechenden  Werthe 
wieder  mit^ro»  Sq,  Iq,  Rq,  Sq  und  Tq  bezeichnen: 

weil  die  Glieder  ^oy"  und  Qo^"  wegen  t/Q  und  Oo=0  wegfallen. 
Dieser  Werth  von  Zq  ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  indem  man 
^0  jeden  beliebigen  Werth  zwischen  -{-oo  und  —od  beilegen  kann; 
jedoch  ist  damit  nicht  gesagt,  dass  auch  2^  zwischen  -f  oo  und  —od 
schwanke.  Kann  der  Zähler  =0  werden,  oder  hat  ro+^^o?/ y+fo^  0^=0 
einen  reellen  Werth  von  y  ^  zur  Wurzel,  so  kann  auch  Zo=0  wer- 
den; ebenso  kann  Zo=^  werden,  wenn  ein  Werth  von  y*o  den 
Nenner  Ro+2SQgf*o+  T^y'^^  zu  Null  machen  kann.  Findet  letzteres 
aber  nicht  statt,  so  liegen  die  unendlich  vielen  möglichen  Werthe 
von  «0  zwischen  Grenzen,  welche  man  findet,  wenn  man  die  Werthe 
•der  Veränderlichen  y'^  sucht,  für  welche  Zq  ein  Maximum  und 
Minimum  wird.  Haben  endlich  Zähler  und  Nenner  gleiche  Wur- 
zelOjL  d«  h. 

2o_ fg. ^_ 

^0         *^o         Mo 

SO  ist  2b=a  ein  bestimmter  Werth. 


408     Wiener;  l'nlersvcliungen  üb.  die  ünlieallmmtlielt  d-GrSoK^^ 

Die  geometrische  Betrachtung  zeigt  uns  in  Ueheretnsti 
muiig  mit  diesem  Folgcmle».  Wenn  <lie  lieideii  Flächen  tt  und 
im  Punkte  A  Hie  Ebene  AK  nicht  schneiden,  sundern  nur  beri 
ren,  so  können  uns  Hie  Tangentialebenen  nicht  mehr  nie  bisl 
e   beide  ganz  in   XY  fallen.      Und   tvirkli 


Zo  bestimmen,  i 

muss  dann  ^«=0  und  rfI7=0. 


ich   Xt,=  -rr. 


du     0 


werden. 


-dV-(i 

Wir  haben  düun  den  Fall  bei  Flächen,  welcher  dem  in  I.  A, 
Tür  Linien  behandelten  entspricht.  Denken  nir  uns  iiSmlich  ( 
linderflüchen  durch  die  Ordinate  in  A  gelegt,  so  schneiden  a 
diese  die  beiden  Flachen  in  Kurven,  ivelche  die  in  der  Ebene  ^ 
an  jene  Cylinderfl»chen  gelegte  Tangenten  in  A  berühren;  i 
hekommen  Hessnegen  für  diese  letzteren  näch  I.  A.  3)  einen  t 
stimmten  Grenzwcrtb  für  zq  auf  jeder  Cylinderttache,  tvelehe  aX 
im  Allgemeinen  unter  einander  verschieden  sind;  ebenso  wie  i 
vorhin  bei  Her  entsprechenden  willkührlichen  Annahme  von  ; 
verschiedene  Werihe  von  Iq  erhielten.  JJal  man  diese  CylinHi 
flächen  so  gelegt,  dass-auf  ihnen  überall  i  cnnstant  ist,  so  ist  ( 
resultirende  Kurve  mit  AK  parallel.  Unsere  FlSche  kann  also  ga 
tvie  alle  früheren  entstanden  gedacht  »erden,  niimlich  dudnrt 
dass  sich  Hie  ihre  Gestalt  ändernde  Erzeugungskurve  mit  XT  i 
rallel  und  stets  die  in  A  errichtete  Ordinate  durchschneiHenH,  i 
dieser  hinbeivegt,  jedoch  zivischen  bestimmten  Grenzen,  welcl 
freilich  auch  +!x  pein  können.  —  Liefern  alle  beliebig  durch  d 
OrHinale  in  A  gelegte  CylinHerflachen  denselben  Grcnzwerth  lur. 
so  fallen  beide  Grenzen  von  iq  zusammen  und  die  Fläche  i  lang! 
die  Ebene  t~^a  '"  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  der  Ordina 
in  A.  —  In  diesem  Falle  müssen 


d-^  U=dx\R„  +  '2S^y-o-\-  7V'/V) 
för   gleiche   Werthe    von  j/'q  stets  unter  einander  dasselbe  Ve 
hälCniss   j^-|j  =  1q  haben,  oder  es  muss 

To  +  2soi/'o  +  'ey'o'=  « (ffo  +  2%'o  f  T^'«^) 
sein.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall  hei  Rotationsflächen,  bei  deni 
atle  durch  die  Ase  gelegten  Ebenen  gleiche  Durchschnitteknrvc 
also  auch  gleiche  Grenzwerthe  t^  geben.  Die  Fläche  i  ist  dal 
wieder  eine  Rotationsfläche.  Die  Ordinale  in  A  gehört  aber  st( 
und  2war  in  Hiesem  Falle  als  isolirte  Linie  aus  den  in  I. 
legten  Gründen  zur  Flache. 
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Beispiel  6.    Setzt  man  in 


x^-\^y^ 


4:0=0  und  1^1)= 0,  so  wird  ZQ=jy;  da  ferner 

Po=0*  Vo  =  2^0=0,  Po=2a:o=0  und  Qo=2yo=0, 
80  ist 

Bei  nochmaliger  Differentiation  ergibt  sich 

ro=0,  ^=0,  /o=2,  Ro=%  S^=Q  und  To  =  2, 
iaher 

Das  Minimum  dieses  Ausdrucks  ist  Zo=0  für  ^0=0,  und  das 
Haximum  Zo=l  für  ^0—4.00, 

Cm  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Resultate  zu  finden, 
)eiDerkt  man»  dass  die  Fläche  u-=.'if^  die  Ebene  XY  in  der  Ge- 
rden y=0  (J/iV  in  Taf.  VI.  Fig.  18.),  die  Ebene  YZ  und  alle 
lamit  parallelen  aber  in  der  Parabel  u=^y^  schneidet;  diese  Fläche 
entsteht  also,  indem  sich  die  in  der  Ebene  YZ  liegende  Parabel 
e=^*,  deren  Äxe  OZ  und  deren  Scheitel  der  Ursprung,  so  in  pa- 
alleler  Lage  bewegt,  dass  der  Scheitel  die  Axe  OX  beschreibt. 
)ie  Fläche  ist  daher  die  schon  in  Beispiel  5.  vorgekommene  pa- 
abolische  Cylinderfläche,  nur  mit  veränderter  Lage  der  Axe.  — 
Me  Fläche  Ü^^x^-\-y^  ist  das  ebenfalls  in  Beispiel  5.  vorgekom- 
aene  Rotationsparaboloid,  dessen  Axe  OZ  und  dessen  Scheitel 
er  Ursprung.  Taf.  VI.  Fig.  18.  giebt  eine  Vorstellung  beider  Flä- 
hen;  der  Punkt  A  liegt  diessmal  im  Ursprung.  —  Die  Fläche  2 
rifft  die  Ebene  XY  in  der  Geraden  ^  =  0.  Gibt  man  z  verscbie- 
lene  constante  Werthe  e,  so  erhält  man  die  Kurven 

y^{l—c^)=zcx^  oder  y'=±V\jz:;^^x, 

.  I.  ein  System  zweier  sich  im  Ursprung  schneidender  Geraden; 
Ir  c=l  wird  a:=0,  welche  Gerade  die  Projection  D'JE'  der  Durch- 
cbnittslinie  der  beiden  Flächen  u  und  ü  auf  XY  darstellt;  für 
>  1  ist  y  imaginär.    Die  Fig.  19.  in  Taf.  VI.  giebt  ein  Bild  die- 

Thal  XXI.  28 
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ser  Fläche  2,  welche  also  entsteht^  indem  ein  System  zweier  mit 
XY  paralleler  Geraden,  welche  sich  stets  in  der  Axe  OZ  schnei- 
den und  gleiche  Winkelmit  der  Ebene  A!^Z  bilden,  sich  so  an  die- 
ser Axe  OZ  hinauf  bewegen,  dass  sie  in  der  Ebene  XZ  nur  eine 
Gerade,  die  Axe  OX,  bilden,  mit  wachsendem  2  aber  die  mit  OX 
gebildeten  Winkel  stets  vergrössern  und  für  2=1  endlich  darauf 
senkrecht  stehen,  indem  sie  sich  wieder  zu  Einer  Geraden  ver- 
einigen. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  ganze  Ordinate  in  ^,  und  nicht  nur 
das  Stück  zwischen  2  =  0  und  2  =  1  zur  Fläche  gehört,  stellen  wir 
eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  unter  J.  B.  3)  an.  Man  sieht 
nämlich,  dass  dieses  Beispiel  von  dem  Beispiele  5.  nur  darin  ab- 
weicht, dass  die  Fläche  M=y^  nur  eine  andere  Lage,  als  die  ent- 
sprechende «=V2y^ — X  hat,  in  der  Form  aber  mit  derselben  con- 
^  gruent  ist.  Denkt  man  sich  nun  die  letztere  durch  Veränderung 
ihrer  Lage  in  unsere  jetzige  übergehen,  so  muss  auch  die  abge- 

leitete  Flache  2= — ^ ,    ^     ^^^^  '"  unsere  jetzige  entsprechende 

umbilden.  Betrachtet  man  dabei  noch  eine  Zwischengestalt  der 
Fläche  2,  so  findet  man,  dass  bei  diesem  üebergange  folgende  Ver- 
änderungen vorgehen.  Die  dort  durch  den  Schnitt  mit  der  durch 
OZ  gehenden  und  den  Winkel  XOY'  halbirenden  Ebene  entste- 
hende Hyperbel  2z  (Taf.  VI.  Fig.  16.)  verkleinert,  indem  sie  XY 
und  OZ  zu  Asymptoten  behält,  beständig  ihre  Axen  und  geht  zu- 
letzt in  die  auf  einander  senkrechten  Asymptoten  über.  Die  By- 
perbeln,  welche  durch  Schnitte  parallel  mit  XY  entstehen  und  dort 
zwischen  2=0  und  z=.V%  lagen,  verringern  die  Ausdehnung  ihrer  ^ 
Lage  und  die  Grösse  ihrer  Axen  beständig  und  gehen  endlich, 
zwischen  2=0  und  2=1  liegend,  in  zwei  sich  unter  verschiedenen 
Winkeln  schneidende  Gerade  über.  Die  ebenfalls  durch  Schnitte 
parallel  mit  XY  für  2>  \/2  und  2<0  entstehenden  Ellipsen  neh- 
men ebenfalls  stets  kleinere  Axen  an,  indem  diese  ja  durch  die 
Abstände  jener  Hyperbeln  22  (Taf.  VI.  Fig.  16.)  von  ihren  Asymp- 
toten bestimmt  sind,  und  werden  endlich  zu  Punkten  für  2>1  und 
z<0.  —  Hieraus  folgt,  was  gezeigt  werden  sollte,  dass  nicht  nur  j 
das  zwischen  2=0  und  2  =  1  liegende  Stück  der  Ordinate  in  i^ 
zur  Fläche  gehOrt,  sondern  auch  dessen  Verlängerungen,  inden 
sie  die  Reihe  der  zu  Punkten  gewordenen  Ellipsen  darstellen. 

Beispiel  7.    Ist 

4(T)4V(l~jj:^-yg) 

gegeben,  so  wird  für  XqZzzO  und  yo  =  0,  *o  =  q*     Durch  Differen- 
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tiatioD  erbftit  man 

pnd  nach  oochmaliger  DifferentiatioD 

also  einen  constanten  von  dem  Werthe  von  y^  unabhängigen  Werth. 
Wir  finden  nun,  dass 

dn  Ellipsoid  darstellt,  welches  XY  im  Punkte  aro=:0,  ^0  =  ^  ^®* 
röhrt  (Taf.  VI.  Fig.  20.)  XZ  in  der  Ellipse  «=4+4^(1  — Ja:«)  und 
rZ  in  der  Ellipse  u  —  A±AV{l—y^)  schneidet.  Die  dritte  Axe 
diesea  EUipsoids  liegt  also  in  OZ  und  ist  =8,  die  zi^eite  mit  OY 
parallele  Axe  ist  =2  und  die  erste  mit  OX  parallele  =4.  — 
Weiter  ist  C7=a:*  +  4^«  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Axe 
OZ  und  dessen  Scheitel  der  Ursprung;  denn  es  schneidet  AF  in 
:r=0,  y  =  0,  XZ  in  der  Parabel  f7=a:*,  deren  Parameter  =1  und 
YZ  in  der  Parabel  £7=4^«,  deren  Parameter  =J;  jeder  mit  XY 
parallele  Schnitt  endlich  gibt  eine  Ellipse  x^-\-iy^=zCf  von  der 
lie  mit  OX  parallele  Axe  =2Ve,  die  mit  OY  parallele  aber 
s^e  ist  <^  Die  Fläche  z  endlich  gibt  fiQr  z^zc  die  horizontale 
Scbfiittkirve 


oder 


(?+»»)  ["*(?+»*)  -(2«>-l)J=0. 


«ekhe  in  die  zwei  Kurven  zerßillt: 

.-j-+y*=:0,  oder  d?=0,  y=0, 

■| . 

i.  \.t  da  diese  tileichung  von  e  nnabbSogig,  die  Axe  OZ  oder  die 
(Miiuite  in  A,  die  also  ganz  zur  Fläche  gehurt,  und  in 

««  .    -     2c-l 

.  4 
d.  i.  eine  Ellipse,  von  der  die  mit  O^  parallele  Axe  =— V(2c  — 1) 
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2 

und  die  mit  OY  parallele  ==— V(2e^)  ist,  welche  also  dasselbe 

constante  Verhältniss  f  baben^  wie  es  bei  den  gleichen  Schnitten 
der  beiden  urspriinglichen  Flächen  stattfindet.  Die  Durchschnitte 
mit  A'Z  und  YZ  haben  beide  ihren  tiefsten  Punkt  in  2=1  auf  der 
Axe  OZ  und  die  in  Taf.  VI.  Fig.  20.  dargestellte  Gestalt,  wonach 
sie  und  die  ganze  Fläche  die  Axe  OZ  zur  Asymptote  haben. 

Beispiel  8.    Betrachten  wir  zuletzt  noch  die  Gleichung 

0  * 
welche  für  Xq^O  und  ^0=^^  ^o^^O  ^^^^     Durch  Differentiation 

erhält  man  dann 

""      V4-(V+yo^)      0 
und  durch  nochmalige 


^-2{l+^'o^):4-'^' 


einen  bestimmten  Werth,  —  Die  Fläche  u^afl+y^  ist  ein  durch 
die  Umdrehung  der  Parabel  u^zac^  um  OZ  als  Axe  entstandenes 

Umdrebungsparaboloid,  und  17=2+ V"4—- (0:^+3^^)  oder  or^+J* 
+  (U — 2)2=4  ist  eine  Kugel,  deren  Radius  =2  und  von  der  die 
Axe  OZ  ein  Durchmesser  ist.  Beide  Rotationsflächen  berOhreo 
XY  im  Ursprung.  —  Die  Gestalt  der  Fläche  z  finden  wir  leicht» 
indem  wir  bedenken ,  dass 

x^  +  y^=[2±\r4^(a:Hy''mT\f  ^-(a:Hy^)h 
woraus  dann 

z=2+V4-(a:«+^2) 

wird,  also  dieselbe  Kugelfläche,  wie  17=2+ V4— -(ar^+y*)  da^ 
stellt,  wobei  jedem  Punkte  der  letzteren  der  andere  auf  derselben 
Ordinate  liegende  Pnnkt  der  Kugel  als  entsprechender  Punkt  der 
ersteren  Fläche  zukommt.  Ausserdem  gehurt  aber  noch  die  Gerade 
07=0,  ^  =  0,  d.  i.  die  Axe  OZ  zur  Fläche  z.  —  Hätte  man  hier 

z=— ^  so  würde  diess  eine  der  im  vorigen  Beispiele  dargestellten 
Fläche  ähnliche  Rotationsfläche  ausdrücken. 
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Nachdem  wir  nun  die  Gestalt  dieser  Flächen  in  der  Nähe  der 
n  ihnen  gehurigen  Ordinate  in  A  untersucht  hab^n^  bleibt  uns 
Mf  noch  übrig 4  zwei  Beispiele  zu  liefern,  worin  eine  von  zwei 
Variabelen  abhängige  Grosse  für  bestimmte  Werthe  der  letzteren 
ebmal  wirklich  und  einmal  nur  scheinbar  unbestimmt  wird. 

Aufgabe  1.     Zwei  physische  und  elastische  gerade  Linien 

P|P|  und  P^P%  (Taf.VI.  Fig.  21.)   durchschneiden  sich  senkrecht 
in  ihren  Mitten  P,    Dieses  Kreuz  ist  an  den  vier  Endpunkten  P^ 

^M  P»  P%  durch  elastische  Stötzen  getragen  und  in  der  Mitte  P 

dorcb  eine  Last  P  beschwert;  wie  gross  sind  die  Druckkräfte  Px' 

^l9  P±9  P^»  welche  P  auf  jede  der  vier  Stützen  ausübt?   (Siehe 

neioe  Abhandlung  über  diese  Aufgabe    bei   beliebiger  Lage  der 

itötzpunkte  im  Archiv,  Theil  XIV,  1850,  Nr.  XXIV.) 

Vor  Allem  sieht  man,  dass,  da  die  Gestalt  des  Vierfusses 
ymmetrisch,  die  Belastung  der  gegenüberstehenden  Stützen  gleich 
it,  nämlich  Pi  =  Pi  und  P^^-^a*  Wenn  nun  die  von  P  ausge- 
enden  Arme  und  die  Stützen  vollkommen  starr  wären,  so  wäre 
'egen  der  symmetrischen  Lage  der  Stützen  nur  noch  die  Redin- 
ong  gegeben,  dass  die  Summe  der  vier  Seitenkräfte  der  Mittel- 
raft  gleich  sein  soll;  woraus  aber  die  zwei  verschiedenen  Seiten- 
räfte  nicht  bestimmt  werden  können.  Es  ist  dieses  leicht  einzu- 
shen,  da  man  ja  P^^,  P^  ganz  unbelastet  lassen  kann,  wo  dann 
\'=z\P  wird,  und  umgekehrt.  Berücksichtigt  man  aber  die  in  der 
iatnr  stets  stattfindende  Elasticität  der  Arme  und  Stützen,  so  fin- 
et  man,  dass  bei  der  Belastung  folgende  Erscheinungen  statt- 
iden  müssen.  Die  mit  der  Kraft  Pi  und  /^^  ^"^  ihre  elastischen 
tfitzen  wirkenden  Armenden  drücken  diese  zusammen  und  sen- 
en  die  Stützpunkte  um  Ci  und  e^»  Wenn  die  Krafteinheit  eine 
tütze  von  gleicher  Elasticität  wie  jede  der  vier  vorhandenen  um 
zusammendrücken  kann,  so  ist 

ei^=Pie   und    e2==/^ac. 

emer  werden  die  Arme  wegen  ihrer  Elasticität  sich  von  den 
tützpankten  abwärts  biegen  und  in  dem  so  zweimal  gesenkten 
elastungspunkte  P  (Taf.  VL  Fig.  22.)  eine  gemeinschaftliche  ho- 
Eontale  Beruhrungsebene  haben.  Es  sei  nach  der  Senkung  der* 
Httzpnnkte  Pi  und  P^  ihr  Abstand  von  dieser  Beruhrungsebene 
and  b^t  und  PPi=ai  und  PP2=a2  seien  die  Längen  der  Arme, 
»  kann  man  annehmen,  dass  diese  letzteren  in  P  eingemauert 
lien  und  durch  die  aufwärts  gerichteten  rückwirkenden  Kräfte  P^ 
id  P2  der  Stützen,  weiche  in  den  Abständen  Oi  und  «2  angrei- 
D5  um  bi  und  b^  von  der  Tangente  am  eingemauerten  Ende  ab- 
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gelenkt  werden.  Vermag  nun  die  Krafteinheit  am  Ende  ein< 
von  der  Längeneinheit  und  von  gleichem  Biegungsmomen 
das  jener  Arme«  wirkend,  ihren  Angriffspunkt  von  der  T 
am  andern  eingemauerten  Ende  um  b  abzulenken,  so  ist  n; 
Gesetzen  der  Elasticität 

bir=bPia\  und   b^^^bP^a^, 

Da  nun  ej+6i  und  ^2+^2  ^'^  Abweichung  jener  gemeinsch? 
BerQhrungsebene  von  der  Ebene  der  unbelasteten  Stützpui 
deutet«  60  muss  ^1+61=^2^-62^   oder 

Pi(e+ba\)=:P^(e+ba^^ 

sein;  da  ferner  Wi+2P2=P,  so  ist  mit  Hülfe  der  vorigi 
chung 


oder 


''•.0+i^0=''' 


^^1— ^2e+6(o3i+a»2) 


Ist  die  Elasticität  b  der  Arme  gegen  die  Zusammend 
keit  e  der  Stutzen  sehr  klein«  oder  ist  6==0«  so  findet  d< 
unabhängige  Werth 

2Pi  =  iP 

statt;  ist  dagegen  e=0,  so  findet  man 

2Pi=:P-34S- 

Ist  aber  keines  gleich  Null«  so  hängt  der  Werth  von  2Pi 
Grossen  6  und  e  ab  und  ändert  sich  mit  diesen.     Für  6 
e=0  endlich  ist 

wie   wir  auch   schon   bei    der  ursprünglichen  Annahme' 
Starrheit  gesehen  haben. 

Cm  eine  bessere  Einsicht  in  diese  Resultate  zu  erhalt 
len  wir 

ai=2«  «2=1,  P=zl 
und  die  Veränderlichen 

6=«,  e=sy«  55JPi=2 
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•etMDy  so  wird  Ihre  Abhängigkeit  durch  die  Gfeicbuug 

ansgedrflckt.  Stellen  wir  uns  hierunter  wie  früher  eine  FlSche 
vor,  so  ist  t«  =  a*  +  y  eine  Ebene,  welche  XY  in  der  Geraden 
y=-ar  (MN  in  Taf.  VL  Fig.  ^23.),  ÄZ  und  YZ  in  der  Geraden 
«=0?  und  u=y  schneidet.  — Ebenso  ist  V=da;-\-2i/  eine  Ebene, 
welche  jene  Ebenen  in  den  Geraden  y= — ^x(PQ),  ü=9x  und 
l}=z2y  schneidet.  —  Die  Fläche  z  ist  ein  hyperbolisches  Parabo- 
loid  (Taf.  VI.  Fig.  24.),  wie  die  in  Beispiel  1.  abgehandelte,  aber 
mit  anderen  Coefficienten.  Schneidet  man  dasselbe  nach  einander 
durch  Ebenen,  welche  durch  OZ  gelegt  sind,  z.  B.  durch  die 
y=0,  y='lxt  9=^>  ^=5a:,  ar=0,  so  erhält  man  die  Durchschnitte 

_  La?        _  3.x         _  2.a?         Ca:  l.y 

"^"^9:^'     ^""207^'     "^-nn^     ^~19.ar'     ^~2..v' 

also  gerade  Linien,  welche  in  ihrer  Continuität  zwischen  den  Gren- 
zen z^=i  und  2=.2  den  Theil  der  Fläche  bilden,  dessen  Ordina- 
len die  möglichen  Werthe  von  z  =  2Pi  darstellen.  Der  übrige 
Theil  der  Fläche  hat  keine  Beziehung  zu  unserer  Aufgabe,  da  ne- 
gative 6  und  e  keinen  Begriff  geben.    Zugleich  ist  ersichtlich,  dass, 

nachdem  das  Verhältniss  — =—  angenommen,    2Pi  =  2  bestimmt 

«/ 

\'X 

i«t,  und  die  absolute  Grösse  von  x  auf  die  Ausdrücke  z=q- — » 

V  •  X 

2.x 
2=|-r —  u.  s.  w.   keinen  Einflnss  mehr  hat.     Nur  ist   der  Werth 

Xq:=:0  und  ^0=^  ausgenommen,  wofür  Zo=7r-,   oder  unbestimmt; 

was  auch  schon  daraus  hervorgeht,  dass  Xq*=0  und  ^0=^  ^*^ 
Grenze  der  Werthe  von  x  und  1/  bei  allen  müglichen  Verhältnissen 
derselben  ist,  also  für  sie  auch  alle  Werthe  von  z,  die  diesen  W^er- 

then  von  —  entsprechen,  gelten  müssen. 

b+e 
Es  stimmt  also  hier  die  aus  der  Formel  2Pi  =q/  1  c>  •  hervor- 
gehende Unbestimmtheit  von  2P|    für  6  =  0  und  e  =  0   ganz  mit 
der  wirklichen  Unbestimmtheit  des  Seitendrucks  bei  vollkommener 
Starrheit  der  Arme  und  Stützen  überein. 

Aufgabe  2.    Es  ist  die  Lage  der  Taugente  in  dem  Doppel- 
punkte einer  Kurve  zu  finden. 
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Sei 


x^=y^  —  x'^ 


die  Gleichung  der  Kurve,  so  findet  man  für  sie  die  in  Taf»  VLFig.25. 
verzeichnete  Gestalt.  Um  die  Lage  der  Tangente  im  Punkte  aro=  O 
und  ^0==^^  zu  finden,  setzen  wir  diese  Werthe  in 

dy_  ^     3^+2£ 
dx  ^^  ~"      % 

ein  und  finden  y<j=:jr.    Differenziren  wir  wie  froher,  um  den  be- 
stimmten Werth  von  y^  zu  finden,  so  wird 

6^0+2 


^0-    2y\ 


oder  yo^=l,  y'o^^-kh 


woraus  sich  ergibt,  dass  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist.    Wir 
können  die  ursprüngliche  Gleichung  auch 

y=Az^V{x-\'\) 
schreiben  und  erhalten  hieraus 


1 
•iiir 
itii 
Da 

can 

ikb 


=  + 


was  für  aro=0  und  ^^=0,  ^0  =  ^:1  unmittelbar  liefert,  ohne  vor- 
her die  Gestalt  tt  anzunehmen.  Führt  man  in  dem  ersten  Aus- 
drucke für  y'  den  Werth  von  y=:  +  ^  V(«a?+1)  ein,  so  erhält  mao 

3x^+2x 
^  '^±2xV(x+iy 

oder,  wenn  man  die  gleichen  Factoren  x  im  Zähler  und  Nenner 
streicht, 

,_      3x+2 
^  "'±2V(^+1)' 

übereinstimmend  mit  dem  letzten  Resultate.  Fragt  man  nun,  ob 
denn  die  so  gefundenen  Grenzwerthe  die  einzigen  richtigen  siod 
und  ob  nicht  auch  der  unbestimmte  Werth,  der  die  anderen  in  sieb 
begreift,  zulässig  sei,  und  betrachtet  desswegen  zuerst  die  Formel 

,      3a:^+2x 
so  kann  diese  nicht,  wie  es  bei  der  Fläche  «  =  — 5- —    möglich 


Ott,  \ 

'in 


ibnd 
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wäre;  auf  jedeo  beliebigen  Grenzwerth  von  Zq  Air  ;ro  =  0  und^o^^ 
führen,  weil  nicht  jeder  Weg  oder  jede  beliebige  Relation  zwi- 
schen 0?  and  ^9  fQr  welche  ;ro  =  0  und  ^o=^  muglich  ist,  gewählt 
werden  kann,  sondern  nur  die  beiden  ^=db^V(^  f  !)•  —  Fragt 
man«  indem  man  andererseits  die  Formel 

betrachtet»  ob  die  Grenz werthe  y'Q^=:JrJ  die  einzig  richtigen  seien 
und  der  Factor  —  wegfallen  müsse,    so  entscheidet  hierüber  die 

Natur  der  Sache  und  zwar  dahin,  dass  nur  die  Grenzwerthe,  d.h. 
iwei  Tangenten  an  jenem  Doppelpunkte  zulässig  sind.  Der  Factor 

~  rfihrt  daher,  dass  vor  der  Bestimmung  von  y*  die  Gleichung 
nicht  in  Bezug  auf  y  aufgelöst  wurde. 

Dasselbe  Resultat  müssen  alle  Kurven  mit  Doppelpunkten  ge- 
ben, weil  sie,  wenn  man  ihre  Gleichungen   in  Bezug  auf  y  oder 
we  auflöst,  stets  Wurzelausdrucke  geben  müssen.     So  findet  es 
auch  bei  dem  einfachen  Beispiele 

(y— a?)(y+ar— 2)=0   oder  y=l±(j:— 1) 

statt,  welche  Gleichung  zwei  Geraden  darstellt,  ftir  deren  Tangen- 
ten in  ihrem  Durchnittspunkte  aro  =  ],  ^0=^ 

yo=±l 

gefunden  wird. 
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Ergänzung  des  zweiten  Jacobi'schen  Theorems  übei 

die  elliptischen  Functionen,  Fortsetzung  einer  frühei 

Teroffentlichten  Ergänzung  des  ersten  Theorems*). 

Von 

Herrn  Essen^ 

Lehrer  am  Gymnasium  za  Stargard. 


Es  VFurde  gefunden 

1    .                /-      sing)«\/        sirr^N 
7Sing>.C08g>(l--j— ^)n--7-^ 
|\  jj5„.i, t \       8in  of2  /  \       sm  «4  / 

^^*~^^®^""(l-c2sinai*sin9>«)(l--c2sina3a6in9>2)(i--c^öina5*'2sin9)2)- 

Durch  gleichzeitige  Substitution  von  v"  fö"*  *  ""^  ^^"       ■  -; 
für  sing)  erhielt  man  aus  der  1): 

V       Sinai*/  \       sinofa^/V       «»"«6  / 

Diese  Gleichung  kann  zur  Bestimmung  des  constanten  Factor 
k  benutzt  werden.    Ffir  9)=:0  wird  2=1;  dies  giebt 


^  Den  fraheni  Aofiati  ••  m«  In  dieiem  Theile  HeftllL  Nr.  XX.  S.24 
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TIA  -Äa=^^-^, 


folglich 


Nun  aber  ist  gezeigt  worden,  dass  man  habe 


0  0 


wofern  gegeben  ist 


^       IT' 


oder^  was  dasselbe  ist: 


5)   cos^=^^      ,^        ^> 

6)     Sin^  =  ~7::,  ^  -, 

7)    A^=  ^ 


'      i' 


Vermittelst  der  Gleichung  5)  geht  die  3)  über  in 

ft^  rnnfh  —  ^       sincftW       sincfaV  V       sincfftV ^ 

ö;  COS17  -  ^^(i^c^sinaaVing)«)  (l-c^sina^^siny*) 


2.5„«a^^. » 


•edann  erhSlt  man  leicht 

y)    sm  -^  -  ^ .  ^^  ^ j_^a sinoa^siuy«)  (1— c«  sin«4«sing)2)... ' 
nachdem  man  vorher  gefunden  hat 

jü; i^^k^J^       ^y(i-.casin«a«sin9«)(l— c»sin«4«sing)«)  ..       ' 
MdBeh  iit 


4S0       Essen:  Ergän%ung  des  stweHen  Jaeo^Vschm  Theorems 

^  ^     fi '  A^  ^'"y^Yi_,  «'»y^Yi   ^'"^^Y.,, 

\       sinofiVv       sin«3V\       stna^^J"^* 
Sind  die  vier  letzten  Gleichungen  er  füll  t,  so  ist  also 


0  0 


Hieraus  ist  es  nun  leicht,  dat«  nachstehende  Theorem  abzulei- 
ten,  welches  dem  zweiten  Jacobi'schen  entspricht: 

För  p  =  2m  hat    man,   wenn  6=V^1  — c*  und  A=  VI— A* 
gesetzt  wird: 


0  0 

wenn  gegeben  ist: 

(1  +  cotgff2*sina*)(l  +  cotg«4*sinff*).... 

(l  +  cotg  «i* sin  ff«)  (1 + cotg  «8*sin  0*)  ( 1  +  cotg  «5*  sin  0«) . . . . ' 


sinT= 


A /.  V   A     coscif.2*sinff*\ /^-     cosa4*8inff*\ 

cosff.A(off).(  1 5 — 5 )(  1 v-^ ).... 

^     ^   \ sin  ofy~2    /  \  sinap-4     / 

cosT—  (I^cotgaji«8inö2)(l  +  cotgof3*sinö2)(l  +cotga5Vniff2).... ' 

(-     coscfi*8inö®\ /-     coscif3*sinff2\ 
_      ""     sinofp-i     /\  ""     sincf^^a     /•" 
^  VÄ*^  —  (1  +  cotgai«sin  ff«)  (1  +  cotg  «»«sin  a«)  ....  * 

In  Bezug  auf  das  Weitere  verweise  ich  auf  Grunert's  Sup 
plemente  zu  Klügei's  Wörterbuch,  zweite  Abtheiiun 
S.  205  f. 

Setz.t  man  jetzt  /i=s2,  so  kommt: 

(1  +  6)  sin  ip .  cos  ^ 
sin  ^z^  — ^/-,       -    .  9 

Vi— c».sinqp« 

l^(l+6)sin<p« 

^     (1  +  6)sin y , cosy  _         (1  +  ft) «in  2y 
»»«^-  l~(l+6)sing)»    •-  (l-6)+(l+6)cos2y' 


'  '  ■^*"      Wer  die  eiUptisehen  Punethmen.  4SI 

iroraus  man  leicht  ableitet 

und  es  ist  alsdano 

/y        8y 1      r^ Be^ 

Zur  Bestimmung  von  r  erhält  man: 

(l  +  6)sin0 


smT=: 


cosr  = 


l+6.8intf«' 

cosgVi  — 6*8lnff^ 
1+6. sind« 


....      1  —  h,s\ü<fi 
^  l+6.sincj* 


QDd  es  wird  jetzt 


/tf  8(y 1       /»» 8r 

VI— 6«  sin  ff«  ~  r+Äj  aH     46     r~i* 


*Vtin  findet  man  leicht 


folglich 


(l-l-A)sinr 
sin  ff = 


l+A(Är)  • 


man 


0  ü 


«O  i8t 


SIDT         Sinft.COSjlt 


Wodurch  Bian  erbSit 
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tangtf-  i_(i+;^)si„/' 
sin  (2|x  —  <r}=:&s!n  tf« 

Mit  diesen  Gleichungen  findet  also  die  folgende  statt: 

/^         da 2_  Pf* dji 
V^l— Aasinö«  ""  1  +  6t/     4  /';;         46        TT* 
«                                             ö    Y  l«__^8infi« 

Ich  bemerke  übrigens  noch,  dass  sich  der  so  eben  erurt« 
Fall  auch  rein  geometrisch  behandeln  lässt,  und  dass  das  ga 
Verfahren,  welches  ich  filr  p=2in  angewendet  habe,  sich  ai 
mit  geringer  Modification  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  wo  p 
gerade  ist;  ja  es  will  mir  scheinen,  als  ob  dasselbe  viel  küi 
zum  Ziele  führte,  als  das  bisher  angewandte. 

Man  beginnt  alsdann  damit,  dass  man  setzt 

tang  q>m  =  tangg) .  A«m, 

und  nimmt  darauf 
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Ueber  die  unabhängige  Bestimmung  der  Aenderungs* 
gesetze  höherer  Ordnungen  einer  doppelten  Function. 


Von 

Herrn  Professor  G.  Decher 

in  Augsburg. 


Ohngeachtet  der  Arbeiten,  welche  über  diesen  Gegenstand 
Itereits  erschienen  sind,  dürfte  es  für  Manchen  von  Interesse  sein, 
^^8  einfache  natürliche  Gesetz  kennen  zu  lernen,  welches  die  hu- 
beren  Aenderun<j;8gesetze  doppelter  Functionen  in  ihrer  Bildung 
befolgen,  und  welches  ich  auf  dem  Wege  der  Induction  gefunden 
babe. 

Setzt  man 

so  dass  man  die  doppelte  Function: 

y  =f[(p(x)) 
erhält,  und  bezeichnet  die  Aenderungsgesetze  von  y  In  Bezug  auf 


tt     tt 


u  durch  yi,  y^f  y^»  ••••  yni  diejenigen  von ^  in  Bezug  auf  o;  durch 

*      S       X  X 

tfuf/^yzf  ••••  ynl  endlich  die  von  u  in  Bezug  auf  o:  einfach  durch 
^i»^Uz9  ••••  Uni  so  findet  man  auf  dem  gewöhnlichen  Wege: 


u 


u 


u 


tt  tt 
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tt  U  tt 

tt  tt 

U.   8.    f. 

Diese  Entvrickelungen  zeigen  sogleich»  dass  die  Summe  der 

u 

Exponenten  der  u-Factoren  dem  Index  von  y  «leich  ist,  und  dass 
die  Summe  der  Producta  aus  diesen  Exponenten  in  die  darunter 

stehenden  Indexe  der  t£-Factoren  dem  Index  von  y  gleich  wird. 

In  der  Entwickelung  von  yn  wird  demnach  das  allgemeine  Glied 
die  Form  haben: 

Nyic  U]  P  «2*  «3''  M4* .. . . 

und  die  Exponenten  p,  q,  r,  s  werden  solche  sein,  dass  sie  den 
beiden  Bedingungen 

A=j»  +  y-|-r+j+  etc. 

«=p-|-29  +  3r  +  45+  etc. 

in  ganzen  Zahlen  Genüge  leisten. 

Setzt  man  z.  B.  k=:n,  so  folgt 

p=zn,  9  =  0,  r=:0,  etc.; 


a) 


U 


und  das  erste  Glied  der  Entwickelung  ist^nUi". 
Für  k=:n  —  1  wird 

p=«--2,  9=1,  r  =  0,  j=0,  etc. 


tt 


es  gibt  also  nur  ein  Glied  mit  ^m—i  und  zwar  von  der  Form: 


tt 


Nyit^iUi^-^u^. 
Für  Ä:=r:fi— 2  dagegen  findet  man 
pzsn — 3,  9=0,  r  =  l,  *=0,  etc.,  p  =  « — 4,  9=2,  r=0,  etc.; 
also  die  beiden  Glieder: 

Der  Wertb  k=^n — 3  gibt  die  Bedingungen 


vv-^v 'MM«r  ürdmimgem  einer  dajMßMem  Pimctim.'.t-\'\\'^    ;i||S 

jp=F«  — 4,  5r=0,  r=0,  fs=^l,  etc.  o  .. 
'      pcsn^6,  qszl,r^l,  $t=iO,'^e.         ^v:'~-a 
p=n — 6,  ^=3»  r=09  *=0,  etc. 

und  damit  die  drei 'Glieder: 


T^  ■  .     .  ^"i"^  .     :.       t^'    '     ^  j  ^ 


1 

1"  t 


Weniger  leiclit  ist  das  Gesetz  der  GoefficienteD  iV  zu  entdek- 
keil.    Beachtet  man  aber,  dass  die  Coefficienten  der  Glieder  in 

X  X 

der  obem  Reibe  der  Entwickelungen  von  y^  und  ^q  die  Binominal- 
CoefBeienten  sind,  nttd  dads  die  Indexe  der  u-Factoren  bald  als 
blosse  Indexe»  bald  aber  anch  wie  Exponenten  fungiren»  so  findet 
mn,  dass  die  CoeflGcienten  JN  mit  den  Polynominal-Coefficienten 
fibereinkommen»  wenn  man  sieb  ein  Glied  ui^  sowohl  unter  dieser 
Form,  ah(  unter  der  Formi  u^u'^u"K,„  so,  dass  es  gleichsam  aus  p 
verschiedenen  Gruppen  gleicher  Factoren  von  der  Zahl  k  besteht, 
vorstellt    Bezeichnet  man  daher  die  Factoriellen 

1.2,  1.2.3,  1.2.3.4,  1.2.3....p,  1.2^3!. ..9  *  .'   ... 


'J'  ([;•' 


einfach  durch  2,  3,  4,  p,  9,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten 
des  allgemeinen  Gliedes:  .-■„.'.  ^ 

Be  Form:  


> 


iV= 


p.y.29.r.3^.Ä.4» 

.     •  i  ••  ■    ■'    ^ 

Nach  diesi^r  Form  findet  man  z.  B.  ; 

*        tt  3«!»  .  «  3Mitta  .  "  3tt3 

-    .  —■•_■'      _-^-'   •    •'-■:l^ 

^'  '  -."  4y,^  ,  "  4if^«tfa  ,  «  4yi;y3      «;  4i* 


•.1  ^ 


T'  f . 

•     .  —      <«    •—    1  - 


^2.2« 


^  Bei  dio«er.fGieIeffenheit-wiIl  iph  aoph  liemerl^n,  dais  in  Schneie e's 
nfgaben-SammloDg  ^4  oder  '{^^^.  falsch  angegeben  ist. 

nbett  XXI.  S9 
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"^^^  1.2.2«"*"**  2.3  ' 


5 


''  "****  2.2.2»     *'  1 .2.3      *®  2.4 


**3.2»     **2.3«' 


Die  Entwickelung  von  yn  wird  dennDach  folgende  Form  er- 
halten: 

■  .1    ":     " '  ^ 

«1—3  •#  «t  f#-  n— 4f/  2"' 


+  etc. 


nt<i»~*-%8t<jk-i      ntfi  <»-*-*  Kalls  tit~g 
«— *-2.3.jr=l      n— ;t-3.2:3".Ä=2"*"^  * 

+  ;r::Äi:-2:4r.  jp:5  ^n-.A-3.2.^.1P5'''*^ 


f  •-• . 


+  etc.  ^  +  etc. 


,,*    «.f/1 


_^ 

vT.n— l       2.n— 2  '       m.n^^^  / 


Mtei«r-0f£fMii|0rtfii  elff«r  dii!P!^//M  ^fi^^  i|S7 


:    t 


V  ■ 

Mittelst  des  allgemeinen  Gliedes  und  mit  Berücksichtigung  der 

■>:  * 

ßedingungsgleicbungen  (a)  kann  man  dem  Factor  von  y\t  die  fiber- 

sicbtjiche  Form  geben: 


'-.  i-»      '  Jk       «•*f 


und  damit  auch  die  ganze  Entwickelung  von  yn  in  dem  eii^zigen 
Ausdrucke: 

Ä)    y«  ^  Z.    yk2 .  w.~-  ^  -  1  -^— — 


fibersicbdieli  darstiellen. 

•I  ■      ■         .    .' , 

Um  eine  Anwendung  des  letztem  Ausdrucks  zu  geben»  sei 

u=x^,  yz=zf(x^)=zf(u). 

Gibt  man  den  Aenderungsgesetzen  von  u  die  Form 

iii=A==,       «2=^===*       iu:=:X===9 

u.  s.  f. 
80  bat  man 

—  ar^  (?  +  ?+'•+•+ etc.)  -  (p4-2^h3r-f  4•-^  et  e.) 


=  "X*: 


a-ip;l— 2n— »-x— 4* 


imd  darnach  wird 


L=5i>**A^^) 


1     ir=ii  n=p  +  2g-fetc.  ^2* 


«"*«i  fcssp+9+etc.  p.i— lJ>.9.2«.Jl— 2«.r«3^.... 

29» 
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der  allgemeine  Aasdruck  für  das  Bildungs&:esetz  des  n  ten  Aende*- 
rangsgesetzes  fod  f{x^)  in  Bezug  auf  or.  Die  innere  Summe  nimml 
indessen  eine  fOr  die  Rechnung  zweckmässigere  Form  an»  wenvi 
man  die  Binominal  •Coefficienten  einführt.  Setzt  man  dazu  wie 
gewöhnlich 


a 


J-=[X],     *i*^  =  [X],     etc.. 


SO  wird  die  genannte  Summe : 

12  3 

jö,  w.-= — = — -- 

und  demnach  erhält  das  Bildungsgesetz  die  elegante  Form: 

_  '  12  3 

^"jfc=l  ik=p-f  9-f  r-f  «4- etc.      .  p  .   q  .  r  ... 

welche^  wie  man  sieht,  sehr  einfach  aus  unserm  allgemeinen  Aus* 
drucke  A)  hervorgeht. 


. . 


( 
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feber  die  Grundformeln  der  Theorie  der  freien  kramm- 

linigen  Bewegung  eines  Punktes. 

fem 
dem    Herausgeber 


n  In  meinen  V  urlesungen  über  analytische  oder  sogenannte  bühere 
peehanik  pO«ge  ich  die  tirundroriuehi  der  Theorie  der  freien 
(Mmnilinigeii  Bcwe^un^  eines  Punktes  aufeinen,  so  viel  ich  neiKS, 
b  jetzt  nicht  heknnnten  anaiytitichen  Ausdruck  zu  bringen,  wel- 
r  diese  Formeln,  «ie  es  mir  immer  i^eschienen  hat,  zur  An- 
idung  vonüfilich  geschickt  macht  Weil  es  mir  zur  Heraus- 
eines auslührhchen  Werks  über  die  mir  durch  langjährige 
ige  Beschäl'tigun!!;  mit  derselben  und  in  kurzen  Zivitichenräumen 
r  wiederkehrenden  üffentlichen  Vortrag  überaus  Heb  gewor- 
Ine  analytische  >]ecbunik  jetzt  an  Zeit  gebricht,  und,  nie  ich 
mit  ziemlicher  Be«>limmlheit  voraussehen  rauss,  auch  n-ohl 
Itig  immer  an  Zeit  gebrechen  nird:  so  will  ich  die  in  Rede 
Menden  Formeln  im  Folgenden  mir  mitzutheilen  erlauben,  was 
zweckmässiger  und  lehrreicher  Weise  nicht  gut  anders 
t^lich  sein  wird,  als  durch  eine  vollständige  Entwickelung  der- 
Zugleich  nehme  ich  mir  vor,  mit  dieser  ahnlichen  Mit- 
iKttngen  späterhin  Öfters  lortzufabren,  wenn  dabei  vielleicht  auch 
landies  zum  Theil  Bekannte  mit  vorkommen  mag.  Ich  thue  dies 
1  so  lieber,  je  mehr  ich  überzeugt  bin,  dass  die  Vervoll- 
ibinmnung  der  Mechanik  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser 
Wlichen  Wissenschaft  weit  weniger  in  materieller  als  in  formel- 
lj|.,Ricbtung  zu  versuchen  ist,  und  je  mehr  ich  zu  linden  glaube, 
|m  viele  jetzt  erscheinende  und  zum  Theil  sehr  angepriesene 
l^banische  Lehrbücher  in   keiner  der    beiden   angedeuteten   Be- 
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ziebungen  etwas  ivesiHitlich  Neues  leisten  und  nur  Bekanntes  in 
nenig  reriindcrter  Weise  reproduciren,  woliei  ich  alier  nochmals 
wiederhüle,  dass  ich  auch  für  die  vnn  mir  beabsichtigten  Mitth«- 
iangen  durchaus  nicht  überall  absiilute  Neuheit  zu  beanspruch« 
im  Sinne  hahe.  Von  meinen  vielen,  nun  bereits  fast  aSnimtlich 
schon  in  hUchst  ehrenwerthen  Lehrämtern  der  Mathematik  und 
Physik  stehenden  Schülern  hin  ich  vielfach  zur  Herausgabe  ein» 
ausffihrlichen  Werks,  nie  ich  es  oben  bezeichnete,  aufgefoTdett 
wurden;  meinen  Dank  für  diese  mich  ehrende  Aufforderung  sprecbl 
Ich  hier  allen  nnd  namentlich  auch  den  in  theitneise  sehr  weitet 
Ferne  von  mir  Wohnenden  dadurch  aus,  dass  ich  sie  bitte, 
folgenden  Mittheiliingen  und  ähnliche,  die  sie  späterhin  im  Arcbiie 
»och  linden  werden,  als  Erinnerungsblätler  an  jene  Stundet 
betrachten,  in  welchen  ivir  nns  durch  die  Beschäftigung  mit  e 
der  edelsten  Wissenschaften  genieinschaftlich  erhoben  föhlten. 


I 

Wir  nehmen  au,  dass  ein  Punkt  A  von  einem  in  Bezng  i 
das  EU  Grunde  gelegte  rechtu  ioklige  Coordinateosystem  der  a 
durch  die  Coordinaten  a,  b,  c  bestimmten  Punkte  (abc)  an  dncd 
eine  Momentan  kraft  F,  die  immer  als  positiv  betrachtet  tvird  i 
nach  ihrer  Richtung,  welche  mit  den  positiven  Theilen  ( 
durch  den  Punkt  (oic)  gelegter,  den  Äsen  der  x,  y,  s  parallel« 
Aien  die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  etnschlie«t 
für  sich  eine  geradlinige  gleich turmige  Bewegung  mit  der  f 
falls  immer  als  positiv  betrachteten  Geschwindigkeit 
bringt,  in  Bewegung  gesetzt  werde,  und  dass  am  Knde  einer  jeJci 
beliebigen,  von  dem  Zeitpunkte  des  Anfangs  der  Bewegung  il 
gerechneten ,  stets  als  positiv  betrachteten  Zeit  t  auf  deneelbei 
eine  stetä  als  positiv  betrachtete  Kraft  /'t  wirke,  ivelche  zugUiel 
mit  der  sich  stetig  verändernden  Zeit  (im  Allgemeinen)  sowolil  ilir 
Richtung,  als  auch  ihre  Grösse  stetig  verändert.  Die  von  der  Richlail 
der  Kraft  j'^i,  die  also  von  der  Zeit ;!  abhängig  zn  denken  ist,  mit  di 
positiven  Theilen  dreier  durch  den  Ort  des  Punktes  A  am  Eod 
der  Zeit  t,  dessen  Coordinaten  wir  durch  xt,  */t,  xi  bezetehni 
wolleu,  gelegter,  den  Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  eingl 
schlossenen.  180"  nicht  fibersteigenden  Winkel  wollen  wir  dvrt 
fii  ^'i  tf  bezeichnen. 

Wenn  wir  die  Kraft  F  in  dem  Anfangspunkte  {abc)  der  D 
fvegung  nach  den  drei,  durch  den  Punkt  [abc)  gelegten,  des  AK 
der  X,  y,  1  parallelen  Axen  in  drei  KrSfte  zerlegen  und  diei 
KrSlle  als  !]>ositiv   oder  als  negativ   betrachten,   jenachdem  ifal 
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IMikmgm  den  positiveo  oder  negativen  Theilen  der  drei  in  Bede 
Menden  Axen  entsprecfaeo»  so  sind  diese  drei  Seitenkräfte  be- 
bumilich  in  völliger  Allgemeinheit: 

Fcosa,  Fcosß,   Fcosy; 

nd  die  Geschwindigkeiten  der  von  diesen  Seitenkräften  nach 
Iren  Riebtungen  hervorgebrachten  geradlinigen  gleichfurmlgen  Be- 
legungen, welche  wir  immer  mit  denselben  Vorzeichen  wie  die 
Dtsprechenden  Kräfte  nehmen  wollen ,  sind  respective : 

Fcosa,   Fcos/?,    Fcosy. 

Zerlegen  wir  ferner  die  Kraft  Ft  in  dem  Punkte  (ir^tat)  nach 
m  drei,  durch  diesen  Punkt  gelegten,  den  Axen  der  x,  y,  z  pa- 
illelen  Axen  in  drei  Kräfte,  und  betrachten  dieselben  als  positiv 
1er  n^atlv,  jenachdem  ihre  Richtungen  den  positiven  oder  nega- 
ven  Theilen  der  drei  in  Rede  stehenden  Axen  entsprechen;  so 
ind  diese  drei  Seitenkräfte  in  völliger  Allgemeinheit: 

Ftcosg)t»,  FtcoBiltt,  Ft  cos  Xf 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte 
Hner  Bahn  drei  starre^  auf  den  Axen  der  x,  y,  z  senkrecht 
sehende  gerade  Linien  gelegt,  deren  Dnrchschnittspunkte  idit 
lesen  drei  Axen  wir  die  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Bahn 
itsprechenden  Projectionen  des  Punktes  A  auf  den  Axen  der 
,  yg  z  nennen  wollen,  und  stellen  uns  vor,  dass  die  drei  stieren 
»ra4ea  Lmien,  nnd  mit  denselben  also  auch  die  drei  Projectionen 
if  den  Axen  der  x,  y^  z,  in  diesen  Axen  sich  zugleich  mit  dem 
nnkte  A  bewegen,  so  legen  die  drei  Projectionen  in  den  ent- 
irechenden  Axen  der  x,  y,  z  während  des  Zeitiutervalls  oder  in 
sr  Zeit  t  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
Fenbar  die  drei  natürlich  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
achteten Wege 

xt  —  a^  yt  —  b,   zt-^c 
irfick. 

Am  Anfange  der  Bewegung  wirken  auf  die  drei  durch  den 
unkt  A  gelegten  starren  geraden  Linien,  und  also  auch  auf  die 
rei  Projectionen  die  drei  Momentankräfte 

Fcosa,   Fcoaß,  Fcosy; 

mnOge  welcher  nach  dem  Obigen  die  drei  Projectionen  in  der 
tlit  t  die  geh5rig  als  positiv  oder  negativ  l>etrachteten  Wege 

Fi^cos«,    VtcoBß,    Ficosy 
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za'rücklegen^  w<iraii8  sich,  in  Verbindang .mit  dem  Vorhergehen- 
den, mittelst  eilier  leicht  anzustelleoden  Betrachtung  auf  der  Stelle 
ergiebt,  dass  die  gehörig  als  positiv  od^r. negativ  betrachteten 
Wege,    welche   die  Projectionen  in.  der  Zeit  t  bloss  vermöge  der 

auf  sie  wirkenden  Kräfte  ^) 

•  . .  .  .     _  •   ■ .         1 

.    rtcosipt,    Ftcos'ilit»    rtcosp 


zorfickiegen,  in  Tölliger  Allgemeinheit 

-    :»'»  ..i^v.       ;  .  ■     .        ..  '    .       ...       _.     ...  .p 

a:t — o— Fi  cos«,  yt — b — Vtcosß,  zt  —  c — Vtcosy 

sind.    Also  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  geradlinigen  Bewe- 
giing  die.. folgende»  Gleichungen :  i   ;^ 

'n     1  r.        .       g^(yt— ft"-F<cos<?) 


> I '     i':  .■• }    I 


f  p  .«=„   :8»(zt— c—r< cos y). 


I 

oder^tit^pn  nir  der  Kürze  ivegen 

•  ■  ■  • 

2)    Jft=iFtcosg)f,   F«=:  FViosi(;t,  Zt=Ftcos%t 

setzto,  d.  h.  wenn  wir  die  drei,  nach  dem  Obigen  gehörig  als 
pois^tiv  oder  n^jgativ  betrachteten  Kräfte >  in  welche  sich  die  Kraft 
Fl  na6h-  den  drei  -durch  den  Punkt  {xtytzt)  gelegten,  den  Axen 
der-^i  ^,  <^  parallelen  Axen  zerlegen  lässt,  duvch  Xt,  Tt,  2it  be- 
ziBichneln:  "    ' 

y 8^(art— q—  Figcostf) 

3)    ^  Yt^ j^ , 

--      3?(^-!-crr  F<cosy)    . 

Nun  ist  aber,  weil  a,6«c;  a,  ß,  y  und  F  constante  Grössen  sind: 


m      \      '   » 


«)  Solfihc^.aU  Functiotien  4er  Zeit, gedachte. Kräfte,  welche  gewöhn- 
lich be«qlyle4i]^igejide .  Kräfte  (forces  äic^l^ratrices)  genannt  .^Verden,  ^pflege 
ich  mit  dem  mir  passender  scheinenden  Namen  Zeitkräftö)  im  Gegen- 
satze zu  den  Momentatikräften,  auh belegen»    « 


/dCxt — a — Vtcosa)     dxt      „ 
dt =  ST""  ^^^"' 


4)       8(y.-^ft^F<cos/g)^^.^^^^^p^ 


ar         *^  ae 


8(it  —  c —  Ff  CO«  y)     dzt     «f 
öT ^=7r; —  Fcosy; 


8e  "~a< 

ibo,  wenn  man  von  Neuem  differentihrt : 

SH^xt—a —  Ffcosa)  _  8*jPr 
■  Fi  """äfä' 


■  i 


l,<l 


») 


d^(yt—b—  Vtcoüß)  _Bhft 
dt  ""  8t* ' 


8<  —bf^  ' 


f't 


folgfich  nach  3): 

6)    *--ä^'    *^--8^*  ^'-8?'        . 

Wenn   die   Grössen  g>t9  if^»  Jijt,  Ft  als  Fanctionen  der  Zeit  t 
g^eben  sind,  so  sind  natürlich  auch  die  Grössen 

Xt=  Ft  cos  (ft,  ft— Ftcos-^t,  Zt=^Ft  cos 'jijt 
ab  Fonctlonen  der  Zeit  gegeben;  und  weil  nun  nach  6) 

oder 

ist,  so  ist,  wenn  .., 

.  ■    .  •  I      ...         \  ...       . ,     , . ' 

CoDstanten  bezeichnen: 


• . » 
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oder 

iixt  —  Cdt  +  dt/ÄtSt, 
dyt^C^dt  +  dtJYtdt, 
dxt=za^dt  +  BtfZtdt; 
also,  wenn  wieder 

Constanten  bezeichnen: 

!a:t=C-^CHfdtfÄ^t, 
ift==Ci  +  ait-ifdtfrM 

Weil  nun  nai:h  4) 

S(xt  —  a^Vt  cos  d)       dxt      „ 
^ W^ —  =  W"^  ^^^^"' 

•\'  \ .      ■ 

»  ■  I  ; 

8(yt-&~Ffco8/?)  _  ^, 

3(zt — c —  Fifcosy)       9it      _ 
ai — ^  =  g^-Fca8y 

ist,  so  ist  nach  7): 

Sj^,-ö-Vtco.ß)^  C,  -  Fco8^+/F^<, 

^  0^ -*i^  =  a^  -f  Fcos  y+fZiSt ; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  '* 

10)    Xt=^fXtdt,    Vt^/rat,    St=fZiSt 
setzen: 

S(arr-o—  Ff  cosjk)  ^  ^     '  ,  „ 

-^ g^'      — -±iC^  Fcosa  + jf«, 

^'-*g;^'y^^.=^<-FcosP4.y. 


I    ■•■■■• 


Nach  dem  Obigen  und  nach  der  Lehc^  von  der  geradlinigen 
Bewegung  sind  aber 

B(xt — g —  Ft  cos  a) 

d(yf^b—rtcoaß)  >  .    . 

5<       ~' 

djzt- c  —  TtcoBy)  * 

die  von  den  Projeoti#nen  dee  Pupktep  A  auf  den  Axeu  der  x,  y,  % 
Tennuge  der  auf  sie  wirkenden  Zeitkräfte  *)  Xt^  Yt,  Zt  am  Ende 
der  Zeit  t  et-rangten  Geschwindigkeiten  /  und  d^  didie  erlangten 
Geschwindigl^^ten  .am  Anfange  der  Bewegung, r^  d.  b.  nach  dem 
Obigen  Hlr  t=0,  natürlich  als  verschwindend  zu  betrachten  sind, 
80  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  drei'  folgenden  Gtei* 
dmngen : 

C  —  Fcosa+JPo=Ö, 
Ci— Fco8/J+|>o=0, 
C«—  Fcosy+5o=0; 
ans  denen'  sich 

C  =rFedsa-^JPo» 

Ca=Fcosy-.5o; 
also  nach  9)  und  10):  >  •   i 

/  art=c+(Fcosa— jro)«+yjrt3«, 

12)     j  yt=  Ci  +  ( Fcos/? - %)t  +fPt^, 

{  tr=Ci-f('^cosy-5o)*+/5iS^; 
oder,  wenn  wir 

13)   3(t'=rfXtdt,  Vt'=fvA%[==fS'tS^ 

setzen:  ^  \  - 

a:t=C  +(Fcosa-«o)i+**'. 

14)   \yt=c,+(rco8ß^'ifo)t+W, 

2f=Ci  +  (Fcosy-5o)<  +  5t' 
ergiebt.    Für  1^=0  ist  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

•)  Siehe  oben  die  Note. 


f  . 


1       '       • 
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•'     •'     v  a?o=sa,  yo=*»   «o=<?; 

und  wir  erhalten  also  aus  14)  die  Gleichungen: 

aus  denen  sieh 

C=:a-ro,    Ci=6-.ro.    <i=<?-S'o; 
folglich  nach  14): 

1  ...  ... 

16)    {,»«F*-V'o  +  (Fcos|S-W<+r«, 

*»  =c— S'o  +  (Fcosy-  5o)<  +  5'« 
agiebt/Behapqtlicb  M  ab«r:  , 

:  S't- 5'o= /^*  5t8<- 

Daher  kSnnen  die  Gl^chungen  15)  auch  auf  folgende  Art  a 
drückt  werden: 

xt=a  +  i Vcostt—Xo)t  +r  X^t, 
16)    {  y»=i  +  (Fcos/J-?>.)<+  fl^St, 

ft  =  c  +  (  Fcos y  — 5«)«  + /*  *  5t8t. 

Nach  der  bekanutien  allgemeinjiten  Reductionsformel  der 
gralrechnuDg  isl  aber:''  '      '  ^ 

fX^t=:Xtfdt-f8Xtfdt. 

ffSt=l?tfdt—/ST^tfdt, 

fS^t  =5tfdt  —fdStfBt; 

\    '.■     ■     ■         .*  '.^    ■ 

•t  ♦  •  J     '•.     .  -  -■     ■         , 

also,  weil  nach  10) 
ist: 


dir  ^ßmm  kmmmänigen  Bet^guaff  yehns  ßuakßts. 


lieh: 


JXtdt: 

'     f 

fVtdt 


f!""^' 


tXt  —ftXtSt,  . 

f 


\- 


= *-/' 


tXSty 


S^  =  tSt—/     tZtdt; 

O  t/    O 


daher  nach  16): 


wo 


1    '     » 


I  10)  ist  aber : 


>      '  I 


Xt-X^f^Xtät, 


>.t 


■  %*     1 1 


j . 


5f-5 
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ji; 


Mi 


^< 


*       .  • 


\\, 


\-\ 


VI-    '; 


.    '    4         '.         .    -  .    I    ." 


nach  dem  Vorhergehenden: 

a:t=a+(Feos«+  H Xtdt)t'^  C^  iXi^U 

«y  o  t/  o 

17)     <  yt:=2b+(rco8ß+  f^  rtdi)i^  P^Ytdt, 

I  t/  O  1/    o 

zf =c + ( Fcosy-f  /    z«a/)/  -  /    <z«a/; 


>     .  .  » 


J  / 


..»  »  \  —   ^—  \:  ■ ", 


v.> 


■'  \"yyi 


r 
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!  xt~a  +  (Fcosa+  1  F,co6ip,Stil- f  iFtcoaipidU 
ilt=b  +  (VcMß-i-ß  Ftcos'^tSt)t—/  (F,coH^,6t. 
it=:r.+  (Vcosy+/    Ftco6ifU)t  —  1    (F(Cosy5(; 

wobei  man  zu  bemerken  bat,  dass,  tveil  nacb  dem  Obigen  diO 
Alomenlaii kraft  F  als  gegeben  angeseben  wird,  nutiirlich  ancb 
immer  die  Gescbiriiidigkeit  V  der  von  derselben  bervorgebrach- 
ten  geradlinigen  gleich Tiirmigcn  Beweguag  als  gegeben  zu  betrach- 
ten ist. 

Vorstebende  Gleichungen  eiiid  die  (ileichungen,  welche  ich  in 
diesem  Aufsätze  hauptsachlich  entwickeln  wollte,  natürlich  nichts 
absolut  Neue»,  sondern  nur  weitere  Entt^ickelungen  der  längst 
bekannten  Gleichungen  6).  Bei  Änirendungeu  auf  besondere  FSll« 
bieten  alier  die  Gleichungen  IS)  weäenlliche  Erleichterungen  dar, 
indem  sie  eine  unmittelt>are  Einführung  der  gei;ebeueti  Grüssen 
gestatten,  wie  ich  nachher  an  ein  Paar  Beispielen  zeigen  weriie. 
Vorher  will  ich  indessen  noch  die  falgendeii  vveiteren  Belraohtungon 
beifügen,  die  keinesweges  neu  sind,  und  hier  nur  zur  Abscblies- 
suug  der  so  wichtigen  Theorie  der  freien  krunmillnigen  Bewegiing 
eines  Punktes  dienen  sollen,  was  vielleicht  manchen  Lesern  nicbl 
unangenehm  sein  nird. 

Wenn  man  aus  den  drei  Gleichungen  17}  oder  18),  nachdem 
dieselben  durch  Ausführung  der  erforderlichen  Integrationen  gebt- 
rig  entwickelt  worden  sind,  die  Zeit  (  eliminirt,  so  erholt  man  zwei 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  xt,  yt,  ii,  welche  die  Glel- 
chungen  der  Bahn  oder  Trajectoria  des  Punktes  A  sind,  so  dasa 
dieselbe  also  auf  die  so  eben  angegebene  Weise,  wenn  man  iiar 
die  sich  etwa  entgegen  stellenden  r  analytischen  Schwierigkeiten 
Tollständigzu  überwinden  im  Standeist,  immer  bestimmt  werden  kann. 

Die  ganzen  Fon  den  Prujectionen  des  Punktes  A  am  EDde 
der  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten  sind  nach  dem  Vorherge- 
henden offenbar: 


FfoflO!-t, 


:.w,'''r''.t^»T5 


hi^t — tf— Ffcosa)  _  dxt^ 
%t— 6  — FfcoBjä)     ayi 


5(zt— C— Ffcosy)      Sit 
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Btteichiieii ,  wir  nun  die  vom -Punkte  A  ia  seiner  Bahn  am 
Eoid  der  ZMt.t  erlangte,  immer  als  positiv  zu  betrachtende  Ge- 
idiimidigkeit  dsrch  Vt$  and  die  von  deren  Richtang  mit  den  po- 
shiven  Theilen  dreier  durch  den  Pmkt  .(jotgtu)  gelegter»  den 
Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180®  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  St»  ijt,  £t;  so  ist  offenbar  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  näher  Jt  der  Null  kommt: 

y)t^t .  cos  St  =  ^a:t , 

VtM .  cos  17t  =  Jyts 

oder 

^^  ^Xt  ^Vt  ^2t 

,j8l^y  wenn  nian  Jt  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  den  Grän- 
»BD  übiergeht,   mit  völliger  Genauigkeit: 

cxt  Byt  Bit 

19)    PicosSi=-^,  Vtcosfjt^:-^,  Ptcos£t=-gT- 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einander» 
so  erhält  man  mit*  Berücksichtigung  der  bekannten  Gleichung 

cos  St  * + cos  1/r  *  +  cos  &* = 1 
sogleich : 

md  daher  ferner  nach  19): 

Sxt 

COS  St  = 


V"(%=)" +(%)■+©' 


8y» 

21)     \  cosijtsc 


v(t)'+cty+(©- 


dzt 
cos£t  = 


■  i 


I)  i=f 


V  (wj  +  ^^lf )'     !•  •  "  ^' 
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Wenn  die  Richtungen  der  Kräfte  F  und  ¥i  »inauageaetit  in 
einer  und  dereeltien  Ebene  liegen,  so  kann  man  diese  Ebene  al« 
Ebene  der  xy  annehmen,  und  es  ist  dann  offenbar  allgemela 
1f=^^°,  also  nach  dem  Obigen  allgemein 

Zr  =  Fteosx(  =  0. 

Folglich  ist  nach  6)  allgemein  :- 


S^i,  _ 


0. 


woraus  sich,  wenn  c'  eine  Constante  bezeichnet, 

ergiebt.  Nun  ist  aber  nach  dem  Obif^en  und  nach  der  Theoria 
der  geradlinigen  Bewegung  die  von  der  Projection  des  Punktest 
auf  der  Axe  der  i  vermöge  der  auf  dieselbe  wirkenden  ZeitkriR 
Zt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit 

!'-  ^     ..,.,n       g(it— c— Ftcoay) 

*'     ■ er 

also,  weil  im  vorliegenden  Falle  ^=00",    co8]r=:0  ist,   , 

St     -St' 

und  da,  weil  in  diesem  Falle  Zi=0  Ist,  offenbar  aucb  die  in  Rede 
stehende  Geschwindigkeit  vertjchwinden  muss, 


V 


c'=0. 


folglich,  wenn  c"  wieder  eine  Constanle  bezeichnet, 
zt  =  c". 

Am  Anfange  der  Bewegung,  d^h.  Für  ^=0,  befindet  sich  ahet 
der  Punkt  A  offenbar  jedenralJs  in  der  Ehene  der  x^,  und  es  ist. 
also  i„  =  0,  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  k  constant 
ist,  allgemein  xt:=0.  Demnach  belindet  sich  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  der  Punkt  A  zu  jeder  Zeit  in  der  Ebene  der  xg, 
oder  seine  ganze  Hahn  ist  eine  Curve  von  einfacher  Krflromnngi 
In  diesem  Falle  reduciren  sich  also,  wenn  man  die  Ebene,  in 
welcher  die  ganze  Bahn  liegt,  als  Ebene  der  xy  annimmt,  ^a 
obigen  Systeme  dreier  die  Bahn  charaktcrisirender  GleichuDgen 
auf  die  beiden  ersten  Gleichungen  dieser  Systeme,  weil  schoOn 
doTcb  diesä  beiden  GlBlcbuilge^  die^'Bahn  vollständig  char&kterlairt 
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wird.  Alflo  bat  man  in  diesem  Falle ,  wenD,  wie  gesagt^  die 
Ebene»  in  welcher  die  ganze  Bahn  noth wendig  liegen  muss,  als 
Ebene  der  oy  angenommen  wird ,  nach  6)  die  beiden  Gleichungen : 

ferner  nach  17)  und  18): 

xt  =  a  +  (Vco6a+  r   Ätdt)t'' f     tXtdt, 

t/  o  t/  o 

yt  =  b  +  (Vco8ß+  f^  Ytdtn^  /tVtdt; 
oder 


23) 


S4) 


xtz=:a+(Vco8a+  i     Ft  cos  (ptdt)t—  f      tFtco6q)tdt, 

.      f  9t==  b  +  (r cosß+  I    Ftcosrlftdt)t^  f    tFt cos iptdt; 
endlich  nach  20)  und  21): 


aod 


cos  ^t  = 


dxt 


26) 


C0S1/t  = 


ht 


Bezeichnet  man  aber  in  diesem  Falle  den  von  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  Vt  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
liindorch  von  0  bis  360^  zählt,  durch  |t,  so  muss  man  im  Vorher- 
gehenden, wie  leicht  erhellen  wird,  für  cos^i,  cos 971  respective 
tomit,  8in&  setzen,  und  erhfilt  also  aus^): 

Theii  XII.  30 
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cos  $t  = 


v(ir+(tj 


woraus  auch 


,8)    tang|e=|g 


folgt. 

Wenn  wir,  indem  wir  wieder  zu  dem  obigen  allgemeinen 
Falle  zurückkehren^  die  Wirkung  der  Kraft  Ft  in  dem  Punkte 
{xtytzt)  nach  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Geschwindigkeit 
Vt  liegt,  die  offenbar  mit  der  Berührenden  der  Trajectoria  in  dem 
Punkte  (xtyt^t)  zusammenfällt,  indem  wir  zugleich  diese  Wirkung 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  ihre  Richtung 
mit  der  Richtung  der , Geschwindigkeit  Vt  zusammenfallt  oder  der- 
selben entgegengesetzt  ist,  durch  $t  bezeichnen;  so  erhellet  mit- 
telst einer  einfachen,  auf  die  Lehre  von  der  Zerlegung  der  Kräße 
gegründeten  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

29)  9t  =  Xt  cos  &  +  Yt  cos  rit  +  Zt  cos  ^t, 
und  folglich  nach  6)  und  21): 

dxt    S^a:t  ,  Syt    S^yt  ,  Szt   Sht 

30)  Ä= 


vc^y+cw+d) 


ist.  Bezeichnet  aber  St  den  von  deni  Punkte  A  während  des 
ganzen  Verlaufs  der  Zeit  i  vom  Anfange  der  Bewegung  an  stetig 
durchlaufenen  Weg  oder  Bogen  der  Trajectoria,  so  ist,  da  augen- 
scheinlich St  mit  t  immer  gleichzeitig  zunimmt  und  abnimmt,  der 

Differentialquotient  -^  jederzeit  positiv,  und  folglich  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

»« '-§ = VCt)"+(IO"+(t)' 
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Daher  ist  nach  den  beiden  vorhergehenden  Formeln: 

Aus  der  Gleichung 

folgt  aber  durch  Uifferentiation : 

dSt3^St=^Sa:t8^a:t+SytS^tft+Szt3hu 
also  nach  32): 

33)    St=-jpr' 

eine  Gleichung,    welche  zu  der  entsprechenden  Gleichung  in  der 
Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  eine  merkwürdige  Analogie  hat. 

Ans  der  Tergleichung  von  32)  und  33)  mit  einander  ergiebt  sich : 

dSt '  di^  ^dSt'  St^  +  8St  '  di^-r  St»  ' 
.'also  nach  6): 

oder 

Xtdxft-Vtdyt+Ztdzt^ — g^— > 
md  folglich,  weil 

Ist: 

^Jtdxt-t-  Ytdyt-^Ztdxt)  =  3 .  (j^Y , 

•Im,  wenn  K  eine  Constante  bezeichnet: 

i  L,  w^  nach  20)  und  31) 

34)    ».=§. 

bt,  -—  eine  Formel,  deren  Analogie  mit  der  entsprechenden  Formel 
in  der  Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  nicht  zu  verkennen  Ist,  — 

30^ 


1 


1 
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36)    »t«=Ä+2/(*ar«+Ft8y«+Z«art). 
Wenn  nun 

Ätdat-t  Ytdyt+Ztdzt  ] 

■  .     ■  ■  .  "^ 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  der  drei  yeränderlicheo    I 

Grossen  cct,  yt,  u  ist,   so  kann  man  j 

/(Xtdxt-^  Ytdt/t  +  Ztdzt)  =  f(a:ty  yu  u) 

I 

i 

setzen,  und  hat  dann  nach  35):  ^ 

36)    y)t^r=zK-\'1f{a:t,yt,  zt). 

Wenn  für  a:t=wi,  yt=n,  zt^=^k  die  Geschwindigkeit  'Vt  den 
Werth  Ü  erhält,  so  ist 

* 

also. 

oder 

folglich 

37)    »,  =  Vü"  +  2t/(a:t,  j^t,  «t) -A»«,  ».*)!• 


II. 

Wir  wollen  nun  die  (^leichungen  18),  um  ihren  leichten  Ge- 
brauch zu  zeigen,  auf  ein  Paar  Beispiele  anwenden,  und  wählen 
dazu  die  Wurfbewegung  im  leeren  Kaume  und  im  wid ersteh enrfeti 
Mittel,  wobei  wir /natüHlich  bloss  die  Fundamentalgleichungen  die- 
ser Bewegungen  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  ent- 
wickeln werden,  da  es  uns  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Theor 
rieen  dieser  Bewegungen ,  wie  sich  von  selbst  versteht,  Bier  nicht 
ankommen  kann,  wenn  wir  auch  vielleicht  späjCerhin  wieder  auf 
diesen  Gegenstand  zurfickkommen  werden.    ~      ' 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  Ft  constant  sei  und  stets 
nach  unter  einander  parallelen  Richtungen  nach  derselben  Seite 
hin  wirke.  Nehmen  wir  dann  die  durch  die  Richtungen  der  Kräfte 
F  und  Fq  bestimmte  Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  x^  der  Richtung  der  Kraft  i^o  paraUel  und  vob 
dem  An&nge  der  Coordinaten  ,an  nach  der/^beii  ße^0..tiiD;,iie- 


^^'iMett' krummlinigen  Bewegung  eine»  FMMes.         '4/6& 

pftS'  wie  dtcM  Rl^^htiiQgy'fio  ist  offenbar  e=0,  7:^:^0^^  '"^M  ^B^ik 
der  gemadilen  Voraussetzung  allgemein  g^tsO^  iffr=90^/'Xf=^tK'. 
Setzen  wir  nun  Ft  =^2G,  so  ist 


yFtcoatptBt—  r^Gdi^^GU 
o  t/  o 


Ftcosi\ftdt=ii» 


und 


r  Ftco8xtStz=iO 

ytFtco8<ptdt=^  f2Gtöt=:  Gi^> 
0  1/    o 


tFtcos  ifftdt  =zO, 


•> 


tFtcosxtdt=0, 

Also  ist  nach  18),  mit  Rücksicht  darauf,  dass  c=:0undy=900ist: 

xt=a+iFco8a+2Gt)l-^G{^, 
yt  =  64-  Vicosß, 

oder  kurzer: 

Jet  ==  a  +  (F  cos  a+Gt)t, 
yt  =6+  Ff  cos/3, 
zt  =0. 

Weil  hiernach  allgemein,  d.  h.  für  jedes  t,  zt=0  ist,  so  er* 
teilet,  dass  die  Trajectoria  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung 
9t,  weil  sie  ganz  in  der  Ebene  der  wy  Uegt,  weshalb  wir  ferner- 
in  bloss  die  beiden  Gleichungen 


;rt=:a-|-(Fcosa  +  Gt)t, 


C  art=o  +  (Fcosa- 
l  yt  =  ö+Vtcosß 


'iU    \'i 


der 

C  xt — a=(Fcosa  +  CfO*» 
2)  ^ 

C  yt^b=  Vtcoaß 

1  betrachten  brauchen. 

Lässt  man  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'   eines  neuen 
oordinatensystems  der  x'y'  mit  dem  positiven  Theite''d^  Äxa 
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der  y,  den  positiFen  Theil  der  Axe  der  ^  mit  dem  negaÜven 
Theile  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  und  bezeictinet  die  Coo^ 
dinaten  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  in  diesem  neaeo 
Systeme  durch  a',  b' x  so  ist 

also  nach  dem  Obigen: 


3) 


xt'  —  o'=  F^cosj3, 
yt'—b'  =  -  ( Fcos  a  -f  Gt)t 


Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Richtung  der  Kraft  F  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  gelegten,  dem  Systeme  der  x'y'  parallelen 
Coordinatensystems  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Theile 
der  in  Rede  stehenden  ersten  Axe  an  durch  den  entsprechenden 
Coordinatenwinkel  hindurch  von  t)  bis  360^  gezählten  Winkel  durch 
t;  80  ist,  wie  mittelst  einer  leichten  Betrachtung  sogleich  erhellet, 
in  völliger  Allgemeinheit: 


cosa=  —  sin«,  cosj?=co8t; 


also  nach  3): 


ixt'  — «=  F^cosi, 
yt'  —  6  =  (  Fsin  i— 


Gt)i; 


oder,  wenn  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  für  a',  b';  xt'i  yt'  wieder 
respective  a,  6;  xty  yt  schreiben,  und  nur  bemerken,  dass  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  der  constanten  Richtung  der  Kraft 
26r  parallel,  aber  entgegengesetzt  ist: 

!xt — a=Fifcosi, 
yt~6=(Fsini— «fOt 

Um  nun  die  Gleichung  der  Trajectoria  zu  finden,  müssen  wir 
ans  diesen  beiden  Gleichungen  t  eliminiren.  Aus  der  ersten  Glei- 
chung ergiebt  sich  aber: 


e= 


xt  —  a 


Fcosi 


•  9 


also,  wenn  man  dies   in  die  zweite  Gleichung  substitnirt: 

6)    yt— 6=(.Tf-aUangi jN^^^' 

welches  die  gesuchte  €rleichung  der  Trajectoria.  ist. 
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Dnreh  DiffierentiatioD  der  Gleichungeo  5)  nach  t  erhält  man: 


also 


und  folglich  nach  25): 


7)    »f=V  F«— 4GF«sint+4G«<«. 
Endlich  ist  nach  26): 

.  Fcost 

cos  et  =  — ..  f 

^      V^F«-4GF«sini+4(?»/« 

^^      * Fsin  i  -  26?^        _  , 

*^"*^~"  V^F*  — 4GF/sini+4G«<«' 


und 


9)    tang|f=tangi— "p^-.. 


In  diesen  Formeln  ist  die  ganze  Theorie  der  Wurfbewegung  im 
leeren  Räume  enthalten;  die  weitere  £ntwickelong  gehört  nicht 
hierher 5  ^veshalb  wir  jetzt  zur  Theorie  der  Wurfbewegung  im 
widerstehenden  Mittel  übergehen  wollen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  ausser  der  Momentankraft  F, 
die  für  sich  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit F  erzeugt  und  deren  Richtung  mit  den  positiven 
Theiien  dreier  durch  den  Anfangspunkt  (abc)  der  Bewegung  ge- 
legter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  die  180® 
nicht  übersteigenden  Winkel  et,  ß^  y  einschliesst,  auf  den  Punkt 
A  In  jedem  Punkte  {xtynt)  seiner  Bahn  eine  eonstante  Zeitkraft 
Ft'r=2Cr  wirke,  deren  Richtungen  sich  stets  parallel  bleiben  sol- 
len und  die  auch  immer  nach  derselben  Seite  hin  wirken  soll, 
wobei  wir  die  von  der  Richtung  der  Kraft  Ft'  mit  den  positiven 
Theiien  dreier  durch  den  Punkt  (xtytit)  gelegter,  den  primitiven 
Axen  der  Xy  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht 
fibersteigenden  Winkel  durch  cpt',  '^n',  %%'  bezeichnen  wollen;  end- 
lich soll  auf  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte  {xtytzt)  seiner  Bahn 
eine  Kraft  Ft"  wirken,  welche  dem  Quadrate  der  von  dem  Punkte 
^  \si  dem  Punkte  (xtytzt)  erlangten  Geschwindigkeit  proportional. 
Und  deren  Richtung  überall  der  Richtung  dieser  Geschwindi^eit 
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direot  entgegengesetzt  ist,   wobei  wir  die   von  der  Richtung  der 
Kraft  Ft"  mit   den  positiven   Theilen   dreier,  »durch    den  Punkt  I 
(octytzt)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y,  %  paralleler  Axeo 
eingeschlossenen,    180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  9>t^ 
*^t" 3  %t"  bezeichnen  wollen. 

In  dem  Punkte  {xtytzt)  lassen  sich  nach  drei  durch  densel- 
ben gelegten,  den  Axen  der  x^  y^  %  parallelen  Axen  die  Kräfte 
Ft'  und  Ft"  respective  in  die  Kräfte 

Ft'cosyt',    Ft'cosi^f',    F'cosx«' 
und 

Ft"c08(pt",    Ft"C08^t"»    Ft"co8%t'' 

zerlegen,  und  die  Kräfte,  in  welche  sich  nach  denselben  drei 
Axen  die  Resultirende  der  Kräfte  Ft'  und  Ft"  zerlegen  lässt, 
sind  also: 

Ft' cos  (ft'+Ft"  cos  g)t", 

Ft' cos 'tlft'  +  Ft"  cos'tlft'^ 

Ft' cos  %t' +  Ft"  cos  %t". 

Folglich  muss  man  in  den  «allgemeinen  Gleichungen  der  freien 
krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  offenbar 

FfC0S9r=  Ft'cosg)t'  +  Ft"cosq)t'\ 

Ftcos'ilJt  =^  Ft'  cos  ipt'  +  Ft"  cos'^t", 

Ft  cos  Ttf^Ft*  cos%t   ■{•  Ft"  cos%t" 

setzen.  Dm  nun  aber  die  Untersuchung  möglichst  zu  vereinfachen, 
nehmen  wir  die  durch  die  Richtungen  der  Kräfte  F  und  FJ  be- 
stimmte Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  x  der  Richtung  der  Kraft  Fq  parallel  und  von  dem  An- 
fange der  Coordinaten  aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
hin  liegend,  wie  die  Richtung  dieser  Kraft;  dann  ist  offenbar  e=0, 
y=90^,  und  wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  allgemein 
^t'  =  180o,  i/;r'=90o,  %t'=^^.    Also  ist 

F«'cosg)t'=— 2C,  Ff'cosi^t'=0,  Ft'cosxt'=0. 

Well  ferner  nach  der  Voraussetzung  Fi"  dem  Quadrate  der 
von  dem  Punkte  A  in  dem  Punkte  (xtytzt)  seiner  Bahn  erlangten 
G(dsch windigkeit  proportional  ist,  so  ist,  wenn  fA  eine  gewisse 
constante  Grosse  bezeichnet. 
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Ancb  Ist  nach  der  Voraussetzung  die  Richtung  der  Kraft  Ft"  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  Vt  direct  entgegengesetzt,  und 
folgfich,  wenn  |f,  tjt,  it  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeu- 
tung haben: 

gif-^rsiaoo-fe,  ^"zz^mp^ftts  »-'siaoo-jt; 

auo 

Fi*'cosg>«''  =  — ^Pt*cos&,    Ft''cos^*'=— l*»«*cosi2«, 

Ft"  cos  x«''=  —  ^l?r*cos  J|. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

Ftcos9<= — 26? — ^Vi'cos^, 
Ftcosi(;t=  —  {C&t^cos  fit, 
FtC08%t  =  — ^)?t*cosJit. 

Nach  20)  und  21)  erh&lt  man  aber  sogleich : 


Diese  Ausdrücke  müsste  man  in  die  Gleichungen  18)  einfuh- 
ren 9  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  A  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  zu  erhalten.  Um  indess  diese  Giei- 
cbangen  etwas  einfacher  schreiben  zu  können,  wollen  wir  wie  ge- 
wöhnlich den  ganzen  in  der  Zeit  i  vom  Anfange  der  Bewegung 
an  von  dem  Punkte  A  zurückgelegten  Weg,  welcher  immer  als 
positiv  betrachtet  wird,  durch  St  bezeichnen,  wo  dann  bekanntlich 

und  folglich  nach  dem  VorheTgehenden 

Ftco8tpt—Xt=—2G — n-^  •  -KT» 


„       ,      „  3y«  BSt 

„  <7  Szt  SSt 

Ftco8xt=Zt:=-tiöt'-öf 
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Ar  TMm  iarumnUMpen  Beweffung  eines  FmMßi.         IBI 

Die  ToIlstSDclige  Entwickelung  der  vorstehenden  Gleichnngen 
auf  dem  W^e  der  Integration  ist  bekanntlich  Schwierigkeiten  un- 
terworfen« die  man  .bis  jetzt  aqch  noch  nicht  zu  überwinden  im 
Stande  gewesen  ist;  der  Grund  dieser  Schwierigkeiten  erhellet  aus 
1er Form  dieser  Gleichungen  zu  deutlich,  und  so  ganz  von  selbfiit» 
iass  darüber  hier  mehr  zu  bemerken  ganz  unnothig  ist.  Eben 
iber  deshalb,  weil  man  bei  der  Entwickelung  dieser  Gleichungen, 
to  weit  dieselbe  möglich  ist,  besondere  Kunstgriffe  anwenden  muss, 
schdnt  es  in  diesem  Falle  vortbeilhafter  zu  sein,  nicht  die 
»bige  Form  derselben  zu  benutzen ,  sondern  auf  die  gewöhnliche 
i*orm  6),  unter  welcher  sie  sich  in  den  bisherigen  Lehrbüchern 
ler  Mechanik  dargestellt  finden,  zurückzugehen,  nämlich  auf  die 
lus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebende  Form : 


H) 


8^xt 
8fa=- 

-2G- 

''dt' 

dSt 
dt 

f^  dt 

dSt 
'  dt' 

8h 

du 

dSt 

St- 

Diese  Gleichnngen  weiter  zu  entwickeln,  ist  jetzt  hier  nicht 
Dein  Zweck.  Der  strengen  Theorie  wegen  will  ich  jedoch  Ar 
etzt  nur  zu  bemerken  nicht  unterlassen,  dass  gewöhnlich  ohne 
Fetteren  Beweis  bei  dieser  Aufgabe  angenommen  wird,  dass  die 
Prajectoria  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung  sei,  wie  z.  B. 
nch  Poisson  thut,  wenigstens  in  der  mir  nur  zur  Hand  seien* 
en  Ausgabe  (1811)  seines  Lehrbuchs,  pag.  340;  da  dies  mir  nicht 
er  Strenge  gemäss  zu  sein  scheint,  so  will  ich  hier  streng  be- 
weisen, dass  die  Trajectoria  ganz  in  einer  Ebene  liegen  muss. 
fach  der  dritten  der  Gleichungen  11)  ist: 


^**  s 


s««         dSt     ,    "(a//       -„ 


dt  dt 

ilglich  durch  iDtegration,  wenn  Ci"  eine  Constante  bezeichnet: 

ll.(^y=(\"-iiSt,    oder   l.(^*)'=2Ci''-2^S,; 
ad  folglich,  wenn  e  seine  bekannte  Bedeutung  hat: 

Iso,  wenn  wir  C"=^e^^^'  setzen: 


Ua        Grünen :   Oeöer  die  Grundftfrmeln  der  Tkeorie  elc. 


CSJ=e'.-.: 


,Die  von  der  ProjectioD  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  z  ven 
der  Zeitkraft  Zt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigke; 
iiacli  I.  bekanntlich 

.  .  .  8(zt — c—  Ff  cos  y) 

dt  "' 

also^     weil    unter    den    gemachten    Voraussetzungen    y  = 
(Bos  jr=0   ist:  • 

dzt 

w 

Weil  nun  diese  Geschwindigkeit  f&r  ^=0  offenbar  verscl 
det,  so  verschwindet 

dzt 
dt 

für  ^=09   und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  also 

C'€r-^f*^9  =  0, 

folglich,   indem  man  beachtet,   dass  So==0>    ^^^  nicht  etw« 
endlich  ist,  C=^0.    Wegen  der  Formel 

dzt 


CIO  =^-''''^' 


ist  daher  allgemein,  d.  h.  für  jedes  t, 

8«  —  "' 

also  Zt  eine  Gonstante.  Weil  nun  unter  den  gemachten  Voi 
Setzungen  ZQ=rc:=:0  ist,  so  ist  allgemein  2^=0,  und  die  Tr 
toria  liegt  also  ganz  in  der  Ebene  der  xy,  ist  folglich  eine  ( 
von  einfacher  Krömmnng.  Daher  reichen  zu  ihrer  ßestimi 
die  beiden  Gleichungen 

12)  ; 

^W^"^  dt'  dt  ' 

oder  auch   die  beiden  ersten   Gleichungen  des  Systems  10) 

Ich  werde  vielleicht  späterhin  wieder  auf  diesen  Gegem 
zurückkommen. 
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Elementare  Betrachtungen   über  die  Bildung  der  Be- 
dingungsgleichiingen  aus  gegebenen  Beobachtungen. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Einleitung. 

Id  der  Acfidemie  der  Wissenschaften  zu  Paris  haben  neuer- 
iebst verschiedene  Verhandlungen  über  die  Methode  der  kleinsten 
Joadrate  vorzüglich  zwischen  den  Herren  Cauchy  und  Bien- 
ym^  Statt  gefunden.  Es  ist  jedenfalls  im  höchsten  Grade  er- 
reolich,  dass  namentlich  der  zuerst  genannte  grosse  Mathemati- 
er,  der  fast  die  ganze  Analysis  mit  seinem  überall «  wo  er  sick 
iowendety  tief  eindringenden  kritischen  Geiste  durchforscht,  viele 
:;hwache  Seiten  derselben  aufgedeckt,  aber  auch  vielen  Partieen 
lit  grossem  Glücke  die  erforderliche  Strenge  und  Evidenz  gege- 
m  bal,  jetzt  seinen  ungemeinen  Scharfsinn  der  genannten  wichr 
;en  Methode  zuwendet.  Ausser  mehreren  anderen  Aufsätzeu 
idet  sich  insbesondere  in  den  Comptes  rendus  des  s^ao» 
3S  de  l'Academie  des  sciences.  Tome  XXXVII.  No.  5. 
«•  Äodt  1853.)  pag.  150.  ein 

,,Mönioire  sur  les  coefficients  iimitateurs  ou  re- 
tricteurs  par  A.  Cauchy*S  welches  sein  berühmter  Verfasser 
it  den  folgenden  Worten  schliesst: 

,,0e  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  resulte  que  la  möthode  des 
oindres  carr^s,  appliquee  ä  la  resolution  d'equations  Unfaires 
mt  le  nombre  surpasse  celui  des  inconnues  ^  fournira  töujours  les 
MBoltats  les  plus  probables,  si ,  la  loi  de  facilitö  ^tant  la  .mdme. 
>ur  les.  diverses  erreurs  que  comportent  les  quantitäs  fouroies 
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par  les  expeciences  ou  les  oliservatintis,  Ton  ne  peilt  asslgner  ik 
ces  erreuK  aucune  liniite  iiireripure  n'i  superieure,  et  s\  d'ailleura 
la  probabilüe  d'utie  crreur  comprrse  eiitre  deox  üniites  inGnimeitt 
voiäJncs  est  pro portinn eile  h  une  exponeiitielle  ni^jiöneime  dont 
l'exposunt  snit  le  prnduit  dun  coellii^ient  negatif  par  le  carrä  de 
cette  nieiiie  erreur.  Lorsquc;  ces  eonclusioiiM  ne  sont  pas  r 
plies,  la  niethnde  des  moindreecarrespout  foumirpoar 

les  incnniiues  x,  y,  i v,  w  des  valeurs  qui  diff^rent 

seiinibtenicnt    den    valeurs    les    plus    probultlee.      C'est 
eflfectiv«nient  ce  que  i'on  peut  coiiclure  tics  forntules  ätalilies  d 
ce  Memoire  et  ce  que  j'expliquerai  plue  eti  detail  dans  ud  prochain 
article  *)■" 

Auch  in  einem  spSteren  Aufsätze  {Comptes  rendus,  Mo.  7. 
16.  Aoüt  1853.  p.  272,)  sel.i"Rt  Cauchy  zu  dem  Schlüsse: 

„Doiic  la  valeur  la  plus  probable  x  de  l'inconnue  x  peut  dif- 
r<ärer  sensibjenient  de  celle  que  fournit  la  mctbnde  des  moindrea 
carres." 

Dass  die  Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  laast,  ist  nobl  schon  vielfaclt 
{>eroblt  worden,  wie  die  terscbiedenen,  namentlich  in  neuerer  Znt 
erschienenen  Versuche,  dieser  Methode  eine  andere  Begründnngi 
M  geben  ") ,  hinreichend  beweisen.  Mir  scheint  aber,  das«  die  md- 
sten  dieser  Versuche,  hei  aller  ihrer  sonstigen  Verdieustlicbtceit,  neb 
im  Wesentlichen  nur  sehr  wenig  von  der  ursprünglichen  ßee^ündnilg 
unterscheiden,  uetchc  der  genannten  Methode  durch  ihren  berSlim- 
ten  deutschen  Erttnder  mittelst  der  Principien  der  Wuhrscbehilich- 
keitsrechnung  gegeben  worden  ist;  und  dass  eine  im  eigentlichen 
Sinne  kritische  neue  Bearbeitung  und  Untersuchung  dieser  Meibi)4e 
bisjetzt  noch  Niemand  hat  zu  Theil  werden  lassen.  Desto  erfreulicher 
ist  es,  wie  schon  gesagt,  dass  Cauchy  sein  ungemeines  brit^cfaea 
Talent  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zuzuwenden  jetst  aii< 
gefangen  hat  und  kQnflig  noch  mehr  zuircnden  zu  nollcn  eeheinti 
wobei  man  freilich,  da  die  Sache  noch  zu  neu  ist,  und  die  h 
treffenden  analytischen  Arbeiten  bis  jetzt  eigentlich  nur  im  Au» 
zuge  vorliegen,  die  weitere  Vorlegung  derselben  und  die  weitere 
Entwickeluug  der  betreffenden  Verhandlungen  erst  noch  wird  ah- 


•)  H,  ■■  Comiitcs  rcudiia.  Nu.  6.  (H.  Aiiüt  lfl&3.)  pag.  I9R, 
*•}  Der  neuente  VeriiiRh  difsiT  Art  ist  v<m  llorrn  P.  £.  Biver, 
Lieutenant  au  corps  d'E  tnl-Major  Ijelge  gemacht  worden  b 
der  AI)hQndtung:  Thönrie  analjtique  des  moindres  uarrtli 
(Jonrnal  do  MaLbiSnintiqucB  v"*^  LiciiiTille.  Mai.  1853.  p.  IBB.), 
wo  aneli  der  neue  Begriff  des  risque  d'erreur  ningefährt  wird. 


Bildung  der  BedhigungspleUli,  ims  pegebenen  BeoöaclUtingen.  435 

rarten  müssen.  Jedenfitlle  aher  siheirtt  schon  jetzt  so  viel  zn  rr- 
leiten,  dass  die  nielir  erniihute  ivichtige  Methode  nur  mit  Vorsicht 
ingewandt  werden  darf,  eine  Ans'n^ht,  die  auch  ich  seihst  stets 
^haht  und  bei  verschiedenen  Gelep;enhpiten,  wo  mir  manche  ge- 
adeüu  unsinnige  Antveiidui!<^n  dieser  Methode  »uf  FÜle,  vto  sie 
-gar  nicht  hin  gehörte,  entsegen  traten,  auszusprechen  nicht  An* 
stand  freuonimen  habe,  en  duss  ich  mich  jetzt  um  so  mehr  Treue, 
in  dieser  Ansicht,  nie  es  mir  wenigstens  scheint,  mit  einem  der 
giüssten  Mathematiker  unserer  Zeit  zusarotnensutreffeu ,  wobei  ich 
ungleich  noch  bemerke,  duss  Cauchy  ausdrücklich  fGr  viele  Fülle 
Hinei^  bekannten  trefflichen  Inteqiolationsmethode  *)  als  einem  ge> 
.flignetern  Hßlfsmiltel  den  Vorzug  zuspricht  ").  Weitere  Mittheilun- 
gen,  namentlich  in  analytischer  Beziehung,  zu  machen,  ist,  aas 
ie»  oben  angegebenen  Gn'inden,  jetzt  noch  nicht  an  der  Zeit,  und 
dienelben  milssen  einer  späteren  Gelegenheit  aufbehullen  bleiben. 
Auch  habe  ich  In  der  vorliegenden  Abhandlung,  wenn  deren  Mit- 
Iberlnng  auch  durch  die  obigen  Retrachtungen  Ibeilweii^e  veran- 
lasst worden  ist,   lur  jetzt  einen  anderen  Zweck. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  weil  dieselbe  inallon  empirischen  Wissenschaften  so  häufig 
Torlheilhufie  .Anwendung  finden  kann,  ist  schon  Öfters  eine  ele- 
mentare Begründung  derselben  gewünscht  und  versucht  worden, 
L  B.,  um  nur  eines  Versuches  dieser  Art  zu  erwShuen ,  von  dem 
berQhmten  Ivory,  den  mun  u.  A.  aus  der  „Astronomie  pra- 
tique.  Par  Francoeur.  Paris.  1830.  8.  p.  420. "  kennen  ler- 
nen kann.  Ich  halte  alle  diese  \  ersuche  fiir  verfehlt  und  veruu- 
glückt,  und  bin  der  Meinung,  dasa  gerade  in  diesem  Falle  die 
fiefsten  Anschauungsweisen  der  höheren  Mathematik  an  ihrem 
Orte  sind,  und  dass  hier  ohne  Anwendung  der  hüberen  Analysis, 
namentlich  wo  es  sich  um  eine  kritische  Untersuchung  handelt, 
die  immer  auf  die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird 
zvrfickkomroen  müssen,  ein  glücklicher  Fortschritt  nicht  gemacht 
nerden  kann.  Dagegen  ist  es  für  den  weniger  Geübten  immer 
yaa  Wichtigkeit,    eine  allgemeine  theoretisch  begründete  Ansicht 

der  genannten  Methode  zu  haben.  Aus  diesem  Grunde  bin 
icb  schon  früher  zu  verschiedenen  elementaren  GetrachtuDgen  über 


*)  M.  *.  Archiv.  Tbl.  II,  Kr.  II.  S.  41. 

*')  Bei  den.  den  wahren  Kenner  ziiwoticn  mit  Schrecken  erfüllenden  An- 
,  velchc  jetzt  auf  Giitl  weiss  was  alles  für  Hinge  von  der  Me- 
aten  Quadrate  in  der  Katnrwiascnsi-haft,  jn  nuch  in  der 
LwHlwirth Schaft ,  gemncht  werden,  iat  voraä^licli  die  Verwechslung 
Aeier  Methode  mit  einer  Inlurpolatiensmetbode  lU  rügeni  In  diuof 
Beiiehung  Ut  recht  cigcnlltcb  jetzt  auf  Canch;  KU  verweisen. 
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diesen  Gegenstand  gelUhTt  morden ,  welche  hloes  die  gewühnlicheo 
BTithmelischcn  Elementarkenntnisse,  insliesondere  die  in  vielen 
Beziehungen  so  vvichtige  und  iuteressante  Lehre  von  den  Bedin- 
giingen  der  Ungleichheit,  in  Anspruch  nehmen,  erkläre  aber  auf 
dne  Beetinimtesle,  dass  ich  durchaus  nicht  in  der  Meinung  befan- 
gen bin,  im  Folgenden  eine  Begründung  der  Methode  der  litein- 
sten  Quadrate  im  eigentlichen  Sinne  geliefert  zu  haben,  »as  ge- 
rade meiner  Grundansicht  über  diesen  Gegenstand  entgegen  sein 
Würde,  da  ich  überzeugt  bin,  dass  eine  kritische  Begründung, 
welche  das  ^Vab^e  von  dem  Falschen,  das  Genaue  von  dem  Un- 
genauen sondert,  nur  mittelst  der  hüheren  Analysis  etwa  auf  dem 
Wege,  wie  ihn  jetzt  Caucby  anbahnen  zu  wollen  scheint,  mDg- 
lich  ist.  leb  habe  hier  nur  „Elementare  Betrachtungen 
über  die  Bildung  der  Uedi  ngungsgleichungen  aus  ge- 
gebenen Beobacblungen"  im  Allgemeinen  anstellen  wollen, 
wobei  man  freilich  auch  auf  die  Grundformein  der  Alethode  der 
kleinsten  Quadrate  geluhrt  wertlen  wird,  und  wurde  mich  freuet 
wenn  ich  durch  diese  Betrachtungen  die,  welche  Anwendungan 
der  genannten  oder  ähnlicher  Melhnden  i.a  njachen  die  Absicbtt 
aber  weder  die  Zeit,  noch  vielleicht  auch  die  Kraft  haben,  in 
grDssere  Tiefen  hinabzusteigen,  in  ihren  Bestrebungen  einige^ 
massen  geitirdert  haben  sollte;  noch  mehr  aber,  wenn  es  mir 
vielleicht  gelingen  sollte,  durch  diese  Betrachlungen  die  Ansidit 
über  die  in  Rede  stehende  und  ähnliche  Aletboden  hin  und  wieder 
etwas  fester  zu  stellen,  wozu  mir  dieselben,  ungeachtet  ihrer  mehr 
elementaren  Natur,  allerdings  nicht  ganz  ungeeignet  zu  sein  schei- 
nen, wenn  ich  mir  auch  durchaus  keine  Illusionen  über  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  derselben  mache,  worüber  ich  das  Urtheil 
ganz  und  gar  Anderen  anbcim  stelle;  ich  habe  bloss  die  Absicht 
gehabt,  nach  der  angedeuteten  Richtung  hin  der  Sache  einige> 
massen  zu  nützen.  Zugleich  wird  das  Folgende,  wie  ich  boff^ 
eine  lehrreiche  Anwendung  der  so  vielfach  wichtigen  Lehre  von 
den  Mittel  grossen  und  von  den  Bedingungen  der  Ungleichheit 
darbieten,  wobei  ich  bemerke,  dass  man  alle  hier  zur  Anwendung 
kommenden  Sätze  in  der  dem  genannten  Gegenstande  gewidmeten 
Abhandlung  im  Archiv.  ThI.  L  Nr.  XL.,  auf  die  ich  mich  dober 
hier  im  Allgemeinen  beziehe,   bewiesen  lindet 


Wir  wollen  annehmen,  dass  .^  eine  in  der  Natur  vorkommende  ] 
völlig  bestimmte  unil  insofern  also  als  constant  oder  t. 
lieh  zu  betrachtende  Grösse  sei,  und  dass  zwischen  dit 


Büdunit  der  BeäinffUMg9§fleicfi,  aus  geffebenen  Beobmchlunffen,  iSff 

nod  zwei  anderen  Grossen'  A^  B  eine  durch  ein  bekanntes  und 
als  theoretisch  demoustrirt  zu  betrachtendes  Naturgesetz  bedingte» 
durch  die  Gleichung 

aoS^edrbchte-Enatytischc  Verbindung  oder  Beziehung  Statt  finde. 
WaiB  die  GrOssen  A  und  ß  betrifft,    so  wird  zwischen  denselben 
fan  Allgemeinen  eine  gewisse  gegenseitige  Abhängigkeit  vorausge- 
setzt,  8ö  däss,  vi^enn  man  ftir  i?  gewisse  willköhrlich  zu  wShIende 
verschiedene  Werthe  setzt,  A  gewisse  verschiedene  entsprechende 
Werthe  erhält,   welclie  letzteren,    indem  man  fQr  B  gewisse  ver- 
iehiedene,  «ach  WilJkChr  gewählte  bestimmte  Werthe  gesetzt  hat, 
durch   Versuche   oder   Beobachtunnen    bestimmt  werden  -  müssen. 
Eben. weil  die  Werthe  von  £  als  nach  Willkühr  sewählt  oder  ee- 
Mtit .gedacht  werden,    sind  dieselben  als  völlig  fehlerirei  zu  be- 
tnichteiii-9  wogegen  die  entsprechenden  >  durch  Versuche  oder  Beob- 
achtungen bestimmten  Werthe  von  A  im  Allgemeinen  jederzeit  als 
Bit  Fehlern  behaftet  anzusehen    sind.      ^Vir   haben    oben  gesagt, 
dtss  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen 
.d^n  .Grossen  ^and  B  vorausgesetzt  werde,  so  dass  zu  bestimm- 
ten verschiedenen  willkührlich  gewählten  W^erthen  von  B  gewisse 
TerBchiedene,.  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  zu  bestimmende 
■Vf^erlhe  von  A  gehören,    bemerken   nun   aber  noch    nachträglich, 
ilkss  dadurch  keineswegs  der  Fall  ausgeschlossen  wird^   dass  B 
sriner  Natur  nach  eine  constante,  eine  willkübrliche  Annahme  also 
flicht  zulassende  Grösse  ist. 

Um  mich  möglichst  deutlich  zu  machen,  wähle  ich  zuvörderst 
das  folgende,  übrigens  durchaus  bloss  fingirte  und  in  der  Natur 
selbst  wohl  kaum  irgend  wie  vorkommende  Beispiel,  was  aber 
hier  nichts  zur  Sache  thut.  Es  sei  x  eine  für  die  ganze  Erde 
Tuliig  bestimmte  oder  constante  und  unveränderliche  Grösse,  welche 
also  auf  der  ganzen  Erde  oder  vielmehr  für  die  ganze  Erde  ein 
und  denselben  bestimmten  Werth  hat,  -die  aber  zu  der  Breite  B 
und  der  Pendellänge  A  eines  jeden  Orts  auf  der  Erde  in  der 
dorch  die  Gleichung 


A-Bx—Q 


1 1 , 


aosgedräckten  analytischen  Beziehung  steht,  welche  Gleichung 
als  ein  Naturgesetz  oder  als  theoretisch  unzweifelhaft  demonstrirt 
zu  betrachten  ist.  Um  nun  x  zu  bestimmen,  werden  wir  uns  an 
einen  willköhriich  zu  wählenden  Ort  auf  der  Erde  begeben ,  des- 
«SBrtBfielte  jB.  bekannt  i^t,  und  au  diesem  Orte  durch  Versuche 
die  Pendeüänge  A  bestimmen,  worauf  wir  aus  der  Gleichung 
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etballen.  VVSre  Jie  Breite  B,  wolche  wir  als  Ureite  des  Ofls, 
wo  wir  die  PeadellSnge  ^  durch  Verbuche  bcstininilen,  unnefimtfi), 
selbst  mit  einem  Fehler  behaftet,  so  würde  rleüsenungeachtet  J 
als  fehlerfrei  zu  betrachten  sein,  indem  uich  der  Fehler  mit  at 
die  durch  Versuche  an  dem  In  Rede  stehenden  Or4e  heütimint« 
Pendellänge  A  übertragen  wSrde,  insofern  wir  diese  Pendellänae 
als  der  hesliinmten,  durch  B  aus;>edriicl(teu  lireile,  unter  weldiei 
sie  nicht  wirldich  bestimmt  wurden  ist,  ent»:precheiid  anoehmeo. 

Bedeutete,  um  eitj  anderes  Bei»|ii<^l  zu  betrnt^liten,  x  die  Pnl- 
hUhe  eines  bestimmten  Ort«  auf  der  Erde  und  A  die  an  diesem 
Orte  durch  Beobnchtun  gen  zu  bestimmende  PoIhSfae  de«- 
selbenj  so  hhtte  man  zwischen  ^  und  sc  die  Gleichung  A=x  od«r 

und  es  wörde  alsu  in  dieseni  Palte  im  Obigen  ß  den  constanien 
Werth  I  haben. 

Indem  wir  nun  die  Betrachtunfr  wieder  im  Allß;enieineD  aiif- 
nebnien,  wollen  wir  uns  denken,  dnss  man  in  der  theoretisch  de^ 
monstrirten  Gleichung 

A~Bx  =  0 
Tür  B  die  wi|]kührli<:h  i;ewS)ilten  beslimmten  Werthe 

f>i,  A2.  6a.  A*,.-/'« 
gesetzt,  und  die  eiitä|nechendeii  Werthe 

Oi,  fl-i,  «3.  «4 n„ 

Ton  A  dnrch  Versuche  oder  Beobachluugen  ermittelt  habe.  Aul 
diese  Werthe  von  A  werden,  als  Residlate  von  Versacben  od« 
Beobachtungen,  im  Allgemeinen  mit  Fehlern  behaflet  sein,  die  wll 
reepective  durth 

Ti  ■  7*2-  T's'   9«' ■■-?"" 
beseicbnen  wollen,  so  dass  aleo  die  wahren  oder  richtigen  AVerHte 
ron  A  respectice 

ff|  ■V'Pi,  «aHVa.  «3  + 9^3.— .«■■  +  9'" 
sind,    und  wir  zat  Bestimmung  von  x  die  folgenden  Gletcbuiig« 


■     •    \ 


«3  +  9^8— 6«^  =  0, 

U.   8.     fV. 

eoen  sich 

^_<»s  +  ys_«8 1  ys 

u.  8.  w. 
On  +  yn «kl    .  <P»i 

it  Well  es  nun  aber  in  der  Natur  aller  Versnobe  und  Be* 
lioDgen  liegt,  dass  man  die  Febler 

Vi»  yt>  9s»  y^f'—^*" 

t  gar  nicht  kennt,  bei  in  jeder  Beziehung  mit  aller  nur  mög- 
L  Sorgfalt  und  Genauigkeit  angestellten  Versuchen  und  Be« 
tungen  aber  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  seih  wird, 
die  Fehler 

<Pi>  9*>  ys»  94»  ••••y« 

[ull  sehr  nahe  kommen,  d.  h.  ihren  absoluten  Werthen  nach 
klein  sind:  so  bleibt  nichts  Anderes  übrig,   als  die  Bräche 

^        £2        ^       O4  Oll 

6i  *   A2  *   Ä^  *  A4'***' 6» 

Iherungswerthe  von  x  zu  betrachten,  weiche  mit  ..den  (mi- 
nten)  Fehlem 

5P1     5^2     9?    5?4   ^^    gpn 

Äi  *    62  *    As'  P\  '  "     A«  ' 
ir  respective  durch 

Ä>  A»  /s»  #4» ••••/« 

Anen  wollen»  behaftet  sind,  so  dass  die  richtigen  oder  wah- 
iTerth^-yen  ^  nach  dem  Obigen 
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^=^  +  /«, 


-.«8 


^—jr  +  As» 


u.  s.  w. 


iind. 

Ganz  von  selbst  drängt  sich  nun  die  Frage  auf: 

Welchen  der  Näherungswerthe 

%      «2      %     5[4        ?? 

von  ar,soll  man  als  definitiven  Werth  von  x  annehmen? 

*  ',  .iiiii  •■  ■■.•-•'.  ' 

worauf  natürlich  geantvt^öt-tet  triBt-den  rausst  ■'■■'''  '■' 

Denjenigen,  weichem  unier  den  Fehlern 

dex  d^fn  absoluten  Wer^he  nach,  kleinste  ^Fehler  ent^ 
spricht. 

Da  man  aber  die  Fehler    .. 


'\  j 


gl(r  nicht  kientit»   so  Ist  dTesö  Antwdrt  ri^ '  eine  th^ot^tische  i^t 
hat  einen  praktischen  Werth  gar  njcht.    Wii:.  müssen  uns  deshalb 

auf  eine  andere  Art  zu  helfen  suchen.    In    der   That  aber  lässt 

" ' '       '.  ■ 

sich  für  jetzt  kaum  eine  andere  praktisch  fruchtbare  Regel  geben 
atoifolgende:  »  '  '"•- 


> 


Wir  müsssen  für  x  nicht  unbedingt  einen  von  den 

Werthen  r  , 

'   \         .'        - 

öl        62      63      64         Auf"')      .;  :  w|.  ,     ,i., 

setzen,  sondern  als  Werth  yo.nrrübiQrhaupt  eine  Grosse 
annehmen,  von  welcher  man  versichert  ist,  dass^  wenn, 
man  dieselbe  für  ^  setzt,  der  Fehlet^  wel^^b^ii  iiiiii'W 
geht,  eine  Mittelgrosse  zwi^eh'^ii' den  PebKrh'^^'^''  '" 


: 


8t  .        M  ?   .  ■: 

Diesem  Princip  folgend,  ii>ipUeQ  wir  dqd  die  in  Rede  stehende 
irSsse  .durch  u  und  den  entsprechenden  Fehler  durch  <P  bezeicb- 
icn^  so  dass  also 

od  folglich  nach  der  sVoraus/^tzung  in  der  gewohnlichen  Beseich- 
img  der  Mittelgrossen 

lt.    Aus  dieser  letzteren  Gleichung  folgt  nach  einem  bekannten 
von  den  MittelgrSssed :  *)        '         i  «    "    ■ 


: .  : '      .■    I  ■!  |.  :« •■  .  I  r-,     t  . 


;    I'  ••  j.  ii  '■  .1 ;-. 

Iso»  weil  nach  dem  Obigen .  ..\ 


ad 


II  .  I  .j  .»'-i    .|  .|  j. 


f^-X=^f^. 

•  -•  1 

<; 

.   #        ' 

i-.'     •  ■' 

\'' 

t  '  •-.  ,3-i 

r,   «•  S.  w. 

1     M'.    ' 

.e•^. 

\ilUl 

dl         a^         Os  On 


glich»  wenn  man  die  Grössen  — m  und  —  t->  "~X~*  — Ä~*"'**"^ä" 
montlich  mit  —1  multipliciit:**)  • 

»•    -    ■ 
»raus  sich  ergiebt: 


.•\» 
..\- 


^-     ..^ 


«)  ArdiiT.  Tbl.  1.  Nr.  \L.  §.  38. 
♦^  A.  a.  0.  S.  3^. 


<■  .Jr. 
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dass,  wenn  der  Fehlen  (D  eine  Mittelgrosse  zwis< 
den  Fehlern 

ist,   der  Werth  ü  von   x  jederzeit    eine  Mitteigr* 
zwischen  den  Werthen 

Ol        IZ2        €l3        «4  Oft 

'■■'■  ST'  *a*   ^'    ^^ 5; 

ist. 

Dies  lässt  sich  aber  auch  umkehren,   d.  h.  es  lässt  siel 
weisen:  .  v 

dass,    wenn  der  Werth  u  von  x   eine   Mittelgrl 
zwischen  den  Werthen 

>•    ,  •     -     ■    '.^      '       -• ,  •  • 

^      «a      ^     f[4  ^« 

6/    Äa'    Äs'    *4'"*'K 

ist,  der  Fehler  O  jederzeit  eine  Mittelgrosse  zwisc 
den  Fehlern 

/ 1  y  f^9  199  /i»  ••••  /« 

ist. 

Wenn  nämlich 

—  m(^^     ^     ??  ??^ 

ist,  so  ist:  *) 

»f/51  f^  ^  ??__     \- 
aber  nach  dem  Obigen 


tt— 0?: 


und 


\  ., ' 


u  —  a:'=:—0 


u.  s.  w. 
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BUti9m$iikr  Btäkiimtg^iietek,  au$  gegebenen  Beo^uekiungtH.  4ßi 

abo    /  . 

folglich,  weoD  man  die  Grossen 

—  <P  und  — /I,  — A,  — /a,....,  — /i 
säromtlich  mit  —  1  muJtiplicirt :  *) 

t 

Bierao«  geht  also  hervor >  dass,  wenn  man  für  x  einen  dem 
!  obigen  Princip  entsprechenden  Werth  u  setzen  will,  dieser  Wectb 
f  Qothwendig  eine  MlUelgrosse  zwischen  den  Werthen 

fc  Ol     a^     a^     n^  On 

f  ^1  *  62*  63  '   64'  '""  bn 

\  «eiq  musa»    und    dass    auch  jede   Mittelgrösse  zwischen   diesen 
-    Werthen  dem  in  Rede  stehenden  Princip  Genüge  leistet. 

.'  Welche  Mittelgrösse  zwischen  den  in  Rede  stehenden  Grrös^ 
sea  man  für  u  setzen  will,  ist  an  sich  ganz  gleichgültig,  weil  jede 
dem  oben  angegebenen  Princip  in  gleicher  Weise  entspricht,  und. 
es  bietet  sich  hier  offenbar  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  dar;  je- 
doch wird  sich  nachher  zeigen,  ob  sich  nicht  vielleicht  eine 
oder  die  andere  Mittetgrösse  vorzugsweise  empfiehlt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrössen  **)  ist»  wenn» 

«l       «2       C^       Cj4  «n 

■■"'■ßl'    ß»'    ß>'    ßt""'ßn 

beliebige  Brüche,    deren  Nenner  jedoch  sämmtlich  gleiche  Vdt- 
zeichen  haben,  und 

Qif  ^>  Qz'  9^9  ••••  »  Q^ 
beliebige  Grossen  mit  gleichen  Vorzeichen  sind,  jederzeit 

^^1  gl  +  ^gga  -I-  »sg» + —  +  ^Qn 

Agl+fega+ftg3  +  .—  +/3ngn 

Am  ' 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Brüchen 

«i       «a      ?i       ^        -  ?« . 

Pi       P2     -Pa       P4  p« 

oder  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelgrössen : 


•)  A.  a.  O.  5.  37. 
♦•)  Ä.  a.  O.  §.  45. 


464   i\^yi'is\\^tu»0ri:'\iSiemf9Uare  BeiiMMßm0^'^^er\iüe. 


ßiQi+ß2Q2'JißBQz  + 

Wollen  wir  nun  diesen  Satz,  der  wohl  das  allgemeinste  Kri- 
terium einer  Mittelgrösse ^  was  man  bis  jetzt  besitzt,  ausspricht, 
auf  unseren  Fall  anwenden,  so. mtissQti  wii*  unsere  Brüche 

«1       o^      ^[3      «4  «« 

öt\    6a^    63'    64  "'^^ 

II'.*.       ■.'.'•    ■  •  •  ■  • 

zuerst  unbedingt  so  ausdrucken,  dass,  ohne  ihre  Werthe  zu  ^n- 
derill ^  ihVe  Nenner'  ÄÄrimtfich  einerlei  VWzeicheÄ  ethalten,  weil 
die  £/fijllühg  dieser  ßediii;^uii^  yoii  unse'rm  obigen  iSätze  notb- 
wendig  vorausgesetzt  wird.  Däi  wir  nun  aber  vofi  den  Vorzeichen 
der  Nenner  ,; 

\   ■  \  ■    • 

»1  >    ^2,   63,  04,«...,  On 

bei'^dtösef  gänis  äilg^ihein  gehalfetien  Bebächtung  gar  kerne IBlennt- 
niss  besitzen;  so  lässt  sich  die  in  Rede'  istehende  Bediiig^n^  auf 
keinie  anderOy  wenigstens' auf  keine  einfach^ere  Weise  erfüllen,  als 
daldtirdh,  das^'^vcir  Zähler  dnd  Nenner  eidds^  jeden  unserer  Bruche 
lÄM  seiiiefn  Netiner  mtiltipliciren,  wodurch  wir  statt  der  Brdehe 

6,'   V    Äa'    *4r"'.6.  :„ 
die  denselben  der  Rrib^»  nach  gleichen  BrüchS' 

«161        £2^       g3&3  :.   «464         .  'Onbn 
^1  ^1  '     Afc^2  *     fe^a  '»^    ^4^4  *  '     *  6n6n 

Ol  61        02^2        «3^3        «464  gji^^n' 

b{^r    b^'     b^^r  b^  *••-•  6„^ 
erhalten,  deve* 'Neuner  al^ci  positir  sind ;•  Aind  bezeichnen  nun 

ganz  beliebige  Grössen  von  gleichen  Vörzeicl^eii,  so  ist 

^l^lQl  +  ^2^2(^2  +  ^^303^3  H"  ""  H"  (JnOnQn 
^l^^l  +^2^Q2  +  b^^QB  +  ..4.  4-  6«^^« 


•        •    •  ' 

r 


eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Brüchen 

«161        «2^2       ^^3^3       «404  «wn 

"V'    "^*    "^^     ^4»^  •••'  6„2 
d.  h.  zwischen  den  Brüchen  "      -« * 


.  t    • 


\ 


BiUmt§\iier-i1UiMmm9fi099M€M.  m»  gepeiene»  BttäBckiungen,  48B 


'*•   ••   »•■:;'•»    '.;ih    :;•■ 


?L     ??      ?•  '  ?§  —  • 

bi'    V     V    Äi'-'ft«' 


•     » 


!•>, 


Rficksichtlich   der  Annahme  ^r  Grossen 


■»•      Vi     l-JN 


-  \    *         ■ 
^1  >    ^2'    ^3»  "^4»  ••••  *  ?«» 


ie  Dor  der  Bedingung  untenrorfen  i^ind,  dass  sie  sämmtlich  gleiche 
'oTzeichen  haben  sollen,  bietet  sich  nun  wieder  eine  grosse Man- 
igfaltigkeit  dar.  Am  Einfachsien  ist  es  offenbar,  diese  Grossen 
Smmtlich  einander  gleich  anzviifehmeq, .oder,  was  im  Grunde  auf 
^asselhe  hinauskommt,  sie  sämmtlich  der  Einheit  gleich  zu  setzen, 
'odnrch  man  zu  der  Gleichune..  •    .  ,       , . ; 

aibi  +  a^i  +  »363  +  •-  +  «n6«  _  ^  /«i     <aä'  ''^-  ■      WV' 
[ehngt.    Man  konnte  aber  alicfa''^f3r'  •«       : 

ler  Reihe  nach  die  Bruche  >      > 


•)ltV! 


fti^'     V     *3*'      64«*""6„^ 

etzen,   welche  Annahme  zu  der  Gleichung 

ihren  wurde.    Man  konnte  also ,   qm  dem  obigen  Princip  zu  ge- 
igen, sowohl 

_  fll&l  +  «2^2  +  «3^3  +  "  '  *  +  ^nbn 

i  auch 

M=  ^ .  i'^  ^ 

'    l" 

bseD.    Für  diese  beiden  Werthe  von  t^^v.die  sich  besonders  leicht 
rbieten,  wollen  wir  nün^iiiäist,  ^nlein  wii^  Wie  oben 


setzen»  den  Fehler  O  zu  bestimmen,  d.  h.  durch  die  oben  durch 

bezeichneten  Fehler,  itidem  wir  nSmlich  foekanikitKch 

»  I 


*=sf+/i 


'=g 

+/a. 

^-'i 

+/a» 

u.  s. 

w. 

an 
x^-r- 

On 

+/« 

gesetzt  haben,   auszudrücken  suchenl ' 

Setzen  wir  zu^st 

*  \  •.         -        I.      .        .... 


u  = 


V  +  V  +  *8* +..+*«* 


und  bezeichnen  der  besseren  Unterschjeidung  wegen  in  diesem 
Falle  den  Werth  des  Fehlers  O  durch  F,  so  haben  wir  «regen 
der  Gleichungen 

und 


»  ^  • 


a;=gf+/^„ 


U.    S*    W. 

a:  =  g-  +  A 


die  folgenden  Gleichungen: 


•  ■  )  (    . 

■-■■     ■.!'-.  r..-   >:! 


(u-r,f)-t(F-r:f^^O., 


•  •   -       -   • 


'« 


tWkmif'\l6r''Weimttmtt§teteh.  «bm  ymwfe»«»  BnkuHUmttm.  ÜKH 


^.       .,.  .   .        -  ;    ■  >: 


(«-  f)  +  (iF-W^O. 


a 


:  ii'Ji: 


u.  s,  w. 


<»--g)+(F-/;)ÄO. 


MaRtplldröli'  wir  diese  Gielchungeo  Dach  der  Reihe  mit 

bi^>  *2\  V*  •••• » V; 

M)  erhalten  wir: 

,  '  (*a%«~«,».)+V(''-/i)=0. 

•  V     ..  :  (ÄiA»— ««6«)+6«»(F-^)  =  0. 

Udiren  wir  nun  diese  Gleichungen  zu  eidander,    und  bemerken» 
liss  wti^;m 

.    i . . 

lenbar 


•*""      *i*  +  Äa*  +  V+...+6.* 


. ;      s :  I 


So  ^  v"  ■ 

t,  so  erhalten  wir: 
h*iF-fx)  +  6a"(F-A)  +  fts^C^-Zi)  +  ....+ bnH.F-fn) =0,       _ 

80 

Aus  diesem  bemerkenswertheo  Ausdiucke  von  F,  in  welchem 
eZfibler  _; 

Oj,    et}«   08»    ^4»  ••••  »  ^ 

ir  nicht  vorkommen,  iässt  sich  Folgendes  ableiten.  ' 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  n,  >  1  ist«  ist  nach  einem  b 
kannten  Satze  aus  der^liefai^  vÄi  Aen  Bedingungen  der  Ungleici 
heit :  *) 

wo  das  obere  o^er^pnt^re,Zeichen^,^t,,^^nac^,4pip  di?.Jrßc|w, 

s&mmtlich  unter  einander  gleich  oder  nicht  sämmtlich  unter  eii 
ander  gleich  8ind^«!Na|i,'\ist'it))!C^JM(a?ntliofr,-'<) 

u       s       w 
,iiö/h*>iji')»i    i'n»      .  J  .f'':j»i;j'-    ua    i.'ii.insJcii'»!-?    '••»i»:    f';?.-     '1/     ;    »;i':' 

also,   wenn  nur  die  Nenner    , 


«' XI»     l- !-__•      J     _.  ■•     iii:     J 


nicht  säinmtlich  verschwinden : 

Aus  dieser  und  der^'^bigeu  L^gfi^chu^^  ergiebttsich  durch  Division 

also  nach  dem  Obigen  ... 

11.//       /''r.  (.'  ;^'      ■ 

folglich 

vaL  abs.  F<  V/ia+^a+/8«+....+A«. 

Setzen  wir  Ärner, ,        ,  ,.  ^ ,  ,.  ^^  j  .,^^. 


r  I 


iiifji! 


n 


♦)  A*  a«  O.  .§ollTiJd/:  ML>bnor:J*j  *?  dt>i>.  ^-<iU  ,  rMüiiMuiliov   •'•.:»: 


sowoUen  wir  aach  den  Werth  des  ^  Fehlers  O,  den  wir  hier  bes- 

x=u+ß  setzen  wollen,   zu  bestimmen  suchen,  |!0[^  ,b|pi),/5^|||:; 
leicht  ist.    Denn  aus  den  aus  dem  Obij^en  .bekannten  Grleiphu^en: 

•i  >■    '.    ,  •  :  i\-)    .!'»  ■    •  ii>   '»x„;''tj    JL   i-^M»!  ■"!       ■  v'l  '     ..    ..   '»>.;,•:;•,.■' 

sbal^  wb-doräh*^ Addition:  •'  '^    .ü.ii  i  >.;.'.»' ii    -;;       «-mi-.im  / 


ilso 
»der 


=fö+S+S+-+ö+^^'+^«+^»+-+^-^' 


4  • 


ud  weil  nun 


t,  so  ist 


^ A  'f'/2"F/3  "^^"*^^^/«  '•»  <"<   ♦*>!» 


n 


Ä    .^ 


r\ 


Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Le^ire  voi^  den  Qedin- 
angen  der  Ungleichheit*)  ist,  wenn  nur  Vi>'if  ist:  ^^*'"  ''*  ''""'^^ 


Iso 

0  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jeuachäem  die  Feiiler 


•)  A.  a.  0.  §•  26. 


419  Grüner t:    Eienu^tare  BeiracJUungeH  ü*er  die 

ftätlimtlich  ntater  eifiandeir  gleich  oder  nicht  sämnitlich  unter  < 
der  gleich  si^d. 

Die  beiden  Ongleichungen 

val.  abs.  F<  V  A'+/»»+/8'+  ••  +A*. 

wenn  sie  auch  natärlich  keineswegs  zu  einem  4)erartigen  str* 
Schiasse  berechtigen,  führen  jedoch  zu  der  Vermuthung,  ds 
vielen  Fällen  f^F  sein  werde.  Wir  wollen  einmal,  um  uns 
Beispiels  zu  bedienen,  annehmen,  dass  man  wisse,  dass  d< 
naue  Werth  der  Grösse  x  die  Zahl  7  sei;  auf  dem  Weg 
Versuchs  oder  der  Beobachtung^  habe  man  aber  fiir  a:  die  \^ 
T9  V)  V  gefunden,  so  dass  also  im  Obigen 


fi— 14  — i« 


ist;  and  weil  nun 


x=7=9— '2 

=45+21 
ist,  so  ist 

/i  =  — 2,     /j=:+i,     /3=+3. 

Also  ist  nach  der  Formel 

- ""     6i« + V + *»* + ••  •  +  6»*     ' 

wenn  man  in  dieselben  die  obigen  Wertbe  einfährt: 
„     l«.-2+2'.  +  S+a'.+i     -2+6+21  _  25 

'^= i»+2*+K — *nr+r+9'  -  n = »»'^ 

Ferner,  ist  nach  der  Formel 


n 


BUOmß^dBr  Beangwi9$9le{ck.  aus  gsgekenen  Beti^adUtmgen,  4Sf\ 

wenn  man  in  dieselbe  die  obigen  Werthe  einführt : 
j    -2  +  i4-i     12  +  9+14     11 

folglich  In  diesem  Falle  wirklich 

Hiervon  aber  jetzt  ganz  abgesehen,  finden  wir  im  Vorher- 
gehenden darchaus  keinen  festen  Anhaltepunkt,  wielcheruns  ver- 
anlasaiefl  k5nnte,  der  ersten  oder  der  zweiten  Bestimniungsweise 
voo  ti  den  Vorzug  zu  geben. 

In  Bezug  auf  die  erste  Bestimmungsweise 

ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  dieselbe  durch  eine  sehr  merkwfir- 
<lige  Eigenthfimlichkeit  ausgezeichnet  ist ,  welche  wir  jetzt  bewei- 
sen wollen  *),    Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe : 

Wenn  Alles  wie  im  Vorhergehenden  bleibt,  wenn 
namentlich  unter  den  im  Vorhergehenden  festgestell- 
ten Bedingungen  zwischen  den  Grössen  x  und  A,  B 
die  strenge,  theoretisch  demonstrirte  Gleichung 

Ä--Bx=zQ 

Statt  findet,  und  durch  Versuche  oder  Beobachtungen 
ffir  Ay  B  die  zusammenstimmenden  oder  einander  ent- 
sprechenden Werthe 


*)  Beiläufig  bemerkeai  wir  noch,  dass,  wenn 

ftj  =62=6$=  ....=  6»=  1 
'*ti  beide  Bestimninngsweisen 

ff|6i  +  a%b^  -f  *»»■  -t  anbn 


11  = 


t£  =  -^ 2 

n 
ir'denieelben  Resultat 

n 

Klhreo.  ••    *' 


yi9    62»  ■  ^8*   ^4>  ••••  *  ^» 

ermittelt  woidenr^isind;  so  soll  man  die  Grösse  a;  sc 
bestimmen  oder  für  dieselbe  einen  solchen  Werjth  an- 
geben,  dass,  wenn  man  denselben  für  a:  in  die  Functionen 

einführt,  die  dadurch  hervorgehenden  Werthe  Üiesei 
Functionen  zwar  qicht,  wie  es  eigentlich  sein  müsste, 
vöJlig  verschwinden,  dass  aber  die  von  Null  abwei- 
chenden  Werthe  dieser  Functionen,  welche  man  die 
übrig  bleibenden  Fehler  zu  nennen  pflegt,  so  beschaf* 
fen  sind,  dass;.dje  .S.uQime  i;h|*er  Quadrate  ein  Minimuni 
ist,  so  dass  als:at^  wennni£^n'4en  gesuchten  Werth  von 
or  der  Kürze  wegen  durch  a;  selbst  und  die  übrig  biei- 
bilftden  Fehler  durch  «'  ? 


.  i  • 


;  <   ■\  ,  .     1    . 

I  . 


•)       .../..■■  •       ^19   ^2»   's»  F^»  •'•*  Fn 

^^^^ichnet^    ajfijo  ,. 

«3 — 630:  = /'s, 
U.      S.      W^ 

;.  ')  .•  M  II  i  1-    .    ,    :  '   t\      ■     ^^^rPr-  "^    .*>      .1  1«     ';  ■.  .  :>    '  ; 

setfclf,   die  iSurame  der  Fehlerqüad-räte 

ein  Minimum,   odotr  dass,  was  Dasselbe  ist,   : . 

(«1  —  ^1^)*  +  («2-^  *«^^  +  («3  —  h^)^ + . .  •  f+  («n — Ä«ar)2 = Min. 

ist. 

Die  Auf  losung  dieser  Aufgabe  ist  sehr  leicht.    Denn  differen* 
tiirt  man  die  zu  einem:,  ^lipimi^.^u  n[|a(;hende  Function 


.    \  ....  1  '.  i  \ 
nach  Xy  so  erhält  man^^als  ersten  piflEereotialquotienten  die  Grosse 

— 2{  bi{ai—bix)  +  62(«a—*2^)  +  63(03—^3^)  +;v+.*n(aii7r6yf ))>. 

und   folglich  nach   dep  <,  ersten^  Eieipentarlehren   der  Theorie  dei 
Maxima  und  Minima  zur  Bestimmung*  «ter  glBsuchten  Grösse  x  di< 
.   Gleichung: 


Blkf9m0  äer  Bedingtmgsgleich.  aus  gegeöenen  Beobachtungen,  473 
worans  sich 

_  Ol &1  +02^2+  0363  +  ..«.  -f  anbn 

ergiebt  Um  uns  zu  überzeugen,  dass  wirklich  ein  Minimum  Statt 
fiadet,  miissen  wir  den  zweiten  Differentialquotienten  unserer  obi* 
gen  FuDctioD  entwickeln,  welcher  ist: 

2(612  +  6^2  +  632+. ...  +  6n^. 

^Da  dieser  constante  Differentialquotient  für  jedes  x  positiv  ist, 
80  findet  bekanntlich  wirklich  ein  Minimum  Statt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  die  Gleichung 

Ji(i^--*ia?)  +  62(«2—*2^)  +  63(03  —  63^?)  +  ....  +6„(an— 6«a:)=0 

Bor  die  eine  reelle  Wurzel 

fll  61  +  0262  +  «363  +  ....  +  anhn 


a:  = 


6iH62*+632+....  +  6„2- 


hat,  es  nur  ein  Minimum,  auch  kein  Maximum  unserer  stets 
positiven  Function 

(«i—6iar)2  +  (o2— 62^)^+(o3— 68ar)2+....  +  (o«— 6na:)2 

giebt,  worans  hervorgeht,  dass  der  Werth  dieser  Function,  wel- 
cher dem  Werthe 

gl  61  +  ^262  +  Q363  +  ««»»-f  gn6n 

6i2  +  622  +  632  +  ....+6„2 

von  X  entspricht,  ein  wirkliches  Kleinstes,  d.  h.  in  der  That  der 
absolut  genommen  kleinste  unter  allen  Werthen  ist,  welche  die 
PoQction 

(«1  — 61  j:)2  +  («2— 62^)2  +  (c/3  -  63a:)2+ ....  +  (c/«— 6„a;)2 

überhaupt  erhalten  kann,  indem  diese  Function  offenbar  nur  durch 
eine  Curve,  etwa  von  der  aus  Taf.  V.  Fig.  I.  ersichtlichen  Gestalt, 
dargestellt  werden  kann,  weil  jede  andere  Gestalt  dieser  Curve 
wenigstens  noch  ein  Maximum  bedingen  wurde,  wie* etwa  bei  der. 
in  Taf,  V.  Fig.  iL  dargestellten  Curve ;  vielleicht  auch  mehrere 
Maxima  und  Minima,  wozu  man  sich  erläuternde  Zeichnungen- 
leicht  selbst  wird  entwerfen  können. 

Aas  dem  Vorhergehenden  sehen  wir  nun,   dass  die  erste  un- 
aerer  beiden  obigeo  Bestimmungen  von  u,  nämlich 
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die  jedenfalls  sehr  merkwürdige  Eigentbümlicbkeit  besitzt, 
wenn  man  diesen  Wertb  vop  u  für  x  in  die  Functionen 

üi  — b^Xy  a^ — b^pc 9  «8 — b^Xy .... ,  On  —  ftno: 

einfiibrt,  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  dieser 
tionen  von  Null^   d.  b.  die  Summe  der  Quadrate  der  sogena 
übrig  bleibenden  Febler  oder,  wie  man  wobl  auch  kurz  zu  i 
pflegt,  die  Summe  der  Fehierquadrate,  ein  Minimum  wird. 

Bestimmen  wir  also  die  Grosse  x  dadurch,  dass  wir 

«l^i  +  ^2^2  +  ^363  -fr  ..»'  +  gn6n 

""    612+62»+ 632 +...._l.6„* 

setzen,  und  diesen  Wertb  dann  als  Wertb  der  gesuchten  G 
X  annehmen,  so  können  wir  als  Princip  dieser  Bestimrouni 
X  folgendes  aufstellen: 

Man  muss  x  so  bestimmen,  dass  sein  Wertb,  ii 
Functionen  • 

Ol — b^x,    a^ — bt^Xf    03 — b^x  y  •„.  y  ttn  —  bnx 

eingeführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch 
vorgebenden  Werthe  dieser  Functionen,  nämlich 
Summe  der  Quadrate  der  sogenannten  übrig  blei 
den  Fehler,  insofern  nämlich  derWerth  von  x  eig 
lieb  alle  diese  Functionen  zum  Verschwinden  brii 
oder  auf  Null  reduciren  sollte,  zu  einem  Minii 
macht« 

Es  kommen  nun  aber  in  den  Naturwissenschaften  häufig 
vor,  wo  zwischen  mehreren  in  der  Natur  existirenden,  völli] 
stimmten  und  insofern  als  constaut  zu  betrachtenden  Grossei 

und  gewissen  anderen  Grossen 

Ay      J^  y       L/ ,       £/,*..• 

ein  theoretisch  demonstrirtes ,  durch  die  Gleichung 

^  -  i5^  -  (73^— />z— JB»  - ....  =0 

analytisch  ausgedrücktes  Naturgesetz  Statt  findet  Denken 
uns  dann  wieder,  dass  filr 
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JB  f   Cf   D$  £9  ..•• 
|.  &  wiUkffhrlich  gewShlten  bestiminteD  Wertbe 

Ol,  O2»   vj,  O^i»»»»y0n'f 

Ul,  Ctjjj  «3»  »4»  ••••5««; 

^1»     ^2*    ^8*   ^4  >••••>  ^»5 
ö.      S.      W. 

gesefftt»   und  die  entsprechenden  Werthe 

VOD  ^  darch  Versuche  oder  Beobachtungen  bestimmt  worden  sind, 
wobei  immer  angenommen  wird,  dass  n  grösser  sei  als  die  An- 
alil  der  zu  bestimmenden  unbekannten  Grössen  x,  y,  z,  «,....; 
Mkann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorher,  da^a^,  a^,  03»  04»....,an 

r.Mifiriich  mit  Fehlern  behaftet  sein  werden,  wieder  nach  einer 
Mefliode,    die  unbekannten  Grössen  a:,  y,  z,  v,....  auf  die  vor- 

l&eilhafteste  oder  wenigstens  auf  eine  möglichst  Tortheilhafte  Weise 

[.n  bestimmen,  gefragt  werden« 

Denken  wir  uns  nun  einmal,  dass  die  genauen  Werthe  Ton 
|>  ^9  e»»—  bekannt  wären  und  nur  x  unbekannt  wäre,  so  würde 
■m,  wenn  man  das  vorher  ausgesprochene  Princip  festhalten 
wiBte,«  so  bestimmen  müssen,  dass  sein  Werth,  in  die  Functionen 


•der 


(«1  —  c^y  —  diz  —  eiv — .-.)  —  61^: , 
(o^'^c^y — d^z — e^v  — ....) — b^ , 
(«3  —  c^y — d^z — C30 — ....)  —  b^x, 
u.    s.    w. 


Ol  — bxX — Ciy — diz — «i©- 

«3  ~  *3^ —  ^3?y  ~"  ^3' — J^Z^^ 

u.    s.    w. 

Oft — bnX  —  Cny  —  dnH  —  f«© 


•  •••  f 
'  •••• y 
' ••••  , 


angefahrt >  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
\irertbe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

WSren  femer  die  genauen  Werthe  von  x,  z,  ü,....  bekannt  und 


32* 
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nur  y  nnbekaont»  so  wfirde  man  y  dem  obigen  Princip  gen 
bestimmen  müssen»  dass  seio  Werth>  in  die  Functionen 

(«1 — bxX  —  diZ — ^1©— ....) — Ciy, 
(02  —  bgpc — d^z — e^p  — ....) — c^y , 
(%  --  b^x*^d^z  —  e^v — ....)  —  c^y, 

u.    s.    w. 
(an —  bnX  —  dnZ'^enV — •....)  —  Cny 

oder 

01  —  bio: — Ciy — «^z—  CiV  — .... , 

02  —  Äaa?  —  c^y — d^z — e^v — .... , 
Og — b^x — c^y — d^z — e^v — ...., 

u.    s.    w. 

Öfi  — fin^r  —  Cny  —  dnX  —  CnV  —  •... 

eingeführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgc 
Werthe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

Ein  ganz  ähnliches  Raisonnement  würde  sich  in  Be 
jede  der  übrigen  unbekannten  Grossen,  überhaupt  also  ir 
auf  alle  unbekannten  Grössen,  anstellen  lassen. 

Nun  aber  befindet  man  sich  keineswegs  in  der  Lage, 
eine  der  Grössen  x,  y,  ^,  o,....  zu  kennen,  vielmehr  s 
diese  Grössen  völlig  unbekannt;  und  will  man  also  das  ob 
gesprochene  Princip  auf  den  hier  vorliegenden  Fall  mahn 
bekannten  Grössen,  so  viel  als  es  unter  den  gegebenen 
gungen  irgend  möglich  ist,  anwenden,  so  bleibt  nichts  i 
übrig,  als  auf  folgende  Art  zu  verfahren  oder  das  obige 
auf  folgende  Art  zu  erweitern: 

Man  muss  sämmtliche  unbekannte  Grössen 


X,  y,  z,  V 


,  «••• 


so    bestimmen,    dass«    wenn   man    irgend    eine 
kannte  Grösse  aus  vorstehender  Reihe  auslas 
die    bestimmten    Werthe     der    übrigen    unbekj 
Grössen  in  die  Functionen 

Oi-^biX — Ciy — diZ  —  eiV — ...., 

02—  62^  "^  ^2^  —  ^2* — ^2^  —  ••••  > 
fls — b^x — c^y — d^z — e^v  —  ...., 

n.    s.    w. 
On'^bnX'^Cny — lii«— e««— .... 
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eisffihrt^  dann  die  ausgelassene  6r5sse  jederzeit  als 
»•  bestimmt  anzuseilen  ist^  dass«  ihr  bestimmter 
Werth«  in  die  obigeo  Functionen  eingeführt,  die 
Svmme  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen,  indem  man  sich  natürlich 
Bar  die  ausgelassene  Grosse  als  variabel,  alle  übri- 
gen als  constant  denkt,  zu  einem  Minimum  macht 

Allen  in  diesem  erweiterten  Princip  ausgesprochenen  Bedin- 
gQDgen  wird  aber  offenbar  vollständig  Genüge  geleistet  werden, 
wenn  man  die  unbekannten  Grossen 

so  bestimmt,  dass  die  Summe 

(oi  —  biX'^  Ciy  —  diz — ^lO — ....)* 
+  (02  —  620; — €2^ — d^s — e^v  —  ....)* 
+  (os — b^x — c^y — 1^32 — «3» —  ....)• 
u.    s.    w. 

jederzeit  ein  Minimum  wird,  wenn  man  sich  nur  eine,  d.  h,  irgend 
eine  der  Grossen 

X»  y*   2,   r, .... 

;  ib  veränderlich,  alle  übrigen  als  constant  denkt;  d.  h.,  nach  den 
elementarsten  Sätzen  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis, 
die  Grössen 

^9  y»  ^9  t>,.... 

'  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  Differentialquotient  der 
obigen  Summe  von  Quadraten,  wenn  man  sich  irgend  eine  der 
GrSssen 

^>  yj  ^9  Vf»» 

als  variabel,  alle  übrigen  als  constant  denkt,  allemal  verschwin- 
det oder  gleich  Null  wird.  Differentiiren  wir  nun  die  obige  Summe 
von  Quadraten  nach  der  Reihe 

nach  a,  indem  wir  y,  z,  v,....  als  constant  betrachten; 

W  y>  «  M        ^9    ^9    t?,..».        „  „  „• 

99  2»,  „  99        *l^  9    y9     tfyf         „  „  „ 

w       ^>      »9         »     ^>  y9  2»,....     „  „  „ 

U.        S.        W. 
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und  setssen  die  dadurch  hervorgehenden  Differentialquotienten 
gleich  Nnll,  so  erhalten  wir  nach  einigen  ganz  leichten  Verwand- 
linigen  zur  Bestimmnng  der  Grttosen 

die  folgenden  Gleichnngen: 

6i(ai— »ftia:— Ciy— c^iz — CiV — ....) 

+  62(02 — 62^ — ^ — ^2^ — ^2P  —  •...) 
+  63(03  — 63a:— 03^—^3«— est?  —  ....)  }   =0, 

u.    s.    w. 

+  6ii(an  — 6na:— C»y  — rf»2— Cnt> — ....) 

Ci  (oi — Äio:— Ci  ^— rfii —  eiV — ....) 

+  C2(ß2""^2^"^^2y""^2:— «2^ — ....) 

+  ^3(03— 63^:— C3y — C^Z— ^3© — ....)    ^     =0, 

n.    s.    w. 

+  Cn(an — bn^—Cny — Ai« — enü — •..) 

dl  (ui — biX'-Ciy-^diZ — CiV  — ....) 
+  d^  {a^T'b^pi: — c^y — d^z — e^v  — ....) 
+  d^  (03 — b^x--c^y--d^z—e^v — ....)  ^    =  0, 

u.    s.    w. 
+  d«ra»— ftnar— City— rfn«— ^nt>— ....) 

+  ^1  ifli — bix — Ciy — diz — ^1«?-^....) 
+  ^  (^^2 — b^pn—c^y-^d^z —  e^ — ....) 
+  ^(«3— 63a:— ^3^— €^z— CjtJ— ....)  )   s:0, 

n.    6.    w. 
+  en(an~'bnX — Cny — dnZ — e»v  — ....) 

n.    s.    w» 

Dass  dies  gerade  ehen  so  Tiel  Gleichungen  des  ersten  Gm* 
des  wie  unbekannte  Grossen  o?,  y,  z,  v,....,  und  dass  also  dorch 
diese  Gleichungen  die  unbekannten.  Grössen  im  Allgemeinen  voll- 
kommen bestimmt  sind>  ist  klar. 

Bezeichnet  man  jetzt  der  Kürze  wegen  eine  Summe  von  der 
allgemeinen  Form 

Pi9i  +  Pa^a  +P8^s + ••••  +Pngn 

durch  fpg,  so  kann  man  die  obigen  Gleichungen  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 
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fab'-xfbb'-yfbc — ifbd-^vfbe — ....=0, 
fac — xfbc^yfcc — zfcd — vfce — ..,.=0, 
fad—xfbd — yfcd — zfdd — f)fde — ....=0, 
fae — xfbe — yfce — zfde  —  vfee — .. .. =0, 

u.    s.    w. 

Dem  Vorhergehenden  lässt  sieh  noch  eine  etwas  andere  Fas- 
g  auf  folgende  Art  geben: 

Man  kann  nämlich  annehmen,  dass  X  eine  in  der  Natur  vor- 
imende  Grösse  sei,  welche  von  den  bestimmten,  als  constant 
betrachtenden  Grossen  x,  y,  x,  ü,....  auf  folgende  Art: 

X=:M^-Bx^Cy^Dz — Er—.... 

längt,   und   dass  man  für  die  für  4,  B,  C,  !>,'£,....  will- 
irlich  angenommenen  Werthe 

^1»    ^»    ^9    Cf^*»««»»  Cfn5 

6i,   6a,  63,   64». •••,6«; 

^1*    ^2*    ^3*    C4>»«»»»^ii5 
du  oj,  d^y  d^f,»»,duf 

e\i    ^2>    ^3>   ''64>....»  en\ 

n.    s.    w. 
ch  Versuche  oder  Beobachtungen  für  JE  die  entsprechenden  Werthe 

-"1»    ^%9    «"8»    ^84,  ••..,  il» 

loden  habe.    Weil  man  nun  die  Gleichung 

« 

JC— il+Är+  Cy^Dz-\'Eo  +  ....=0 

,  so  ist,  wenn  man  der  Kurze  wegen 

ilj— ^«1  =  015  A^ — 02=02,   A^  —  <)f3==03,  ....,  ^In  —  ctn'=^an 

i,  indem  man  vorstehende  Gleichung  mit  der  im  Obigen  be- 
liteten  Gleichung 

leicht,  klar,  dass  man  im  Obigen  für 

Ol»  ^9   fiz9  <i4,  ••••»  a«; 
61,   b^y  63,   64,  •••.,6»; 

C|,    ^2,    C^,     C4,  ...•,  Cn% 

^if  d%9  d^9  d^y  ••%•  fdn\ 

Q.     0.     W. 
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respective 

«1*    «2,    «3,   a^9....fan9 

~~"^i>  —"^a»   ~~  C35   ■~"C4j««..»  "~*Cfi? 

"—«1,    — »2j   ""^«35    "—"«4,....,   "— Ufi5 

u.     s.    w. 

setzen  muss,  wenn  man  sich  fiir  den  jetzt  supponirten  Fall  die 
Gleichungen  bilden  will»  aus  denen  die  unbekannten  Grossen 
^9  y*  2,  Vf.,  bestimmt  werden  mässen.  Dadurch  ergeben  sich 
aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen: 

fab  +a:fbb-\^yfbc+zfbd+vfbe  +  ....=0, 
fac+xfbc-{-yfcc+zfcd-^vfce+  ....=0, 
fad  +  xfbd-\-yfcd  +  zfdd+vfde  +  ....=05 
fae+xfbe  -{-yfce-^-zfde  +vfee  +  ....=09 

u.    6.    w. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  ist  als  ein  demonstrirtes  Naturge- 
setz bekannt,  dass  die  Länge  des  Secundenpendels,  welche  wir 
durch  L  bezeichnen  wollen ,  durch  die  entsprechende  geographische 
Breite  9  durch  die  Formel 

L=x-\-y8\ng>^9 

wo  X  und  y  zwei  Constanten  sind,  ausgedrückt  wird.  Bringen 
wir  nun  diese  Gleichung  auf  die  Form 

'L — x—ysingfl^^O, 
und  wenden  aus  dem  Vorhergebenden  die  ersten  Formeln  an,  so  ist 

A=^L,   jB=1,    C=sing)*; 
x=:x,   y^y 

zu  setzen.  Hat  man  nun  durch  geeignete  Messungen  für  A,  B,  C 
die  folgenden  zusammenstimmenden  oder  einander  entsprechenden 
Werthe  gefunden: 


A 

B 

0.7412517 

1,0000000 

0,7416243 

1,0000000 

0,7416151 

1,0000000 

0,7417157 

1,0000000 

0,7419262 

1,0000000 

0,7420866 

1,0000000 

c 

0,3903417 
0,4932370 
0,4972122 
0,5136117 
0,5667721 
0,6045628 


(9)) 
(380.39'. 46^ 

(44  .36  .45  ) 

(44  .50  .25  ) 

(46  .48  .  4  ) 

(48  .60  .16  ) 

(51  .  2  .  8  ) 
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•o  ist  im  Obigen 

ai=:0.7412SI7  ftj 

as=r  0,7416243  6, 

0,=:  0,7416151  b, 

04=0.7417157  64 

(^==0,7419262  6, 

«,  =  0.7420865  6, 


=  1; 


II  III 


=:1,({OOÖOOO 
=  1.0000000 
=  1,0000000 
=  1,0000000 
=  1,0000000 


ci  =0,3903417 
Ca  =0,4932370 
c,  =  0,4972122 
C4= 0.5136117 
«5  =  0.5667721 
ct  =0,6045628 


n  setzen,  and  bildet  man 
Bestimmung  der  Constaoten 
erliält  man: 


sieb  nun  nach  dem  Obigen  die  zur 
X,  if  erforderlichen  Gleichungen,  so 


0; 

Algebra    aof- 


4,4502195  -  6ar — 3,0657375 .  y  =  0, 
2,2739729 — 3,0657375 .  a:  - 1,5933931 .  y : 

die  man    nach    den    gewöhnlichen    Regeln    der 
iBsen  moss. 

Kehren  wir  nan   noch   auf  einen  Augenblick  zu  der  zweiten 
der  beiden  obigen  Bestimmungs weisen  von  x,    indem  man  fi3r  x 
'    den  folgenden  Werth  von  u  setzt: 


^^1 


U  = 


n 


I 

i 


miück,  was  man  die  Bestimmungsweise  nach  dem  Prin- 
cip  des  arithmetischen  Mitteis  nennen  könnte,  so  iässt  sich 
diese  Bestimmungsart  durch  ganz  ähnliehe  Betrachtungsweisen  wie 
▼orber. auch  auf  die  Bestimmung  mehrerer  unbekannter  Grossen 
ausdehnen,  was  wir  jetzt  noch  kurz  erläutern  wollen. 


Ehiben  wir  nämlich  wie  früher  die  Gleichun 

< 

ond  bleibt  auch  alles  Uebrige  wie  vorher,  so  können  wir  uns 
wieder  denken,  dass  die  genauen  Werthe  von  y,  z,  o,....  bekannt 
irlreD  und  nur  x  unbekannt  wäre;  dann  mOsste,  indem  man  die 
FoDctionen 

(«1  —  Ciy  —  diz — eiv — ....) — biX, 
(«2 — ^2^ — ^*  —  ^^ — ••••)  "•  ^2^> 

u.    s.    w« 
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in  Betrachtung  ziehte  (iSr  x  das  arithmetische  Mittel  zwischen  dea 
n  Grossen 

€ti  — Ciy  —  diZ^^CiV — .... 

61 ' 

u.    s.    w. 

6« 

gesetzt  werden. 

Wären  ferner  die  genauen  Werthe   von  x»  z,  f),,„.   bekannt 
und  nur  y  wäre  unbelsannt,  so  mässte,  indem  man  die  Functionen 

(ßi — biX — diz — 61©'— *....) — Ciy, 

(o2"~-Ä2^""^2;— Ca©— •...) — c^, 

{03 — 63a;— dji  — «3t?— ....) — Csy, 

u.    s.    w. 

(flfi  —  bnX  —  dn^""  ^nt>— •  •  •  • )  —  Cny 

in  Betrachtung  zieht,  ffir  iy  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den 
n  Grossen 

Ol  — biX  —  diZ — eiV — .... 

flg— *  b^  —  da* — ^2? — •••• 

' 9 

Ca 

«3  —^j:— 0^2?— «3© — .... 

u.    s«    w* 

On  — bnX — dnZ  —  ««!>— .... 

gesetzt  werden. 

Wfiren  ferner  die  genauen  Werthe  von  x,  y,  t),....  belsannt 
und  nur  z  wäre  unbekannt,  so  müsste,  indem  man  die  FunctioneD 

{(Ol  —  biXr-Ciy — ^1»— ....)  — dl», 
(aa—6a^  —  Cay—Ca<> —•....) — d^, 

u«    8*    w. 
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BetracbtuBg  zieht«  ffir  t  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den 
Grossen 

—      d, 

u.    s.    w. 

Qu — bnX  —  Ci^y — enth^ .... 

^setzt  werden. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  für  alle  übrigen  un- 
be^nnten  Grössen  ansteilen,  und  in  ganz  gleicher  Weise  wie 
Erüher  gelangt  man  zu  dem  Resultate»  dass  man  die  Grossen 

überhaupt  ans  den  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades^ 
deren  Anzahl  der  Zahl  der  unbekannten  Grossen  Xy  y,  x,  v,.... 
gieidi  ist,  bestimmen  muss: 

•^^    6i 

3 
u.    s.    w. 


+ 6 


+         K        ' 

«»= — 

+  ^i 

+  ^ 

n«    s*    w» 

I  Qu— fend?— C^ng*— eat>— «»*. 
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nz  = 


d^ 

03  —  63a? — c^y  —  e^v  — .... 

dz 

U.      6.      W. 

On  —  bnX — Cny--g|iP —*««»» 
dn 

U.      S.     W. 


Bezeichnen  wir  nun  der  Kiirze  wegen  überhaupt  die  Summe 


durch 


r 1 r  ••••  T 

9i      9i     99  l* 


J   f  oderyi,^. 


SO  wird  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  leicht  auf  folgea- 
den  Ausdruck  bringen: 

fab'^^afbb-^  -yfb'^c-zfb-^d^vfb'^e—  ...  =0, 
fac-^ — x/bc^—y/ccr-^  —  zfc^d — vfcr-^e'-^  ...•  =0, 
fad-^'-xfbd''^'-yfcd-\—zfdd'-^  -  vfd'^e— ....  =0, 
Jae-^ — xSber^—yfcer^ — zjder^ — vfeer^  —  ....=0 

a#    s.    w. 


oder 


•rbe 
in« 

!ie 


u.    s.    w. 


wo  natürlich 


0 


/6  pe  Pd  p» 

b^'^'J  e^^'J  5="' y  7="-" 


ist. 
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Mr  den  Fall 

X=  Ü— Äa? —  Cy — Dz — £©—...., 

indem  man  wie  früher 

seht,  übrigens  alle  obigen  Bezeichnungen  beibehält,    erhält  man 
gaos  eben  so : 

fae-^ +a!fbc-^  +  yfcc^ + zfc^  d  +  o/c-»  e  +  .... =0, 
fadr^+x/bd-^+fffcd-^ + zfdd"^  +  vfd-^e  + ....  =  0, 
fae-H^fbe-^  +y/c«-*+  zfde-^  +  vfee-^  +  ....=0 


u.    s.    w. 


oder 


u.    s.    w. 


Man  wird  leicht  eine  Analogie  zwischen  diesen  und  den  frühe- 
ren Gleichungen  bemerken,  indem  offenbar,  bei  sonst  ganz  ähn- 
licher Bildung  beider  Systeme  von  Gleichungen,  nur  an  die  Stelle 
^Iner  Multipücation  in  jenen  ersteren  Gleichungen  in  diesen  letz- 
teren eine  Division  getreten  ist.  Welche«  der  beiden  Systeme, 
die  naeh  dem  Bisherigen  im  Wesentlichen  mit  gleicher  Berechti- 
gung auftreten,  wenn  auch  (m.  s.  die  obigen  Fehlerbestimmungen 
8*  470.)  fast  ein  gewisser  Vortheil  auf  der  Seite  des  zweiten  zu  sein 
scheint,  fär  den  praktischen  Gebrauch  den  Vorzug  verdient,  lässt 
sich  auf  dem  im  Obigen  eingeschlagenen  Wege  nicht  mit  Sicherheit 
und  Strenge  entscheiden ;  dazu  sind  tiefer  gehende  analytische  Unter- 
saehungen  erforderlich,  die  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Sache  zu  dem  ersten  Systeme  und  bereits  zu  dessen  vielfachster  An- 
wendung in  den  Naturwissenschaften  gefiihrt  haben.  Freilich  aber 
scheint  diese  Anwendung  nach  verschiedenen  ganz  neuerlichst  erst  an- 
gestellten Untersuchungen,  wie  wir  in  der  Einleitung  zu  dieser  Ab- 
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handlang  näher  besprochen  haben,  auch  wieder  gewisser  E 
schränkungen  zu  bedfirfen,  worüber  aber  das  Weitere  erst  nc 
abgewartet  werden  muss»  weshalb  wir  uns  hier  mit  diesen  all] 
meinen  Andeutungen  für  jetzt  begnügen. 

Bei  spStereq  Untersuchungen  über   diesen  Gegenstand» 
uns  vielleicht  künftig  beschäftigen  werden,  wollen  wir  zu  unse 
Bequemlichkeit  uns  erlauben: 

das  dem  ersten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bed 
gnngsgleichungen  zu  Grunde  liegende  Princip  das  Princ 
des  Minimums  der  Summe  der  Quadrate  der  übi 
bleibenden  Fehler; 

das  dem  zweiten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bec 
gnngsgleichungen  zu  Grunde  liegende  Princip  das  Prin« 
des  arithmetischen  Mittels 

zu.  nennen ,  natürlich  und  durchaus  nur  in  Bezug  auf  unsere  ob 
Darstellung  dieses  Gegenstandes,  weil  bei  einer  anderen  Auff 
sung  desselben,  wenn  man  namentlich  aus  den  Principien  < 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  hergebrachter  Weise  die  so 
nannte  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ableitet,  die  beiden  c 
gen  Benennungen,  in  ihrer  Unterscheidung  von  einand« 
wohl  kaum  gerechtfertigt  erscheinen  dürften,  was  aber  jetzt  nii 
hierher  gehört,  da  ich  hier  jetzt  durchaus  nur  die  obige  DarsI 
lung  im  Auge  habe. 

Möge  das  Bisherige  zu  weiteren  Untersuchungen  über  dies 
wichtigen  Gegenstand  anregen! 


Misceiien.  4ltff 


%:%  1 1 


Miscellen. 


Das  Klima  von  Athen  beschreibt  Herr  Boaris,  Director  der 
Mamwarte  und  Professor  an  der  Universität  zu  Athen,  in  den 
nAstronomiseben  Nachrichten  Nr.  874 '^  auf  folgende  in- 
teressante Weise: 

,5 Während  meines  siebzehnjährigen  Aufenthaltes  hier  ist  das 
Tbermonieter  etwa  ein  Dutzendmal  bis  in  die  Nähe  des  Ge- 
(Herpunktes  herabgesunken^  zu  diesem  selbst  höchstens  jedes 
vierte  Jahr  und  dies  immer  nur  für  einige  Stunden.  Schnee  giebt 
es  zwar  fast  jährlich  auf  den  Gebirgen  gegen  Nord  und  Ost,  aber 
in  der  Thalebene  von  Athen  nur  buchst  selten.  Was  man  da  als 
krabfallenden  Schnee  zu  sehen  bekommt,  ist  weiter  nichts  als 
vfisserige  Flockenmasse,  wie  etwa  der  sogenannte  Aprilschnee 
io  Deutschland ,  nur  sind  die  Flocken  von  viel  kleinerer  Dimen- 
sioQ.  Um  ihn  dann  wirklich  zu  sehen  zu  bekommen,  muss  man 
^0  noch  früh  aufstehen,  weil  er  bei  Sonnenaufgang  meistens 
sogleich  wieder  in  sein  ursprüngliches  Nichts  auseinanderfliesst. 
Vom  eigentlichen  Eise  ist  hierorts  gar  keine  Rede;  dafür  aber 
[![iebt  es  Regen,  Blitz  und  Donner  nur  im  sogenannten  Winter  und 
'^fOhjahre.  Die  Hitze  im  Sommer  ist  wirklich  unerträglich  wegen 
ihrer  Continuirlicbkeit  und  der  damit  verbundenen  Schwüle  Tags 
QQd  Nachts.  Die  mittlere  Sonnenwärme  wird  etwa  zu  22^  R.  und 
^  Maximum  zu  200  R.  im  Schatten  sich  herausstellen  (die  mitt- 
■^fe  Ja|irestemperatur  beiläufig  zu  H^  R.).  Das  zu  diesem  Zwecke 
eigens  fär  die  Sternwarte  besorgte  Maximum -Thermometer,  mit 
»eschwärzter  Kugel,  zeigt  in  den  Sommer •  Sonnenstrahlen  häufig 
S^  R.  Der  einzige  frische  Augenblick  während  der  heissen  Jah- 
^szeit  ist  kurz  vor  Sonnenaufgang  beim  Stattfinden  des  Minimums 
Qr  Tagestemperatur.  Im  Hochsommer  während  der  cynischen 
litze,  KvvtTca  xäviiccra  genannt,  ist  auch  schon  die  kleinste^  leich- 
tste Wolke  eine  höchst  seltene  —  eine  kometenartige  Erschei- 
UDg;    man  lernt  zu  dieser  Zeit  ganz  vergessen,   wie  Wolken 
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eigentlich  ausseben.  Damit  ist  gewuhnlicb  auch  ein  glübent 
be isser  Nordwind  verbunden.  Diese  auflallende  Erscbeinui 
erkläre  icb  mir  daraus,  dass  dieser  Wind  über  die  kablen,  son^ 
nenverbrannten  Gebirge  Albaniens  binföbrt,  wober  wir  ibn  danc3 
hier  aus  erster  Hand  bekommen.  Während  dieser  SchreckenszeitTs 
die  beiläufig  40  Tage  dauert,  scheint  die  Menschheit  und  die 
ganze  Natur  wie  ausgestorbeb ;  selbst  alle  Vügel  und  die  weni{ 
Frösche  verstummen;  sogar  die  diversen  Legionen  der  sonst  s< 
lästigen  Insecten  verschwinden  dann  —  nur  das  monotone  melan— - 
cboliscbe  Gezirpe  der  Anakreontischen  Cicade  (nicht  Grille  ode^r* 
gar  Heuschrecke  nach  den  Philologen  und  Lexikographen)  erscbalME: 
weithin  und  zwar  um  so  heller  und  anhaltender,  je  mehr  di^^ 
kochende  Natur  ihrem  Siedepunkte  sich  nähert.  Diese  Liebliog^ 
der  alten  Hellenen  sind  dann  für  diese  Zeit  die  besten  Thermo — 
oder  vielmehr  Pyrometer.  Vorstehende  Jeremiade  gilt  übrigensB 
bloss  für  die  neu  aufgegrabene  Stätte  von  Alt -Athen,  Die  sod — 
stige  Hellas  erfreut  sich  grösstentbeils  eines  wirklich  paradiesL — 
sehen  Klimas  und  man  wird  auch  nirgends  so,  wie  hier  zu  Atheik  ^ 
In  Versuchung  geführt,  an  der  factischen  Existenz  von  vier  Jalm.^ 
reszeiten  in  der  gemässigten  Zone  zu  zweifeln.^* 


Druckfehler. 

Thl.  1.  S.  281.  Z.  2.  statt  „Wer th'' setze  man  „absolate  Wertb« 

,,  \X. S.  11.  Z. 9.  lese  man  „Ganzzahl.'* 

„    „    „  14.  ,t  6.  lese  man  ,, scheiden.''     ^ 

du  ,  du 

-3—  lese   man  -r*« 
du  dx  t 

„    „    „  23.  „     3.  fehlt  (17). 

„    ,,     „25.,,     3.  nach  Wer the  fehlt  „begrenzter  Integrale.'' 

du 


i6 


„     „     ,,  15.  „  19.  für  35j;  lese   man 


„    „    „  30.  „16.  und  18.  statt  du  setze  man  — . 


»      w 


„  30.  „  18.  statt  +1— (+1)  setze  man  /(+l)-~/(+l). 
Im   Literarischen    Berichte    Nr.  LXXXI.  S.  5.  Z,  23.   nnter  b)   mnsi 
es  statt  „Messienrs  des  Directeurs"  heissen:  „Messteors  les  Directeon.^' 

Thl.  \Xl.  Heft  III.  S.  305.  in  der  vorletzten  Zeile  lies  %  statt  ^. 
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Geschichte  der  Mathematik. 

Brieffrecb«i9l  zwischen  W.  OLberis  upd  F.  W«  Bi9/9sel. 
9erau$gegeben  too  Adolph  Erman.  Id  zwei  Bäad«Q. 
Leipzigs  Avenarlu«  upd  Mepdels^ohp.  1992.    3«    A  Thlr. 

Wir  haben  es  uns  angelegen  sein  lassen,    aus   diesem  inter- 
essanten Briefwechsel  in  den  früheren  Heften  des  Arch'ivs  unsern 
Lesern  achon  Einiges  mitzuth eilen,  und  können  pns  daher  um  sp 
nebr  hier  auf  eipe  bloss  kurze  Anzeige  beschränken.    Der  Brief- 
>>Fechsel  beginnt  mit  einem  Briefe  von  Olbers,    datirt  Behburg 
i)ei  Bremen  den  1^.  August  1804,  und  schliesst  mit  ^ipem  Briefe 
von  Bessel,    datirt  Königsberg  den  t28.  Juqi  1839,    umfässt  äUo 
den  langen  Zeitraum  von  35  Jahren.    Im  Ganzen  sind  364  Briefe 
mitg^theilt.    Von  Bessel  selbst  aufgesetzte:    „Kurze  Erinne- 
rungen an  Momente  meines  I^eben^^'  3ind  dem  Briefwechsel 
vorangestellt,    die   aber  leider  nur  bis   zum   Jfabre  1806  reichen; 
ferner  B esseis  früher  in  den    Astrjonomischen  'Nachrich- 
ten Bd.  XXII.   erschienener  Aufsatz:    Ueber  Olbers.    Wenn 
auch  dieser  Briefwechsel  patdrtich  vorzugsweise  den  Astronpmen 
von  Fach  interessjren  muss,  so  können  wir  doch  den  Lesern  di^ 
Versicherung  geben,   dass  auch  der  Mathematiker  viele  interes- 
sante und  lehrreiche  Notizen  in  demselben  finden  wird,  und  wün- 
schen ihm   daher  eine    möglichst  weite   Verbreitung  und  ausge- 
dehnte Beachtung  recht  sehr.    Jedenfalls  hat  sich  Herr  Professor 
A.  Erman  in  Berlin  durch  die  Herausgabe  dieses  Briefwechsels, 
zu  welcher  er  schon'  als  B  e  s  s  e  T  s  Schwiegersohn  vorzugsweise 
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berufen  und  besonders  beföbigt  war,  um  die  Geschichte  der  Astro- 
nomie und  Mathematik  überhaupt  ein  mit  besonderem  Danke  an- 
zuerkennendes Verdienst  erworben. 


Arithmetik. 

9 

Materialien  zum  Gebrauche  bei  und  nach  dem  Un- 
terrichte aus  der  höheren  Analysis.  Mit  besonderer 
Rücksichtnahme  auf  die  Bedürfnisse  von  technischen 
Lehranstalten,  als  Hilfsbuch  für  Lehrer  und  Ler- 
nende bearbeitet  von  'Johann  Rogner,  o.  ü.  Professor 
an  der  k.  k.  Oberrealschule  u.  s.  w.  zu  Gratz.  Gratz. 
1853.    Hesse.    8.    2  Thir.  20  Ngr. 

Dieses  Buch  ^tothält  3800  U^bungsaufgaben  aus  der  sogenann- 
ten Analysis  des  Endlichen,   aus  der  Differentialrechnung  und  In- 
tegralrechnung, utid  erstreckt  sich' ziemlich  gleichförmig  über  alle 
Theile  dieser  Wissenschaften,    wobei  zweckmässig  die  Resultate 
(S.  277— S.  463.)  von  den  Aufgaben  (S.  1-^.  276.)  getrennt  wor- 
den sind.    Der    Gestaltung    der    neueren   Analysis    hat   der  Herr 
Verfasser  insofern  zweckmässig  Rechnung  getragen ,    dass  er  bei 
der    Taylor^schen   und   Maclaurln'schen   Reihe  (S.  186)  die  soge- 
nannten Reste  dieser  Reihen  nicht,  wie  dies  in  den  meisten  übri- 
gen neueren  derartigen  Sammlungen  in  unverantwortlicher  Weise 
geschehen  ist,    unberücksichtigt  gelassen^    ferner  auch  auf  $1.  11 
eine  ziemlich  grosse  Anzahl   von  Aufgaben  über  die  Beurtheiinng 
der    Convergenz    und   Divergenz    der  Reihen   aufgenommen   hat. 
Wenn  sich  auch  natürlich  über  den  Werth  und  die  Brauchbarkeit 
eines  solchen  Buchs  erst  nach  längerer  Anwendung  bei^m  Unter- 
richte vollständig  urtheilen  lässt,    so.  scheint  der  Herr '  Verfasser 
doch   bei    den  Aufgaben  meistens   eine    gute  Wahl  getroffen  za 
habien,  und  manches  Eigenth  um  liehe  oder  wepiger  Bek^^nte  scheint 
sieb  darunter  zu  finden.    Wir  glai^ben  datier,  diese  Sammlung  so- 
wohlLehrern  zur  Benutzung  bei*m  Unterrichte,  als  auch  Schülern 
Behufs  eigener  Uebungen  in  der  Analysis,    mehr  als  manphe  an- 
dere Schriften  dieser  Art  empfehlen  zu  können,    ohne  uns  übri- 
gens auf  eine  speciellere  Beurtheilung  einzulassen , .  und  wfioscben, 
dass  das  Buch  nicht  unbeachtet  gelassen  werden  möge. 


r 

k.      Grundlii 
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Geometrie. 

ler    neueren     ebene 


«'itt 


Geometrie  mit 
1000  erlSutert«D  Aufga- 
ben, einem  Anli.-Liig  üLer  die  Auwendnng  der  neueren 
Peometrie  auf  0[illk  und  zehn  Kii;"rentafeln.  Von 
Pliristoph  Paulus,  Lehrer  der  Mathematik  au  der  Er- 
ziehungsanstalt auf  dem  Salou  bei  LudM-igeburg. 
llnttgart    W.  Paulus.     ISSa     8. 

Bei  der  Abfassung  dieser  Gruiidliiiien  der  neueren  ebenen 
Cteometrie  Hess  sit-h  der  Herr  Verfasser  durch  die  folgenden  Rück- 
tichten  leiten.  I)  Vor  Allem  schien  ihm  die  Trennung  der  (ieo. 
Ebene  von  der  des  Raumes  Hiinschenswerlh  zu  sein, 
ireshalb  denn  auch  hier  für  jetzt  nur  die  crstere  gegeben  wird. 
I)  Bei  der  Frage,  welches  von  den  Hülfsinitteln  der  neueren  Geo- 
itrie  zum  leitenden  und  durchgreifenden  zu  erheben  sei,  ent- 
pbied  er  sich  für  die  Colllnealion,  ohne  die  übrigen  Hütfsmittel, 
B.  Reciprocität,  Polarität,  u.  s.w.  zu  übergehen.  3)  Hinsicht- 
iph  des  grossen  vorliegenden  Materials  wurde  eine  strenge  Sich- 
tig vorgenommen,  um  einerseits  nichts  Wesentliches  zu  über- 
;9b«n,  andererseits  aber  auch  die  Geduld  des  Lesers  durch  allzu 
^Iches  Material  nicht  auf  die  Probe  zu  stellen.  4)  Um  auch  die 
ipraktische  Seite  der  neueren  Geometrie  hervorzuheben ,  Murde 
^he  Aufgabensammlung  beigegeben,  in  welcher  die  Kreis- 
lerühruhgen  und  die  Cnnstruclinn  der  Kegelschnitte  mit  Recht 
ine  besondere  Berücksluhtigung  fanden,  weil  eben  hierin  die 
lenere  Geometrie  die  glänzendsten  Leistungen  aufzuweisen  hat; 
Tuer  wurde  in  einem  Anhange  die  Anwendung  der  neuereu  Geo- 
letrie  auf  die  Optik  gezeigt.  5)  Sein  besonderes  Augenmerk 
ichtetc  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Einführung  einer  zireck- 
iSsäigea  Terminologie. 

Das  Yorliegende  Werk  macht  durchaus  den  Eindruck  einer 
|>I2  selbstständigen  Arbeit,  welche,  die  Arbeiten  der  Vorgänger, 
lentlich  die  Werke  von  Steiner  und  Staudt,  zwar  benutzend, 
lock  hauptsächlich  die  bessere  Darstellung  und  weitere  Entivicke- 
ing  seines  Gegenstandes  sich  zur  Aufgabe  macht.  Dass  bei 
inem  solchen  höchst  anerkennungsiverfhen  Streben  es  nicht  aus- 
ileiben  konnte,  dans  dem  Herrn  Verfasser  sich  öfters  neue  Wege 
janllhaten,  die  auch  zu  neuen  Resultaten  führleu,  versteht  sich 
pei  dem  offenbaren  Geschick,  mit  welchem  derselbe  seinen  6e- 
instand  behandelt  hat,  so  sehr  von  selbst,  dass  wir  es  fast  für 
inpöthig  halten ,  auf  solche  Dinge  noch  besonders  hinzuweisen, 
idess  wollen  wir  doch  nicht  unterlassen,  hierzu  als  Beispiele  zu 
ahnen;    die  Begriffe   der   imaginären  Punkte   und  Richlunoen, 


I 
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denen  das  achte  Buch  gewidmet  worden  Ist;  ferner  die  Einfüh- 
rung des  Ue^riffs  der  CoNrormilHt,  wobei  der  Herr  Verfasser  die 
Bedeuhin;;  der  Begriffe  der  imaginSren  Punkte  und  Richlnn^en 
hauptsilchllch  erkannte,  als  es  ihm  gelan;;,  die  Conformität  der 
Kegelschnitte  auch  auf  die  imüi!;inäreii  Punkte  and  Richtung 
auszudehnen  und  dadurch  den  Boden  zit  geivinnen,  trelchet  der 
Erforschung  der  gemeinRchafllichen  Punkte  und  Tangenten  «veier 
in  einer  Ehene  liegenden  Kegel schiiille  und  der  Osculalinn  der 
Kegelschnitte  zur  Basis  dienen  konnte;  weiter  gehören  hierher 
,  die  Einführung  dea  Begriffe  der  genieinschaftlicfaen  Viel- 
strahlen  zweier  KegeUcbnitte,  die  Einführung  des  Modulaa 
des  Theilpunktee,  der  haruionischen  und  an  harmonischen  Thel- 
lung,  der  Oollineation,  und  manches  Andere,  was  wir  hiei 
Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht  alles  naiDhaft  mftcbea 
kennen. 

Wir  halten  dieses  Werk  jedenfalls  für  sehr  beachlenswetlli 
neben  den  bekannten  deutschen  Werken  von  Steiner  und  Staodt, 
auf  die  der  Herr  Verfasser  sich  selbst  in  der  Vorrede  «Iters  be- 
ruft, ohne  des  berühmten  neuesten  Werkes  von  Chasles  au  ge- 
denken, und  haben  hei  dieser  Anzeige  für  jetzt  haupf»:  Seh  lieh  uwl 
BUn^chsI  den  Zweck,  unsere  Leser  auf  dasselbe  aufmerkHan  tn 
machen  und  ee  ihnen  zu  sorgfältiger  Berücksichligung  recht  »elir 
KU  empfehlen,  indem  wir  zugleich  noch  bemerken,  dnss  das  näditU 
Helt  des  Archivs  eine  Abhandlung  des  geehrten  Herro  Verfasser» 
enthalten  wird,  welche  diesen  Zweck  noch  mehr  xu  erfüllen  ge- 
eignet sein  dfirße,  als  die  vorliegende  kurze  Anzeige. 


Trigonometrie. 

Anfangsgründe  der  ebenen  nnd  sphSriBchen  T'Ü' 
gonometrie  und  deren  Anwendung  auf  die  LfltiBng  q 
draliBcher  und  kubischer  Gleichungen.  Von  P.  ffcH 
lipp  Kram  er,  O.  S.  B. ,  Professor  der  Mathematik  u.«.W 
am  Gymnasium  zu  St.  Stephan  in  Augsburg,  Aags^ 
bürg.    Hieger.    1852.    8. 

Ein  deutliches,  ganz  elementar  gehaltenes  Lehrbuch  dei 
nen  und  sphärischen  Trigonometrie,  mit  numerischen  UebuDgSF 
beispielen,  einer  Formeltal'el  und  mehrfachen  zweckmässigen  An- 
wendungen auf  Geodäsie,  Physik  und  mathematische  Geograph!* 


Ä  Tafeln.  (Aus  d 
nalhematisch  •  naturtv 
Kaiserlichen  Akadem 
3  abgedruckt.)     VVi< 
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Bericht    über   ilie  in   den   Ja 


fahrte  Verbindu 
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V.  I 


1847-1851  aHBffe- 
rreichischen  und  RubsI- 
m  Karl  von  Lillrow.  Mit 
I  der  Uenkscbriften  der 
hartlichen  Klasse  der 
Wissenschaften   beson- 


.  18S3. 


Am  li.  August  1S47  wurde  ku  Tarnogrod  zwischen  St. 
ßxcelleDx  Herrn  General-Lieutenant  v.  Tenner,  Chef  der  Triar- 
,gulation  des  Künigreichs  Puleu,  und  Herrn  Oberst  Marieni, 
Trianfjulirungs-Uirector  in  dem  unter  der  obersten  Leitung  Sr. 
Gxcellenz  des  Herrn  Feldmarscball-Lieulenants  von  Skribaneck 
stehenden  k.  k.  geographischen  Militair- Institute  zu  Wien,  für  die 
geodätische  Verljindnng  von  Oesterreich  mit  Rustiland  eine  Con- 
vention abgeschlossen.  In  dieser  Convention  lautet  Aiticle  7.  a. 
und  h.  folgendermassen: 

a)  Le  lieutenant - gen^ral  Tenner  ot  le  colonel  Marieni  ne 
0e  communiqueront  pas  mutuellenient  les  resultats  geodesiques 
et  aslrononilqties  pour  les  joiictions,  indiques  dans  THrticIe  4.  de 
cette  Convention;  cbacuo  d'eux  enverra  les  siens  cacbetes  aus 
Diroctcurs  des  observatoires  de  Poulkova  et  de  Vienne. 

b)  Cbacun  des  Messieurs  des  Directeurs  decach^tera  sumul- 
tanement  les  r^ultals  reciproques  des  jonctions,  pour  les  cninpa- 
rer  entre  eux,  et  puis  cbacun  comniuniquera  de  son  cote  au  lieu- 
tenant-general  Tenncr  et  au  colonel  Marieni  cette  comparaison 
Stinsi  qne  eon  opinion  sur  t'accord  de  ccs  reeultats. 

Der  in  Folge  dieser  Convention  von  dem  Director  der  Stern- 
warte zu  Wien,  Herrn  K.  v.  Littrow,  erstattete  Bericht  über 
die  Verbindung  der  österreichischen  und  russischen  Triangulation 
liegt  uns  hier  vor,  und  ist  in  jeder  Beziehung  geeignet,  das  In- 
teresse der  Leser  in  hohem  Grade  in  Anspruch  zu  nehmen,  nicht 
'bloss  wegen  der  grossen  Gründlichkeit  und  Sachkenntniss,  mit 
welcher  derselbe  verfasst  ist,  wodurch  derselbe  fflr  Jeden,  wer 
ein  Crlhell  über  ähnliche  geodätische  Operationen  geHinnen  will, 
überaus  lehrreich  wird,  sondern  auch  wegen  der  trefflichen  Ope- 
rationen selbst,  denen  er  gewidmet  ist.  Herr  v.  Litlrow  ver- 
gleicht zuerst  die  Bestimmungen  einer  grossem  Anzahl  gemein- 
schalllicher  Winkel,  Seiten,  Hüben,  Azimuthe,  Polhöhen  und 
Längen  bei  Tarnogrod  und  Krakau  mit  einander  und  findet 
jlberall  die  schOnste  Oebereinstimmung;  eine  der  längsten  Seiten 
7..  B.  ist  die  Seite  Krakus- Oycow,    welche  sieh  aus  der  einen 
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Veranlassung  der  Knoiglichen  Stermvarte  za  Bonn  an. 
gestellt  von  dem  CehüMpn  derselben  J.  F.  Julius 
Scfaniidt.    Itonn.  Marcus.  I8S2.    4.    ]  Thir.  10  Sgr. 

Ztveck  und  Veranlassung  dieser  Schrift  giebt  ihr  Titel  voll- 
ständig an.  Uer  Inhalt  ist  folgender:  Einleititng.  —  Beobachtete 
Zeitmomenle  wahrend  der  FinsternUs.  —  I.  Beobachtungen  mischen 
dem  Anfange  der  Finsferniss  und  dem  Beginne  der  Totalität. 
II.  Beobachtung  der  Erscheinungen  nährend  der  totalen  Verfin- 
sterung. A.  Die  Corona.  B.  Proluberanzen.  C.  Erscheinungen  iu 
den  letzten  Secunden  der  Totalität.  D.  Reobaditnngen  der  Her- 
ren Thormann  und  Jänsch.  —  Bemerkungen  über  Hie  PnsJtions- 
winkel  und  Grössen  der  Protuberan/en.  —  Folgerungen,  welche 
sich  aus  den  Beobachtungen  der  Protiiberauzen  zu  ergebeu  schei- 
nen. Bemerkungen,  über  die  Intensität  der  Corona  und  der  Pro- 
tuberanzen.  Mittheihmg  fremder  Beobachtungen  aus  Ostprenssen. 
—  Eigene  lind  fremde  Beobachtungen  in  und  um  Rastenburg  wSh- 
rend  der  Finstemiss  (ohne  Fernrohr).  I.  Undulirende  Bewegun- 
gen des  Lichtes  am  Anfang  und  Eiide  der  Totalitiit.  II.  Ansehen 
und  Dunkelheit  des  Himmels  während  der  Totalität  HI.  Depres- 
sion der  Temperatur  und  Finaternisswind.  IV.  Verhalten  der  Men- 
«cben,  Thiere  und  Pllanzen  während  der  Fiusterniss. 

Wir  gestehen ,  dass  uns  keine  Schrift  zu  Gesicht  gekommen 
ist,  in  welcher  namentlich  die  physikalischen  Erscheinungen  bei 
der  in  Rede  stehenden  merkwürdigen  und  grossartigen  Erschei- 
nung mit  so  viel  Umsicht,  Sachkenntniss  und  Genauigkeit  erür- 
tert  worden  wären,  aU  in  der  vorliegenden,  durch  die  «ich  der 
Herr  Verfasser  überall  als  einen  genauen  und  völlig  vorurtheils' 
freien  Beobachter  documenlirt.  Wir  empfehlen  daher  diese  sehr 
gute  Schrift  der  Aufmerksamkeit  aller  unserer  an  der  besproche- 
nen merkwürdigen  Erscheinung  Interesse  nehmenden  Leser  aus 
vollkommenster  Ueberzeugung  recht  sehr  zur  sorgfältigsten  Be- 
achtung. Auf  die  Anführung  vieler  Einzelnheiten  kennen  wir  uns 
liier  natürlich  nicht  einlassen,  können  uns  indess  nicht  ver- 
sagen, anzuführen,  wie  auf  S,  17.  der  geehrte  Herr  Verfasser  über 
die  schon  vielfach  discutlrte  Natur  der  Proluberanzen  sich  aus- 
spricht, womit  unsere  Meinung  über  diesen  Gegenstand  auf  das 
VollstSndigste  übe  rein  stimmt.     Er  sagt  a.  a.  O. : 

„Wenn  aber  auch  diesmal  aus  den  oben  angetiihrlen  Gründen 
die  in  Rastenburg  und  Danzig  gemessenen,  auf  den  wahren  Nord- 
punkt der  Snnnenscheibe  bezogenen  Positionswinkel  nicht  zusam- 
menstimmen können .  so  zeigen  doch  beide  Messungen  das  Zu- 
sammenfallen der  Protuberanz  £  mit  der  westlichen  Fleckongruppe 
B.    Wäre  die  Protuberanz  ein  optisches,  erst  am  Mond- 
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Tands  erzenfttes  Phäncmeji,  so  Usst  sieb  ««Icfae  C*il- 
cidenz  bei  lUessuagea  an  so  von  einander  «ntfemlAf 
Orten  scbwet  begceifen,  zivisclien  denen  der  Datit- 
scbicd  in  den  Parallaxen  des  Mondes  schon  von  groB- 
seni  Einflüsse  eein  müsste  und  selbst  die  Wirkang 
der  das  Mondprolil  verändernden  paralUktischen  LT- 
bration  nicht  z«  übersehen  ist,  wenn  man  die  Pro- 
tuberamen  durch  ein  Inftexiomphän 
RandgebiTgen  des  JVondet  erklilTen  will 

Wir  werden  uns  freuen,  wenn  das  Vorstehende  geeigiiet  i^b 
die  AurmeHcfiarakeit  der  Leser  auf  diese  mehrfach  intcrrwirntf 
Schrift  hinzulenken. 


Liierarische  Nachricht    aus  Russland. 

Herr  M.  Kobalsicy,  Adjunct  der  Kaiserliclieti  Universität u 
Kasan  und  Observalor  an  der  dortigen  Sternwarte,  bat  in  et 
im  vorigen  Jahre  in  russischer  Sprache  erechieneneti  Werke 
(„Theorie  der  Bewegungen  des  Neptun.  Von  M.  Ki»- 
balsky,  Ädjuncten  der  Kaiserlichen  Unicersiljit  in 
Kasan")  eine  buchst  sorgfältig  ausgenilirto  Berechming  der  Kefh 
tunestürungen  auf  100  Quartseilen  geliefert  und  einen  Anhang  üher 
das  Kepler'sche  Problem  auf  27  Seiten  beigefügt.  Wir  enpfck- 
len  dieeea  trelHicbe  Werk  allen  Denen,  welche  sich  .  Cur  dieMB 
Gegenstand  iuleressiren,  aiigcle£>enHichst,  und  machen  biet  t 
so  lieber  auf  dasselbe  aufmerksam,  weil  die  russische  Liter^ir 
sich  bei  uns  noch  nicht  ganz  der  verdienten  Verbreitung  erfreut 
Der  Herr  Verfasser,  welcher  fn'iber  bei  der  vor  einigen  Jabra 
unter  Leitung  des  Obersten  Professor  Hoffniann  ausgeftihrtta 
Expedition  nach  dem  nürdlicbcn  Ural  für  astroiinnitsche  und  las^ 
netiscbe  Beobachtungen  angestellt  war,  hat  sich  durch  die  An» 
führang  der  obigen  Rechnungen  jedenfalls  ein  »esentlichee  V«- 
dlenst  um  die  ÄHtronomie  erworben. 


P  h  y  s  i  k. 


Lehrbuch  de 


Mit  I7D  in  de 
Lithographie 


'bysik   fSr  Realanstalten    nn 
jm  Selbstunterricht  von  Dr.  C.  B.  Cri 
iik  am  Realgymnasium   in   Wiesb&tlei 
ext  eingedruckten   Holzschn 
Wie6b.aden.  Kreidel.  1863.  8. 
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Dieses  Lehrbpch  der  Physik  unterscheidet  eich  vod  flbnlkbBD 
Werken  wesentlich   durch    die  Anordnung  de«  Stoff«,    indem  die 
mechanischen  Kapitel   vom  Anfange  ganz  an  das  Ende  verwiesen 
worden  sind,  was  der  Herr  Verlasser  damit  rechtfertigt,  dass  die 
mathematische  Behandlung  dieser  Lehren  es  nQnscheosvrerlh  mache, 
nur  in   den  obersten  Klassen   vorzutragen,    und   dass  man  in 
den  Qbrigen  Abschnitten   fast  ausschliesslich    nur  die  Sätze  über 
Zusammensetzung    und   Zerle^tung  der  Kräfte   benutze,    diese 
aber  den  Schillern  fürs  Erste  mit  Leichtigkeit  experimentell  vor- 
geführt werden  kitnnen.     Wir  glauben,    dass  diese  Atiordnung  in 
■nethodiscbcr  Rücksicht  wohl  zu  billigen  ist     Sonst  unterscheidet 
sich  dieses  Lehrbuch  von  anderen  Werken  nicht  tvesentlich,  nimmt 
ir  seinen  Zweck  hinreichend  auf  die  praktiische  Anwendung  Rtick- 
icht,   verschmäht  nirgends  die  Anwendung  elementar  -  mathemati- 
scher Uülfsmillel,  z.  B.  auch  in  der  Optik,  und  ist  in  einer  deut- 
licfaeu  Sprache    verfasst,    eo  das»    wir   dasselbe  den  Lehrern  an 
hi>lieren  ünterricbtsanstalten  wobt  zur  Itcachtung  empfehlen  künnen. 

Die  Lehre  von  der  Reibu  ngselectricitSt  Von  Pe- 
t«r  Theophil  Riess,  Professor  zu  Berlin.  Zwei  Bände. 
~eTlin.   Uirschwald.    183:).     8.     8  Thir. 

Jedenfolls  das  wichtigste  und  vollständigste  Werk  aber  die 
ßeibiingselectricität,  was  die  gesamrate  physikalische  Literatur 
etzt  besitzt,  eben  so  vollständig  für  die  jetzige  Zeit,  wie  etwa 
j  bekannte  Werk  von  Cavallo  liir  die  seinige  war.  Üass  das- 
be  zugleich  viele  eigene  Untereuchnngen  des  Herrn  Verfassers 
InIhKit,  versteht  sich  bei  den  allgemein  bekannten  Verdiensten  • 
Besselben  um  diesen  Theil  der  Naturlebre  gang  von  selbst.  Wir 
freuen  uns,  das  Erscheinen  dieses  Werkes  hier  anzeigen  zu  kün- 
■en,  künnen  und  niiissen  uns  aber  auch  damit  hier  begnügen,  weil 
kein  Inhalt  zu  reichhaltig  ist,  als  dass  wir  näher  auf  denselben 
eingehen  kannten.  Die  Ordnung  ist,  was  hier  von  besonderer 
VVichtigkeil  ist.  Übersichtlich,  und  die  Darstellung  deutlich  und  klar. 

Dober  mnsikalische  Tosbestimniung  und  Tempe- 
ratur. Von  M.  W.  Drohiach,  Professor  zu  Leipzig.  Au» 
den  Abhandlungen  derniathcmatiscb-physischen  Klasse 
'  Königlich  Süchsiscben  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.    Leipzig.  Weidmann.  1832. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  den  Fimdamentalleh- 
fcn  der  theoretischen  Musik  oder  Kanonik,  wobei  es  dem  Herrn 
Verfasser  nicht  um  musikalische  Neuerungen,  sondern  um  wissen- 
schaftliche Aufklärung  des  Bestehenden  zu  thun  war.     Der  Haupt- 
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Inhalt  tst  folgeddsrr  1.  Beatiranung  der  TSnbualui' alireB.<inb(k 
sten  Schwingün^ftverbältiiHsen^  II.  fiestinwking  idati  X«iHiiten>ll« 
III.  Van'ddrNotbiTentlif^eit'  dar  T^mpflBattMii:p(rtrb«i»l-.„i>A» 
sondere  del*  i^leichiicImvlMilHeD.  I.  Atfhan^'  UcfcesTidie  tlefltniifgMie 
alniBtiaabs '  BestlnMaair^  <  d«r.!  elhübteti  iMtl>,,0rafpdl$gt»n,..i;iiHi 
IF.  IJaber  (Tie-Newtoosche 'Aii£logie-iXi4iarii«aiJi'arJb«b-ii(iD|i.itM> 
Tci'bikttnlBMii'i'  .- .*  ■'.  ■  i  ■  ■■  i:  :  ■,.  1-,.:  •,■•■■■- ui  •■■■l/.  ,r- -.H':'  .i^.'' 
'Je  fTeüiii«r  GfeBÜgend««  man  aHflli  JlnJ'dW'Bi'aBwcreB  ph^rilü' 
lischeh  Hanitbaohern  über  den  obigen  GegenstiiiMlfibdet',  db^'M 
Äie  Verftisaer  dieser  Bflcher  oft' selbst  nur  innklarenVonstelhnign 
gehabt  zu  haben  'scheinen,  desto  nähr  mugs'inaii  denvUerhi  Vv 
fasser  für  die  in  dieser  Schritt  gegebene  Kosueh-stblara  ■ndstranft 
Oarstellung  danken,  die  zagleicb  iifmtaUToH'-kntivehemStkät- 
sinne  ^le  Leistutigen  der  Vorgänger,  wie  Enier's',  Marporf'^ 
Tfirk'ä.'Herbart's  u.  8,  wl, 'beurth«ilt,  vrohäi  sie -dbren  Vin> 
tXige  kerneBiT^ges  unbeachtet  ISs^t  und  überall  b fei  s^lbstatäsdifV 
Verarbeitung  sich  aneignet.  '  Wir  glauben  'daher^  !«H«Bei$chill 
unsern  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu  mflssen. 

'  Rdcksicbtl'ich  *des  Anhangs' fl.:  i,Uäfa«r'df«'Ahfalblgi^  zWncboi 
Farben-  und  TonvethSItniasen"  mflSsen  wir  Aoblr  liaraüf  anffflOA- 
sam  machen,  dass  der  Herr' Verfasser  in  rief  Off^tlicliiin  SftMi; 
4m  Künigl.  Sächsiscbep  Gesellschaft  der:  Wissenschaften  vom 
l,ii  NQfambei  1852  einei:^,  Nachtrag  bu  der  oliigen  Abhandinng; 
„Ueber  die  \ye|leniängß|k  Mifd  .Osuiljationsznhien  der  farbigen 
Sl^fthlen  ini  Siipctnini"  ijqTgetragen  bat,  worin  er  eiueii  lrrlbui|i 
oi^er  vielmehr. , eine  Uebereiiij^g  beapqicht  und  volUlänrli^  aufklärt. 
,  in  die  er  bei  Abfasaung  des  in  Redq.  sf ebeneren  f weiten.  Aobai^^ 
Verfalles  war  , und  auf  »eldie  ihn .  2uerst<  Herr  .jpr.  JBaltser  ii 
Dresden  aufmerksam  gem^cbf  hatte..  ,  Ohne  .  nn^  hier  auf  eine 
ireitere  Besprechung  diq?^  G^genstsjades  eiala«/Biep  fu  kunaen, 
4ur/)en  wir  doch  diese  von  dam  f;lerrii  V^ifa^a^T..iiad)trägliQli  ge- 
gebene Aufklärung  im  loter^se, unserer  Leser  .iijcht  unerwähol 
lassen.  .  ,  , 

Die  Physik  der  Erdrinde  und  der  Atm(is|>hSre  po- 
pulär dargestellt  von  Friedrieb  Zainmioer,  ausser- 
ordoptli.cbem  Professor  zu  Giass.eji.  Mit  cjre  i  Karlea 
Alis  der„NeuenEnoyklopädi,e  für  Wissenschaften  und 
Könste"  besonders  abgedruckt.  Stuttga,rt,  Fraockh. 
1853.    8. 

Diese  Schrin  soll,  namentlich  in  ihrem  erstejn  Tbeile«  ein 
gedrängtes  Bild  geben  von  dem  Walten  der, Kräfte,. .;wel(:jip  dw 
Erdkuiper  a&8,ei(ier  glühenden  Punstmasse  ii^,  eiqw.  Sf^aq^lati. 


Elijd/ifvfkf .  ,1,  iP4«.EyflQ<|iIft.J?l4i)^fcnf,UfiiM«liW,|ijHii« 

Gesetz  der  grossen  Zahlen.    III.  Verhältniss  der  Atmosphäre  zur 
Vl^ttaiei  *IV;^Difer-StröWi»^^eli    faW'^le&t.   ■V:^Ditt'Sifmfiiögen 

EriftJvil.'Dlt  T^S^^rigenJ^ieile^fi^cHäWe^d'aVfe  tlfeWIttSr.^  Vtlt/iEitii 
ridks  de^  t\\iai^  und  ä»r  Mtefe«i^<i''aüf  ^iö'^Tei^itoi*  '^ '/  '  ''  "'r 

Die  Si;hrift  ist  ]ni}QinQri.rrA€h^apQpr£jQb^4e»Sprtaick^^^dbiie4 
ben,   verbindet  ziemliche  Vollständigkeit  init  angemessener  Kürze 
iiM"  b^rniisiditigt'fib^ktl^  fcorgfäfttg'  die  tieuesifen^FbWtliu/i'geK  s.^ 
lUMi^AiA^' j^^w  al^i^h^HUhil  »i^ü'iW  ^Sfat^c^e.  '  Dite'sfelb'^lsdKein^  d^ 

iü'  entsj^i'^AeB  üiitf •  vör*^^^  eSneii 
irtt^i'efesaÄ^ten  «ege'nstod  4n,  feirrzfe''^ 
»eft  eirie  aöstieicheAdb'  tPeberdrtht  Srets^dtlep  y^Hl,  eoiplfohleii  id 
^K^deö;'  feörwle-  \Vif  sfelliät'diesfePbö  iriit  V^r^oägen  gel*e^s^n  hä'bi^iil 
Aiöh ''Lebret' 'idW^Näfört^id^Yif^When'  'ii'eVdiÄ'  üiäiiAe^'  rir>  Ihfe 
Zwi^i^kti  Ditinlidbe-^sr  i!yr-t^6bri{yfe}i<'l!(i^eii  ^bd-  diirfeti'^ie  Aäbel* 
nicht  unbeachtet  lassefk^,  da  sie  uns  nützlicher  zu  sein  scheint,  als 
viele  andere  dickleibige  und  weitschweifige  Werke  dieses  Fachs, 
die  ohne  vielen  Gebalt  sieb  oft  in  hochtrabenden  Redensarten  zu 
ergehen  belie1i)en. 


Vermischte  Schriften, 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (Siebe  Literar.  Bericht  Nr. 
L.XXIV.  S.  940.) 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  4.  Heft.  S.  504.  Stampfer: 
U^ber  den  scheinbaren  Durchmesser  der  Fixsterne.  Auszug  aus 
einer  für  die  Denkschriften  bestimmten  Abhandlung.  —  S.  511. 
Stampfer:  Methode,  den  Durchmesser  der  Pupille  sowohl  bei 
.  Tage  9  als  bei  Nacht  am  eigenen  Auge  zu  messen.  (Auf  beide 
sinnreiche  Aufsätze  machen  wir  besonders  aufmerksam.) 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  5  Heft.  S.  543.  Seh  ob  1: 
Vielfachie  Brechung    eines  Lichtstrahls   in    Kalkspath-Krystallen. 


It 
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—  S.  507.  Petsval:  Ueber  die  UnsaköminlicIikeiteB  gewisser 
populärer  Anscbadiingeweieen  in  der  CndalatioD0*Tlieorie  irad  ihre 
UnAhigkeit,  das  Prlncip  der  Erhaltung  der  Scbwingungsdaser  zu 
ersetzen.  —  S.  587:  Doppler:  Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze: 
„Ueber  ein  allgemeines  Prinelp  der  Undulationslehre.  Gesetz  der 
Erhaltung  der  fiSchwingungsdauer^  von  Professor  Jos.  Petzval'' 
(Sitzungsberichte,  Febniarheft  1852,  pag.  134).  —  S.  593.  A.  t. 
E^tingshansen:    Bemerkung,  denseltien  Gegenstand  betreffend. 

Jahrgang  1852.  IX  Band.  LHeft  S.27.  A. v.  Ettings- 
hausen:  Weitere  Bemerkungen  zu  dem  Vortrage  des  Herrn 
Professor  Petzval  vom  15.  Jänner  1852.  —  S.31.  Bone:  lieber 
die  Karten  der  Gebirge  und  Thälerricbtungen.  "~  S.  173.  Puschl: 
Ueber  das  Entstehen  progressiver  Bewegungen  durch  Verbrauch 
lebendiger  Kraft  oscillatorischer  Bewegungen. 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  2.  Heft.  8.  217.  Doppler: 
Bemerkungen  über  die  von  dem  Herrn  Professor  Petzval  gegen 
die  Richtigkeit  meiner  Theorie  vorgebrachten  Einwendungen.  -*- 
S.  240.  Haidinger:  Die  Löwe'scfaeo  Ringe,  eine  Beugungs- 
Erscheinung.  —  S.  338.  Haidinger:  Niedrigste  Hoben  vop  Ge- 
witterwolken. —  S.  401.  Schmidl:  lieber  die  Abfassung  einer 
Chronik  der  Erdbeben  in  der  osterrelchisclien  Monarchie.  —  S.  414. 
Scbrutter:  lieber  das  Leuchten  gewisser  Körper^  beim  Erwärmen. 
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Geschichte  der  Mathematik. 

Id  der  Beilage  zu  Nr.  864  der  ^yAstronomischen  Nach 
richten'*,  welche  bekanntlich  jetzt  die  Herren  Hansen  in  Gotha 
und  A.  C.  Petersen  in  Altena  trefflich  redigiren,  findet  man 
sehr  interessante:  ^^Biographische  Notizen  über  den  rer- 
storbenen  Gonferenzrath  Schumacher.  Vorgelesen  in 
der  Konigl.  Dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
teu  amlO«  December  1861,  von  Professor  01ufsen*S  för 
4eren  Veröffentlichung  man  Herrn  Professor  Olufsen  zu  beson- 
derem Danke  verpflichtet  ist  und  auf  welche  wir  unsere  Leser 
besonders  aufmerksam  machen. 


Geometrie. 

Neun  verschiedene  Coordinaten» Systeme,  im  Zu» 
«ammenhang  untersucht  von  J.  6«  H.  Swellengrebel, 
liitt  et  Phil.  Dr.  (zu  Utrecht).  Mit  6  lithographirten 
Tafeln.    Bonn  (Marcus).  1863.   4.    2  Thir.  20  Sgr. 

Jeder,  wer  mit  den  neueren  Fortschritten  der  analytischen 
Geometrie  vertraut  ist,  weiss,  dass  dieselben  einem  grossen  Theile 
nach  durch  die  Einführung  neuer  Coordinaten- Systeme  bedingt 
worden  sind ,  imd  dass  die  Untersuchungen  der  neueren  Geometer 

ThI.  XXI.  Hft.  2.  2 
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banptsKchlich  als  in  diesem  Princip  wurzelnd  betrachtet  werda 
kiJTinen.  Auf  diesem  Wege  n-eiler  foTtschreitend,  bat  nan  ds 
Herr  Verfasser  in  dieBem  Werke  neun  verschiedene  Coordinaten- 
Systeme,  die  grSsstentheils  neu  sind  oder  wenigstens  hier  ans 
neuen  Gesichtspunkten  auTgcfasst  ncrden,  einer  ausrührlicfaen und 
überaus  gröndlichen  und  sorgRItif^en  Befrachtung  unierzogen.  Es 
ist  uns  leider  hier  villlig  unimlglich,  diese  verschiedenen  Coordi- 
naten-Systenie  nSher  zu  charakterislren  «ider  nuch  nur  uherfiaell- 
lieh  anzugeben;  indess  wollen  wir  doch  einige  Worte  fibei  da« 
System  der  xy,  mit  welchem  der  Herr  Verrosser  sein  Werk  be- 
ginnt, sagen,  wobei  der  Leser  sich  die  Figur  leicht  selbst  nird 
entwerrt!a  kiinnen.  „Man  nehme",  sagt  der  Herr  ^'cr^a8scr,  „zweä 
Punkte  A  und  B,  welche  die  Coordinaten-Pnnkte  beissen 
m"igen,  deren  Lage  zwar  beliebig  ausgewShIt  werden  darf,  jedoch 
nach  vollführter  Wahl  als  fest  und  unTcrä'ndcrlich  zu  betrachten 
ist.  Im  Punkte  O,  welcher  die  Entrernung  AB  halbirt,  errichte 
man  eine  Senkrechte  YOY'  zur  Cieradcn  XOX' ,  welche  die  Cot«" 
dlnatenpunkte  Ä  und  B  vereinigt,  wobei  diese  Geraden  XOS 
und  YOY' ,  nra  der  Qblichen  Terminologie  zu  folgen,  die  Coor- 
dinaten-Axeii  unseres  Coordinalen  Systems  heissen  sollen.  Es 
ist  alsdann  die  Lage  irgend  eines  Punktee  C  bestimmt  dnrch 
dessen  Entfernungen  CE  und  CD  von  den  Geraden  YOf  und 
XOX',  und  daher  aucli  durch  die  beiden  Zahlen,  welche  andeu- 
ten, wie  oft  die  als  Längeneinheit  angenommene  LSnge  OA=zOB 
in  diesen  Entfernungeu  CE  und  CD  enthalten  sei.  Diese  Zahlen 
sollen  die  Coordiuaten  unser»  jetzigen  Systems  sein  und  respee- 
tive  durch  w  und  y  angedeutet  werden,  so  dass  man  hat; 

CE  CD 

welche  Coordinaten  indess  auch  als  Tangenten  gewisser  Winket 
betrachtet  werden  können. •'  —  Diese  neuen  Coordinaten  b-Stm 
also  eigentlich  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  oder  Parallel-Co- 
ordinaten,  durch  eine  gewisse  constante  Linie  dividirt,  oder  die 
zwischen  dieser  Linie  und  jenen  Coordinaten  stattfindenden  Vcr- 
hSltniaszahlen.  —  Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers  ist  zunächst 
auf  die  Untersuchung  seiner  neuen  Coordlnatensysteme  als  solcbei 
im  Allgemeinen  gerichtet  gewesen,  weniger  auf  die  Aufiindinig 
neuer  geometrischer  Wahrheiten,  trenn  er  auch  die  Fruchtbarkeil 
seiner  Systeme  ilbcTall,  wo  sich  die  Gelegenheit  darbot,  zn  «ei- 
gen nicht  unterlassen  hat ;  auch  hat  er  eich  für  jetzt  ftuf  die  Ebene 
beschränkt  und  hat  nur  im  letzten  Paragraphen  in  der  Kurse  gv 
zeigt,  dass  seine  Systeme  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  de» 
Raum  übertragen  lassen;    vorzuglich  aber  liess  er  es  sieh  angela- 


ÜM 
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g«a  eetn,  flberall  die  ^eomelristbe  Bedeutung  <Ier  analytischen 
Ponnel«  recht  deutlich  hervortraten  zu  lassen,  damit  analytische 
und  geometrische  Untersnchung  forln-abtend  Hand  in  Hand  gia- 
I  nas  JedenfälU  nur  vollfeummen  gebilligt  werden  muss.  (Jeber- 
bB  zci^  sich  der  Herr  Verfasser  in  diesem  Werbe  als  ein  mit 
Deueien  Forttjcbritten  der  analytischen  Geometrie,  welche  die- 
i  bauptsäcblich  mich  denischen  Malheinatitiem  zu  verdanken 
Tollkumnieii  vertranter  Mann,  und  bebandelt  seinen  Gegen- 
Bland  innerhalb  der  sich  selbst  gesteckten  <tränzen  überall  mit 
der  setner  ^jutinn  eigenen  Gründlichkeit,  Umsicht  und  Ausfüfar- 
bcUeit,  die  iunerbalb  der  geeogeoen  GrSnzen  fast  nirgends  etwas 
I  wünschen  übrig  lässt.  SVir  emiifehlen  daher  das  vorliegende 
H!erk  zu  sorgiältigster  Ueachtunp,  und  wünschen  sehr,  dass  aach 
Bndjere  Matliematiker  sieh  angelegen  sein  lassen  mügen,  einige 
Jer  besonders  fruciitbareii  Coiirdiiialeii-Sysfenie  des  Herrn  Vetfas- 
weiter  anzmvemlen,  am  darana  mVglicbt^t  viele  neue  geome- 
!  Wahrheiten  abzuleiten,  was  gewiss  kein  vergebliches  Be- 
1  wird.  Weiter  auf  den  Inhalt  dieses  Werkes  einzu- 
gehen, gestattet  uns  leider  hier  der  Kaum  nicht. 


Geodäsie. 


egung  graphischer  Ureiecksn 
Für  die  Geometer  des  Gross 
Weimar,   Horbucfadruckerei. 


Anleitung  zu 
l,eiF]urn,e>,a,.g 
zogthnms    Sachs 

4  Sgr. 

Wir  machen  auf  diese  nns  gütigst  zugesandte  Instruction  EBr 
die  Feldmesser  des  Grosshemogthums  Weimar  —  mit  welchem 
.Namen  wir  diese  Sciirift  wohl  bezeichnen  dürfen  —  hier  aufmerk- 

,  M'eil  dieselbe  den  erfreulichen  Beweis  liefert,  mit  wie  viel 
Socgfalt  und  Umsrcbt  das  für  das  gesellschaftliche  Leben  so 
wichtige  Geschäft  der  Feldmesser  in  dem  genannten  kleineD 
Staate  geleitet  und  überwacht  wird.  Dieselbe  ist  uuteraeichnet : 
„Weimar  am  S.October  1852.  üer  Grossherzogl.  Säclis.  Vermes- 
stmffs-Director  Herbst",  und  enthält  nicht,  wie  manche  andere 
FddAiesser-Reglements,  blosse  allgemeine  Vorschriften  über  Taxen, 
UasssRtiibe,  Zulässigkeit  gewinser  Feliler,  u.  s.  w.,  sondern  eine 
wirkliche  kurze,  prakti^^ch-geumetriEche  Anleitung  zur  Ausfiih- 
rung  der  fraglichen  Operaliimen,  wobei  es  uns  besonders  erfreu- 
1  gewesen  ist,  dass  bei  diesen  Operationen  als  Mess Werkzeug 
nur  der  Messtisch  zulässig  ist.  und  der  sonst  bäulig  gebrSuch- 
licfaen  Boussole   gar  nicht  gedacht    wird.    Wie  sehr  dadurch  der 
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lienanigkeit  Vorschub  geleistet  wird,  wird  jeder  Kundige  soglöeh 
eioeeh«!).  Inileni  wir  dies  hier  aussprechen,  wiederholeu  «vir  um 
ein  in  diesem  Archiv  schon  iifters  über  die  beiden  genaunteii  In* 
etrumente  gelalltes  Urtbeil,  nie  man  z.  B.  Tbl.XVl.  S.  44.  sehen 
kann,  an  welchem  Otte  wir  ein  Verfahren  zur  genauen  Aufatel- 
lung  des  Tisches  über  einem  gegebenen  Punkte  auf  dem  Erdbo- 
den gelehrt  haben,  auf  welches  wir  bei  dieser  Gelegenheit  von 
Neuem  aufmerksam  zu  tnaclien  uns  erlauben  inui:hten,  weil  ms 
dessen  immer  allgemeinere  Einführung  in  die  Praxis  allerdings 
sehr  wfinscben,  da  es  uns  der  Erhuhung  der  Genauigkeit  der 
Messtisch  Operationen  fortwährend  sehr  förderlich  scheint,  uud  sich 
Jedem,  wer  es  nur  einmal  wirklich  [iraktisch  ausgeführt  hat,  durck 
seine  Leichtigkeit  und  Eleganz  geivlss  empfehlen  wird.  MOge  die 
obige  kleine  »Schrift  die  verdiente  Beachtung  Gndenl 

Sur  iajonction    des  opöraüons  g^odesiques,    Roi 
ses  et  Autrichiens,    execut^e   par   ordre  des  deuz  goi 
vernements.     Par   W.    Struve,    Directeur  de    l'observa- 
toire  central  de  Russie. 

Der  berühmte  Verfasser  dieser  kleinen  Schrift  bescbrSnkl 
sich  nicht  darauf,  die  im  Titel  bezeichnete  Verbindung  der  ge<H 
dätiNchen  Arbeiten  beider  Staaten  7,u  besprechen ;  er  gibt  rid- 
mehr  in  der  ersten  grOssern  Hälfte  eine  Uebersicht  der  geodSti- 
sehen  Arbeiten  in  Europa  und  deutet  die  Resultate  an,  welck 
aus  einer  zweckmässigen  Verbindung  derselben  fär  die  Kenntnia 
der  Gestalt  und  Grösse  der  Erde  erlangt  werden  können.  Am 
dieser  Schrift  einen  gedrängten  Auszug  hier  mitzutheilen,  hiklte 
ich  tiir  um  so  zweckmässiger,  als  der  Verfasser  bei  seiner,  län- 
ger als  ein  Menscbenalter  hindurch  unausgesetzten  Thätigkeit  io 
diesem  Zweige  wohl  der  competeuteste  jetzt  lebende  Beurtbeiler 
sein  dürfte. 

hl  den  letzten  65  Jahren  sind  in  fast  ganz  Europa,  die  Tür- 
kei und  die  Iberische  Halbinsel  ausgenommen,  ferner  in  Asien  und 
Amerika  grosse  Messungen  ausgeführt  worden;  wahrend  derselbea 
wurde  die  Theorie  durch  Legendre,  Gauss  und  Bessel,  dia 
Instrumente  durch  Reichenbach  vervollkommnet.  Durch  des 
Leistern  genauere  Tbeilung  der  Kreise  ist  die  am  Ende  des  vaii> 
gen  Jahrhunderts  als  Hfilfsmittel  elogeführte  Repetilion  der  Wbf 
kelmessung  überflüssig  geworden,  wogegen  Gauss  und  Bess«! 
die  Messung  von  Winkeln  zwischen  den  Dreieckeseiten  und  Dia- 
gonalen zur  Controlle  eingeführt  haben.  Auf  diese  Weise  kommeD 
Überllüsgige  Besti mm uugs stücke  in  die  Rechnung,  und  es  werdm 
zuletzt  die  wahrscheinlichsten  Werthe  nach  der  Methode  der  kleü- 
sten  Quadrate  ermittelt.    Während   der  Verfasser  zwar  im  AUge- 
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K  inetoen  mit  dieser  Art  der  CootroUe  einveralanden  ist,    macht  er 
r  doch  folgende  Einwurfe  dagegea: 

1.  das  TerraiD  wird  bäufij;  die  Beobacfatimg  der  DiagoDalen 
Dicht  gestatten ; 

2.  da  auf  diese  Weise  an  der  einen  Stelle  Diagonalen  beob- 
achtet nerden,  an  der  andern  nicht,  so  entsteht  eineün- 
rej;elmässigkeit  in  den  Endresultaten; 

3.  wird  die  Rechnung  hierdurch  sehr  weitläufig. 

Der  erste  umstand  waltete  namentlich  bei  der  grossen  Grad* 
■iCBsung  ob,  welche  von  der  Pfäbe  des  Mordcnps  bis  zur  Donau 
fortgeffihTt  worden  ii^t;  daher  hat  man  es  hier  vorgezogen,  meb- 

■r«re  Grundlinien  zur  Cootrolle  zu  messen.  Wie  nahe  die,  aus 
verschiedenen  Grundlinien  hergeleiteten  Resultate  mit  einander 
übereinstimmen,  werden  wir  an  einigen  angeführten  Beispielensehen. 
Diese  Gradmessung  ist  in  den  Jahren  von  1816  bis  1831  aus- 
geführt worden,  es  wurden  hierbei  26  Grundlinien  gemessen,  das 
Azimut  eiaer  Seite  und  die  Breite  auf  68  Hauptstationen  beoE>- 
achtet.      Die  Grundlinien  sind  zivar  mit  verschiedenen,   aber  mit 

'  einander  vergleichbaren  und  wirklich  verglichenen  Apparaten  ge- 
sen  worden,  so  dsss  hiernach  auch  die  aus  den  einzelnen 
Grundlinien  abgeleiteten  Resultate  mit  einander  verglichen  werden 
können.  Bei  der  Verbindung  der  von  Tenner  in  Litthauen  mit 
der  von  Struve  in  den  Ostseeprovinzen  ausgeführten  Gradmes- 
sung ergab  sich  demnach  der  wahrscheinliche  Fehler  jedes  beob- 
achteten Winkels  etwa  ^0",5.     In    Betreff  der  Genauigkeit,    mit 

■welcher  die  Längen  gemessen  sind,  bat  sich  in  der  Summe  iden- 
tischer Seiten,  welche 

7078;j,209  Toisen 

beträgt,  ein  Unterschied  von 

1,851  Toisen,  d.  b.  nggrii  <ler  ganzen  LHnge 

«rgeben.  Endlich  sind  auch  die  aus  beiden  Messungen  erlangten 
Hohen  übet  der  Ostsee  mit  einander  verglichen  worden,  welche 
aus  resp-  300  und  350  Werste  langen  Nivellements  hergeleitet 
Tiaren.     Der  Unterschied  in  der  Hübe  beträgt 

1,74  Toisen. 

Die  Messung  Tenners  ist  andererseits  mit  der  von  Bessel  und 
Baeyer  in  Preussen  ausgeführten  Gradmessung  verbunden  wor> 
den,  wobei  die  Uebere  in  Stimmung  noch  weit  grösser  ausiÜl  lt.  Der 
Unterschied  in  zwei  identischen  Seiten,    deren   Länge 
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97679,440  Toisen 


betrSgl,  steigt  nSmlich  nur  auf 

0,093  Toisen ,  d.  b. 


j  a.  g.  L. 


I 


So  wie  diese  VerbhidonB  in  der  Breite  von  etwa  SS"  hetge^telll 
worden  ist,  hat  man  in  der  hfiheren  Breite  von  60*>  die  RussUcfae 
Graclmeesung  mit  der  Schwedischen  und  Nor«  egischen  veibanden. 

Mittelst  der  so  hergestellten  Verbindung  der  Russischen  Grad- 
raessang  mit  den  tunSchst  tvestüch  liegenden  nod  dieser  mit  den 
in  ßSneniarIc,  Deutschland  und  Englantl  vollendeten  Gradmessnn- 
gen  ist  nun  das  Materia!  gewonnen,  um  gleichzeitig  einen  Paral- 
lelbogen zu  bestimmen.  Am  weitesten  gegen' Westen,  niiiolicb 
zwischen  Feagb-Main  an  der  Westküste  von  irluad  ond  Green- 
wich,  bat  Airy  einen  10*' 40'  langen  Parallelbogen  in  der  Breite 
von  31**  40'  gemessen.  Der  Läugenunterschied  zwischen  Fe^b- 
Main  und  Warschau  ist  uiilteUt  Chronometer  bereits  zu 

310  22'  37»,6 

ermittelt  worden ;  diei>er  LSngenuaterschied  isl  bis  «lA 

IM,  d. 


1 

'■  80000 


d.  g.  L. 


»enau.  Zur  Berecbnung  des  Parallelbogens  von  dieser  Ausdebnüt^  ^ 
aus  gemessenen  Grossen  ist  bereits  jetzt  das  Material  vorhandea  [ 
und  es  steht  zu  erwarten,  dass  in  2  bis  3  Jahren  dieser  F 
bis  äaratov   ausgedehnt  werden  kann, 

56"  25' 

in  Länge  umfassen  wird.  Zunächst  ist  aber  nach  der  Berat 
des  Verfassers  erforderlich,  dass  die  verschiedenen  Staaten  Eutcp 
pas  einen  ümriss  der  Dreiecke  ersten  Ranges,  eine  Angabe  der 
verschiedenen  Grundlinien  und  der  beobacbteteu  Ax,imute  und 
Breiten  bekanntmachen.  So  können  etiia  Noch  vorhandene LückAB 
ausgerüllt  und  dann  die  liesultate  eines  grossen  Parallelbogeos 
abgeleitet  werden. 

Bei  der  Besprechung  der  Arbeiten,  i 
Oesterreichischen  Messungen  mit  den  B 
den  sind,  dem  eigentiicben  Gegenstand' 
geht  der  Verfasser  näher  auf  die  EiDzelfaeiten  ein,  indem  er  %.% 
die  Unterschiede  in  den  gemeinschalt liehen  Grössen  zu  erklSrei 
und  zu  motiviren  sucht    Hierin  ireide  ich  ihm  nicht  folg« 


lebe  zur  Verbindung  der 
isischen  ausgeführt  wo^ 
der  vorliegenden  8chrilt 


Uterartacher  Bertcht  LXXXII. 

mehr  mich  darauf  beschränken,  diesa  Unterschiede  kurz  anzufüh- 
ren. Erfreulich  ist  es,  dass  die  oben  erwalinte  UebereinstiiumuDg 
der  PreuBsischen  Metfsun^  mit  deT  RusBischen  sonst  Dirgend  er- 
reicht und  noch  weniger  abertroffen  wird. 

Die  Verbindung  beider  Messungen,  der  Oestcrre ich! sehen  und 
Russischen,  ist  in  zwei  Riehtungen  ausgeführt,  hei  Cracow  und 
bei  Tarno^rod.  Von  O  est  erreich!  seh  er  Seite  ward  zu  diesem  Be- 
tiuf  eine  Grundlinie  von  30&1  Toisen  Länge  gemessen  und  '28  Drei- 
ecke dienten  zur  Verbindung  der  Stationen.  Fflr  die  Längen  und 
Breiten  rpar  die  Sternwarte  von  Cracow,  deren  geographische  Lage 
Weisse  sehrgenau  ermittelt  hat,  der  Ausgangspunkt.  Die  Hüben 
beziehen  sich  auf  das  Adriatische  Meer,  welches  95  g.  M.  von 
Cracow  entfernt  ist.  Von  Russischer  Seite  waren  zwei  Grund- 
linien von  resp.  2761  und  2'^3  Toisen  LSnge  gemessen  worden, 
daher  waren  hier  nur  wenige  Dreiecke  zu  errichten.  Zur  Orien- 
tirung  diente  die  Sternw.-irte  von  Warschau  und  das  gemessene 
Azimut  von  Priymiarkl,  alle  LXngen unterschiede  sind  vom  erstem 
Punkte  aus  gerechnet,  welcher  durch  Chronometer  mit  Pulkowa 
ip  Verbindung  gebracht  ist.  Die  absoluten  ÜGhen  beziehen  eich 
auf  das  schwarze  Meer,  sind  jedoch  von  der  Ostsee  bei  Polangen 
hergeleitet 

Die  Vergleichung  gemeinscbafllicher  Grössen  hat  für  jeden 
Winkel  einen  wuhrsch  ein  liehen  Fehler  von 


+  ü",30 
ergeben,  während  der  Unterschied  einer  gemeinschaftlichen  Linie 

1^539  ^-  e-  L- 

betrügt.  Hieraus  zieht  der  Verfasser  den  Scbluss,  das»  in  den 
Terbindungsarbeiten  kein  Anseicfaen  von  einer  bei 
der  Messung  der  drei  Grundlinien  begangenen  UaToIl- 
Icorameüheit  enthalten  ist. 

Die  Uühen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  ergeben  sich  im 
Mittel  bis  auf 

1,44  Toisen 
abereinstimmend,  und  da  diese  Grösse  kleiner  ist,  als  die  Summe 
der  von  beiden  Seiten   als  möglich   angegebenen  Fehler;    so  folgt 
hieraus  indirect,  dass  die  Ostsee,  das  schwarze  und  Adriatische 
Meer  keinen  Niveau-Unterschied  hahen,  der  etwa2  Toisen  überstiege. 

Die  Höhe  des  Nullpunktes  am  Barometer  der  Sternwarte  in 
Cracow  ist  aus  lljährigen  Beobachtungen  des  tetztern  ermittelt 
worden;  dieselbe  stimmt  bis  auf 


mit  dem  Mittet  aus  beiden  trigonometrischen  Piivellements  fiberdi. 
In  Bezug   auf  die  zwei  VerbinduDgsstationen  stimmen  ferner 
die  Azimute  bis  auf    4'',4    und    0",5 
..   Breiten      „    „  +0,245    ,.  -2.074 
„   Längen     „    „  +8,31      „  +8,70  in  Bogen 
überein.    Hierbei  bemerke  ich  zum  SchJuss,   dass  die  im  Azimiit 
und  der  Breite  gefundenen  Unterschiede  sich  aus  den,  nach  Ben- 
sei's  Untersuchungen,  localen  Abweicbungen  in  der  Richtung  der 
Schwere  vollständig  erklären  lassen.  Wolfers. 

(Man  vergl.  Mternr.  Ber.  Nr.  LXWI    S.  A.         G.) 


Optik. 

Durch  die  Munificenz  Sr.  Majestät  des  Kaisers  von  Oeste^ 
reich  ist,  wie  wir  hiJren,  in  Wien  ein  besonderes  optisches  In- 
stitut gegründet  und  die  Leitung  dieser  neuen  Anstalt,  von  wel> 
eher  sich  die  Wissenschaft  mit  Recht  schöne  Früchte  v-erspricht. 
dero  durch  seine  optischen  Arbeiten  längst  bekannten  Herrn  Pro- 
fessor Petzval  übertragen  worden.  Demselben  ist  zur  Unte^ 
Stützung  seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten  ein  besonderer  Adjunct 
mit  1000  Gulden  Gehalt  heigegeben  und  500  Gulden  jährlich  sM 
zur  Anschaffung  der  erforderlichen  Apparate  und  Instrumente  be- 
willigt worden. 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
WisttenschaftenzuWien.  (Siehe  Literar.  Ber.IVr.LXXXL 
S.  11.) 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  S.Heft.  S.  506.  Schweig- 
ger;  Ueber  die  AufiSnduDg  der  zwei  ersten  Uranustrabanten  durch 
Lasseil.  -  S.  530.  Brücke:  Ueber  die  Farben,  welche  trübe 
Medien  im  aufTallendeu  und  durchfallenden  Lichte  zeigen.  —  S.  349. 
Fritsch:  Die  Lichtmeteore  in  der  Atmosphäre  als  Vorzeicheo 
von  Niederschlägen.  —  S.  ß32.  Kreil:  Zweiter  Bericht  über  die 
k.  k.  Central -Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus.  —  S.  699. 
Petzval:  Ueber  die  Unzukümmlicbkeiten  gewisser  populär« 
Anschauungsweisen  in  der  Unduiationstheorte  und  ihre  Uoßthig- 
l^eit,  das  Princip  der  Erhaltung  der  Schwingungsdauer  zu  ersetzen. 
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Literarischer  Bericht 


Lxxxm. 


» ■ .  t  •. 


Arithmetik. 

Traitö  de  l'Analyse  iDcleterminee  du  second  degre 
a  deux  inconnues  suivi  de  rapplication  de  cette  Ana- 
lyse ä  Ja  recherche  des  racines  primitives  avec  une 
table  de  ces  racines  pour  tous  les  nombres  premiers 
compris  entre  1  et  lOOÜO.  Memoire  presente  ä  l'Acad^- 
luie  des  sciences  et  inser^,  apres  rappori,  aü  recueil 
des  s^vants  ^trangers.  Par  E,  Desmarest»  ancien  öl^ve 
de  l'öcole  polytechnique.     Paris.  1852.  4.    6ThIr.  20Sgr. 

Wir  begnügen  uns«  dieses  für  die  Theorie  der  Zahlen  jeden- 
falls nicht  unwichtige  Werk  hier  jetzt  nur  seinem  ausführlicheD 
Titel  naqb,  .welcher  Inhdt  und  Tendenz  des  Werkes  vollständig 
und  genau  bezeichnet,  anzuzeigen.  Der  sehr  hohe  Preis  wird 
freilich  Manchen  von  der  Abschaffung  desselben  abhalten  ^  und  ob 
der  Herf  Verfasser  alle  neueren  Untersuchungen  änderer ,  nament- 
lich deutscher  Mathematiker  aber  den  fraglichen  Gegenstand  volf- 
ständig  gekannt  hat^  wollen  wir  jetzt  dahin  gestellt  s^ip  lassen. 


I. .  ■■ 


Praktische  Mechanik. 


rDle  caior.iscb^  Maschine.  Von  F.  Redtenbacher^ 
Ptof^ifsspr.  BiJ|it  9echs  llthographirien  Tafeln.  Zweite 
vi#jr:mf)^Tte  Auflage.    Mannheim.  .iBassermann.  1863.    8. 

Es  wird  genflgen,  tu  bemerken,'  dam  des  Berra.Ver&ssers 
«ofgfältigtt  Untersuchungen  über  EricBon'a  oAloriscbe  M««fihine, 

Tbl.  \X1.  Hft.  3.  3 
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'  Zeil,  namentlich  in  Zeitungen,  ItekaantHch  viel 
Redens  von  sich  gemacht  hat,  dieser  Maschine  keinesneg«  be> 
Bonders  günstig  gewesen  sind.  In  der  Vnrrede  sa^t  er  S.  VLr 
„Ich  kann  nicht  umhin,  l-b  auszusprechen,  dass  die  Leistungen 
seiner  Maschine  noch  sehr  lerne  von  dem  Ziele  sind,  dai 
möglicher  Weise  durch  geschickte  Benutzung  der  erhitzten  Lull 
erreichen  kann,  und  dass  Ericsou  die  iveseutllcfaste  Erliodunfb 
nämlich  die  Erfindung  eines  Kolbens,  der  Hitze  und  Spanokraft 
ertrüge,  auch  nicht  gemacht  hat,  und  so  lange  dies  nicht  gluckt, 
hilft  das  Ändere  nur  wenig."  Ei»  liestimmtes  Urtheil  hieiüber 
mUssen  wir  denen  überlasseu,  welche  mit  diesem  Gegenstände 
sich  näher  vertraut  zu  machen  (ieicgenheit  gefunden  haben, 
dies  bis  jetzt  liei  uns  der  Fall  gewesen  ist. 


^.. .    u        .1    ,,   'Astronomie. 

Wunder  des  Himmels  oder  gein  ein  Tassliche  pai' 
Stellung  des  Weltsystems.  VonJ.  J.  v.  LittroM-.  Vieri« 
Auflage.  ISach  d«m  neuesten  Zustande  der  WisaeB^ 
Schaft  bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow.  nircctor  der  kt 
Sternwarte  zu  Wien.  Fünfte  Lieferung.  Stuttgart 
Uolfmann.     Jede  Lieferung  12'/^  Ngr. 

Die  vier  ersten  Lieferungen  dieses  trefflichen  Werkes  sind  im 
Literar.  Ber.  Nr.  LXXIV.  S.  03S.  und  Nr.  LXXVIII.  S.  979.  in- 
gezeigt worden,  und  Alles,  was  wir  dort  zu  seiner  Empfehlung 
gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  in  derselben  Weise  von  der  vm 
liegenden  fünften  Lieferung.  Uleseihe  enthält  die  „[thyslscbe 
Astronomie",  die  schun  in  der  vicclen  Lieferung  angefaDgeii 
worden  war,  und  den  Anlung  „der  beobachtenden  Astro- 
nomie oder  der  Beschreibung  und  des  Gebrauchs  iler 
astronomischen  Instrumente."  Der  Inhalt  der  physiachea 
Astronomie  ist  im  Allgemeinen  folgender;  Eigenschal^en  der  Kä^ 
per.  Allgemeine  Schwere.  Masse  und  Dichtigkeiten  der  Hto- 
melskörper.  Elliptische  Bewegung  der  HtniraelskOrper.  StürD» 
gen  der  Planeten  überhaupt  Periodische  Störungen.  Secolln 
Störungen.  Entdecknng  des  Planeten  Neptun.  Gestalt  und  Atmo- 
sphäre der  Planeten.  Ebbe  und  FInth  des  Meeres  und  Att  St 
mosphäre  der  Erde.  Andere  merkwördige  Folgen  der  StGruDg« 
der  Planeten.  Ursprung  des  Weltsystems.  Dauer  des  VVeitsystODi. 
—  Wir  sind  der  Meinung,  dass  dieser  schwierigste  Theil  der  p- 
sammten  Astronomie  zu  d«n  scbünsten  Partieen  des  vorliegeodeit 
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vielen  Braielmni^en  uusgexeichiieten  Werks  ^ebi'irt,  und  mit 
steter  Rücksicht  auf  (üe  neuesten  Forschungen  und  Entdeckungen 
Wer  eine  Darstellung  erhalten  hat,  wie  aie  nur  von  einem  ManBe 
gegeben  werden  konnte,  der  diesen  Gegenstand  selbst  bis  zu 
aeiher  innersten  Tiefe  durchdrungen  hat.  Jeder,  wer  sieb  mit 
geringen  Vorkenntnissen  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Ge- 
verschaffen  ivill,  nach  denen  der  Scbüjifer  die  physische 
Welt  regiert,  und  die  Natur  der  Kriilte  kennen  lernen  nill,  deren 
er  sich  bei  dieser  WcJtregiernng  bedient,  muss  dringend  auf  diese 
Darstellung  der  physischen  Astronnmie  bingeniesen  vrerden,  so 
wie  denn  utjerhan|)t,  nie  vtjr  schon  früher  mebrniiils  erinnert  haben, 
das  vorliegende  Werk  unter  uüen  Bedingungen  bei  Weitem  die 
beste  populäre  Behandlung  der  gesanimten  Astronomie  liefert, 
liehe  die  Literatur  gegemvärlig  besitzt.  Die  sechste,  die  beob- 
achtende Astronomie  /.u  Ende  ttibrende  Lieferung  nird  zugleich 
1  ächluss  des  guniten  hücbst  verdienstiichen  Werkes  bUden; 
bald  dieselbe  erschienen  ist,  nerden  ivir  ihren  Inbult  hier  so- 
gleleh  ansnzeigen  nicht  verfehlen,  indem  wir  schon  jetzt  dem  Herrn 
Verfasser  dieser  neuen  Auflage  zu  der  Vollendung  eines  Werkes 
on  Herzen  Glück  irünscbcn,  durch  welches  er  sich  um  alle  di«, 
'eiche,  bei  geringen  Vurkenntnisseo,  von  dem  hohen  Genüsse,  den 
lern  eigentlichen  IMathemaliker  das  Studium  der  Astronomie  ge- 
lährt,  einen  l^egriff  xu  bekommen  und  desselben  einigermassen 
leilhaltig  zu  werden  den  ernstlichen  Willen  hnben  und  einige 
eistige  Anstrengung  dai)ei  nicht  scheuen,  ein  mit  dem  grüssten 
tanke  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  hat,  wekhes  er  noch 
bedeutend  erhöhet  hat  durch  die  gleichzeitige  ueue  Herausgabe  von 

„  J.  J.  von  LittTüw's  Attas  des  gestirnten  Himmels 
|Ör  Freunde  der  Astronomie.  Zweite  vielfach  ver- 
pehrte  und  verbesserte  Auflage,  herausgegeben  von 
^arl  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  u.  s.  w. 
}U  Wien.     Stuttgart.     Hoffmann.     1854.    S.     ulUhlr. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Leser  die  erste  Auflage  dieses 
-im  J.  J.  V.  Littrow  herausgegebenen  Himmels- Atlasses  kennen, 
ind  wollen  nun  in  der  Kflrze  angehen,  wodurch  sich  diese  neue 
Stisgabe  vor  der  älteren  auszeichnet.  „Unserem  Atlas",  sagt 
[er  Herr  Herausgeber  in  der  Vorrede,  „gebührt  das  Verdienst, 
foerst  eine  Zeichnungsneise  eingeführt  za  haben,  bei  welcher  das 
Bild  des  Himmels,  das  sie  geben  soll,  nicht  weiter  wie  in  allen 
tlteren  Karten  durch  Nebendinge  oft  bis  zur  Cnkenntl ichkeil  ent- 
Itellt  wird.  Unser  Atlas  hatte  ferner  die  ihm  e i gen tbüm liehe  Be- 
inemlichkeit,  durch  den  die  Karten  Blatt  für  Blatt  begleitenden 
Text  gleichsam   an   Ort   und  Stelle  den  Beschauer  des  Himmels 
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auf  das  WissetiK wertbeste  aufmerksam  im  mAchen.  Beide  Vor- 
Ibeilo  mussten  in  der  neuen  Aosgalt«  lienalirt  nnd  >vo  mügllcli  ge- 
steigert werden  ungeachtet  des  kleineren  Maassatnltea,  der  durcti 
die  vom  Verleger  gewünschte  Aendening  des  Formates  in  das  der 
„Wunder  des  Himmels"  nothwendig  wurde.  Wir  sind  der  Ud- 
nitnc;,  dass  der  Herr  Herassgeber  in  beiden  ani^gebenen  Uezieb- 
ungen  Alles  geleistet  bat,  was  nur  irgend  verlangt  werden  kaaiii 
und  dass  eben  diese  fiberall  sorgfältig  ku  venncideD  gesncbte 
Ueberladung,  ivelche  stets  die  Sictne  auf  das  Deutlicliste  beivnr' 
treten  Ifisfst,  ein  nicht  genug  annuerlicnnendes  Verdienst  dieses 
Atlassen  ist,  welches  denselben  hau pti^äch lieh  für  den  blossen 
Liebhaber  der  Astronomie  so  ungemein  brauchbar  macht.  Sebr 
zn'eckmässi^  bat  der  Herr  Herausgelicr  von  den  Sternen  sechstel 
GrOeise,  weiche  nur  ein  gutes  Auge  zu  unterscheiden  vermag,  Btrr 
wenige  und  bloss  dort  anCgenommen,  «o  ihre  Auffübrang  rar 
Orientirung  nothwendi.^  schien.  Die  orlJtuternden  llemerliungeii 
sind  jetEt  gleich  unter  die  Karten  gesetzt  wordeo ,  was  gegen  die 
Ultere  Einrichtung,  wo  dieselben  als  besonderer  Text  den  KartvD 
beigegeben  waren,  die  Beqnendichkeit  ausserordentlich  erhßhel. 
Aufgenommen  in  die  Karten  sind  die  bemerk  liebsten  NebelOeoke 
und  Slerngrappcn ,  die  griissern  veränderlichen  Sterne  sind  be- 
merklich gemacht,  die  üeaeichnung  der  Sterne  durch  Buchstaben 
nach  Argelander's  entsch ei 'i ender  Sichtung,  sowie  die  Stellnii^ 
der  Sterne,  wo  diese  fehlerhaft  war,  sind  verbessert,  and  tot 
Allem  machte  der  Herr  Herausgeber  in  diesen  Karlen 
den  ersten  Versuch,  die  Grtissen  der  Sterne  nicht  mehr 
durch  cnnventionelic.  sondern  durch  solche  Zeichen 
anzugeben,  die  in  nahe  gleichen  gegenseitigen  Ab- 
stufungen der  Wahrnehmbarkeit  wie  die  bezeichneten 
Sterne  stehen.  Wenn  man  die  Karte  so  weit  vom  Äuge  hiJt, 
dass  dem  Auge  die  feinen  TJnirisse  der  Figuren  und  die  schwachen 
DecKnations -  und  Stundenkreise  zu  verschninden  anfangen,  m 
werden  die  Sterne  in  ihren  Grössen  nnd  vcrhkltmssmäss^ea  Std-n 
lungen  rein  und  scharf  vor  das  Auge  treten,  uud  die  Karte  triid 
als  ein  treues  Abbild  des  Himmels  erscheinen.  Uass  auf  alle 
neue  Entdeckungen  gehörig  Rücksicht  genommen  worden  ist,  ver- 
steht sich  bei  einem  Manne,  wie  dem  Herrn  Herausgeber,  lon 
seihst.  Dem  Gradnetze  ist  die  Lage  gegeben,  welche  es  im  J&hta 
1850  hatte.  Eine  ausführliche  Erläuterung,  die  aus  den  Wundern 
des  Himmels  hier  abgedruckt  ist,  ist  dem  Werke  als  Einleilnq 
beigegeben.  Nimmt  man  zu  allen  diesen  inneren  Voczügeu  mtt 
noch  die  schöne  äussere  Ausstattung,  welche  die  schon  (lurcb  so 
vielfache  schöne  literarische  Unternehmungen  verdiente  Verlagi- 
handlung  dem  Werke  gegeben  hat,  ferner  den  für  Id  sehr  scfaüne 
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Karten  Trirklith  äusserst  geringen  Preis  von  1  Uthlr.,  so  w'iri,.fnfm 
gcviasizugestehea,  dass  dieser  neue  QininieUatlas  allen  Liebba- 
Lern  der  Astronomie  dringend  empfohleii  nerileii  muss,  uanient- 
lich  auch  Lehreru,  welche  sehr  vorlheilhalten  Gebrauch  von  dem- 
selben bei  ihrem  Unterrichte  iverden  machen  kiinnen. 

Die  Kometen,  eine  gemeiofasxlicbe  Beschrei- 
.ll.ung  idie^er  KOrper  nebst  eiiter  kurzen  Uebersicht 
der  neueren  Entdeckungen  und  einer  Tafel  der  Kome- 
tenbahiien  von  J.  Ru«sel  Uind.  In  deutscher  Bearbeir 
tuag  mit  zahlreichen  Anmerkungen  und  Zusätzen  von 
Dr.  J.  H.  Mädler,  Director  der  Sterntvarte  zu  Dorpai, 
u.  s.  w.  Leipzig.  Uauragärlner.  1854.  8.  1  lithlr.  10  Sgt. 
'  H«rr  Slaatsrath  Mitdler  hat  sich  durch  die  Verpflanzung  die- 
se« Buchs  aul'  deutschen  Boden  und  durch  die  lehrreichea  Be- 
merfcungeu  und  Zusatz«  zu  demselben  jedenfalls  ein  dankeoG- 
werthes  Verdienst  ernorben,  da  dasselbe  seinen  Gegenstand  in 
allen  Beziehungen  in  einer  buchst  instructiven  und  interessante!! 
Weise  populär  behandelt,  und  daher  für  einen  Jeden,  welcher  die 
immer  noch  iu  mehrfacher  Beziehung  r.ithselliallen  Koiueteu  ihrer 
physischen  B  esi:  baffen  hei  t  und  ihren  Bahnen  nach,  so  ivie  auch 
in  historischer  Rücksicht,  genauer  kennen  lernen  will,  eine  höchst 
erfreuliche  (>abe  sein  muss.  Was  für  den  gelehrten  Astronomen  tud 
Mathematiker  die  Cometographie  ou  Traite  histi>rique  et 
th^oriqu«  des  Cometes  par  Pingr^.  T.  L  Paris.  1783. 
T.  II.  Paris  1784.  4.  ist,  ist  die  vorliegende  Schrift  eines  der, 
Terdienetlichsten  neueren  englischen  praktischen  Astronomen  tat 
deuLiebfaaberder  Astronomie,  und  auch  für  den  eigentlichen  Astro- 
nomen und  Mathematiker  ist  dieselbe  deshalb  sehr  lehrreich,  iveü 
sie  die  Gesthlclite  der  Kometen  bis  auf  die  neueste  Zeit  fortfübrt, 
also  insofern  dem  obigen  grossen  Werke  von  Pingr^  zur  Ergän- 
zung dient.  Als  besonders  interessant  heben  wir  hervor  das 
iZehnte  Kapitel.  Der  erwartete  grosse  Komet.  Die  Er- 
scbeinuug  eines  der  grüssten  Kometen,  dessen  die  Geschichte 
gedenkt,  lallt  nämlich  in  die  Mitte  des  Jahres  I3&1.  Sein  ächvveil' 
vrai  nach  Beobachtungen  der  Chinesen  säbeÜurroig  gekrümmt  und 
nmfasste  nicht  »enigcr  als  100  Grade.  Ohne  uns  hier  auf  weite- 
res Detail,  das  man  a.  a.  O.  mit  grossem  Interesse  nacblesen 
wird,  einlassen  zu  kiiitiien,  bemerken  wir  nur,  dass  Herr  Hind 
durch  sehr  mühsame  historische  und  andere  Untersuchuageu  zu 
Igt  ist,  dass  wir  diesen  Kometen  in  den  Jah- 
I  wieder  zu  erwarten  haben,  und  empfehlen 
adiliesslicb  die  interessante  Schrift,  indem  wir  unsern  Dank  dem 
Herrn  Uebersetzcr  liir  die  Uebertugiiug  derselben   auf  deutschen 


dem  Schlüsse  § 
ren   1856    bis   : 
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Boden  wiederholt  aussprecben,  nochmals  der  Ueachtuii^  aller  Lieb- 
haber der  Astronomie  rerht  sehr.  Auch  die  äussere  Ausstattung 
ist  in  jeder  Beziehung  sehr  ansprechend. 


itir  Physik. 

Lehrgang  der  mechänischeii  Naturlehre  fiJr  htihere 
CnterrichtsaDstalten  von  Dr.  G. -Karsten,  Professor 
der  Physik  an  der  Universität  zu  Kiel.  Dritte  Abthei- 
Inng;  Lehre  von  den  elektrischen  Krärtcii.  Mit  zwei 
Kupl'ertafeln.  Kiel.  Akademische  Buchbandluni;.  im. 
8.    1  Thir.  18  Sgr. 

DteEes  UMprünKÜch  för  die  Schifffahrtsschule  in  Kiel  bestimmte 
Lehrbuch,  dessen  vorhergehende  Ahlheilungen  irSber  von  ui»  an- 
gezeigt worden  sind  (Lilerar.  Ber.  Nr.  LXI.  S.  810.),  ist  nach  Anf- 
hebung  dioKer  Lehranstalt  jetzt  ein  allgemeines  Lehrbucll  der 
Physik  geworden  und  hat  dadurch  nach  unserer  Meinnng  nur  ge- 
n'onnen.  Besonders  aber  recht  verdienstlich  scheint  uns  diese 
dritte  Ahtheilung  zu  sein,  weil  man  in  derselben  eine  so  vollstln- 
dige  Darstellung  der  Elektricitätslehre,  mit  gehöriger  BerficksicK- 
tignng  aller  neueren  Entdeckungen  wnd,  wo  es  nnthig  war,  be- 
sonders verdienstlicher  elenientar-matheniatischer  Begrtindunf,  fin- 
det, wie  man  sie  in  anderen,  eine  ähnliche  Tendenz  habenden 
Werken  schwerlich  ßnden  dSrfte,  weshalb  diese  Schrift  nament- 
lich auch  von  allen  den  Physikern  und  Mathemalikern  mit  Dank 
aufgenommen  werden  wirtl,  welche  sich  dem  Studium  der  eldc- 
trischen  Kralle  ex  profcsso  zu  widmen  weder  Zeit  noch  Last 
haben,  denen  deshalb  mit  einer  solchen  kurzen  Darstellung,  trie 
sie  hier  geboten  wird,  sehr  gedient  sein  niuss,  so  wie  denn  aocfc 
wir  seilist  dem  Herrn  Verfasser  für  die  uns  in  diesem  Werke  ge- 
wahrte üebersicht  des  in  Rede  stehenden  wichtigen  Tfaeils  der 
Physik  zu  Dank  ver})tliehtet  sind.  Indem  wir  dem  Werke  ans 
diesen  (irfinden  möglichste  Verbreitung  wünschen,  wollen  wir  set 
nen  Hauptinhalt  noch  in  der  Kürze  angehen,  da  eine  vreitere 
Ausdehnung  uns  der  beschränkte  Kaum  nicht  gestattet:  Von  dm 
Erscheinungen  und  Gesetzen  des  Magnetismus.  Von  der  R«- 
bungselektricitüt  und  anderen  Elektricitätsqucllen  grosser  Dichtig- 
keit. Von  der  Berlihrungselektricität  (Galvsnismus).  Von  der 
Wechselwirkung  zwischen  elektrischen  Strömen  und  magnetiscken 
Körpern.  —  Schon  aus  diesen  wenigen  Angaben  wird  der  Les« 
entnehmen,  wie  sehr  der  Herr  Verfasser  nach  einer  möglichst 
sysiema tischen  Anordnung  gestrebt  hat,  die  in  diesem  Gebiete  In 
zweckniSssiger   Weise   schwer    zu   linden    ist.    Die   angehSngtet 
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UebuDgCbeispiele   sind   in   (lie»er  me 
gen  eine  dankeDenertbe  Zugabe. 


I  den  früheren  Abtb^lun- 


Vermischte  Schriften. 

Sitziingsbericht'e  der  Kaiserlicben  Akademie  der 
■Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.LXXSf.  S.  11.) 

Jabrgang  185-2.  IX.  Band.  4.  Heff.  S.  76-2.  Kirchhoff: 
Ueber  die  Gleicbungen  des  Gleiuh^en'ichts  eines  elastischen  Kür- 
peia  bei  nicht  iniendlich  kleinen  Verschiebungen  seiner  Theile.  — 
S.  809.  Fritsch:  Die  tägliche  Periode  der  Gewilter  und  ihre 
Ursachen.  -  S.  S34.  Pohl  «nd  Schahus;  Tafel  zur  Bestkn- 
mung  der  Capillardepression  in  Barometern,  anf  welche  ivir,  als 
eehr  zweckmässig  und  Tollstiindig.  Beobachter  des  Barometers 
besonders  aufmerksam  machen. 

Jahrgang  1«32.  IX.  Band.  5.  Heft  S.  ^S.  Scbofka: 
IVber  einige  Lichtmeteore ,  in  welcher  Abhandlung  insbesondere 
eiine  nene  Erklärnng  des  Zodiakallichts  gegeben  wird,  nach  wel- 
cher diese  riilbselhafte  Erscheinung  als  die  auf  den  Himmel  pro- 
jicirte  Brennlinie  des  von  der  Atmosphäre  reflectirten  Sonnenlichts 
zu  betrachten  sein  soll.  Der  Herr  Verfasser  begründet  diese  Er- 
klärung auch  durch  eine  malhemutiscfae  Betrachtung,  die  er  aber 
auf  S.  865.  selbst  als  eine  nur  vorläuiige  und  unvollkommene  be- 
zeichnet, und  deren  strenge  Durcbfübrung  mit  gehöriger  numeri- 
scher Anwendung  auf  das  in  Rede  stehende  rSthselhafte  Phäno- 
men wir  daher  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  der 
Neuheit  der  versuchten  Erklärung,  die  nach  dem,  was  bis  jetzt 
vorliegt]  allerdings  Einiges  für  sich  zu  haben  scheint,  den  Mathe- 
matikern empfehlen  möchten.  —  S.  8^.  Unger:  Nehmen  die 
Pflanzen  dunstlurmiges  Wasser  aus  der  Atmosphäre  auf?  Eine 
sehr  gründliche,  allgemein  interessante  Untersuchung,  die  zu  dem 
Endresultate  (S.  899.)  geführt  hat:  dass  die  Blätter  der  Pflan- 
zen in  ihrer  normalen  Function  kein  dunstfürmiges 
Wasser  aufnehmen,  sondern  dass  ihnen  durchaus  und 
unter  allen  Umständen  vielmehr  die  entgegengesetzte 
Verrichtung,  nämlich  Abgabe  von  Waaserdunst  an  die 
Atmosphäre,  zukomme.  —  S.  902.  Fritsch:  Nachweisung 
einer  seculären  periodischen  Aenderung  der  Lufttemperatur.  Aus 
vieljäbrigen ,  an  mehreren  Orten  angestellten  Beobachtungen.  — 
S.  912.  Littrow:  Bericht  über  die  in  den  Jahren  18-17—51  aus- 
gelilfarle  Ssterreichisch-ruseische  Verbindungs-Triangulation.  (Vei^I. 
Uterar.  Ber.  Nr.  LXXXI.  S.  5.)  -  S.  921.  Kreih  Dritter  Be- 
richt über  die  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmag- 
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Mänai».  —  S.93I).  (^railich:  Bestimmung  des  Wtnl 
optischen  Axen  mittelst  Her  Farhenringe,  angevi-endet  auf 
matischen  Blei-Haryt  (Weissbleierz). 


] 


Schreiben  des  Hei 


I  G.  Parthey   id' Berlin  nii  ileu  tie 
aasgeber. 


VitUi  ohoo  Verwunderung  lia  ich  in  Nr,  TT.  Bd.  20.  Ihrf;  Archm  tä 
Malhimilik  äit  Anuige  dea  „L  ahrbnuliea  iler  Aritlim 
itickc."  Es  wird,  -wie  Uli  boffe,  (genügen,  Ihaeo  den  Zu>aiuincnhiui|  dn 
Ssc&e  turznivein.  um  Sie  laii  der  GruailloiigkrU  Ihrer  BescliiiIiligDDgeii  n 
Hlin'zoagen.  Van  der  geilnchtea  AriFlimetik  arackien  die  erste  Aosgaht  nfchl, 
tri*  Sia  in  Ikrcr  Anzeige  Tor.-tiuziuetieD  scheinen,  in  der  Nicolni'iihu 
Bnckkandtnug,  sonilerD  ISÜl  bei  fiorrn  Blum  iu  Koblenz.  Au»  um  aube- 
kaanleo  Gründen  verkaufie  Herr  ninm  <\rn  g«nz<;n  Vorralh  nebit  item  Vnr. 
la^echle  dei.  Werke*  iin  den  KauFmnun  Herrn  Aaion  Flacker  li 
Koblenz ,  worüber  ein  olirickellUclie«  Zeugnia*  voin  1.  Mä»  1^2  niu  *W- 
liesl.  AuiFrcundsciiari  für  Herrn  Pioteasar  R»d>uki-,  lon  dem  wir  fruliei 
ein' Lebrbncli  der  Oplik  vericirt  hatten,  bracbtCD  wir  den 
Werkei  fon  Herrn  A.  Fiicher  künfUck  an.  niii.  damit  die  mm  Gchmck 
für  Vwletungen    besliinmle  Ariilimelik   nicht   gämlicli.    nus   dem    Itnclikaalgl 


winde.     Daa*    i 


alle 


er    BIdi 

gehl  werden  mui 


1    Filll! 


BlcEl 


bleiben  konnte 

Sie   gewiia   einieliesi  <  Ualec   dieaen  Umstünden 

ilorchana  nicht  ungewülinlicbeB  'Verfahren,    ein   «olcbca  Werk    „eine   n 

Äuagflbe"   IU  nennen,  da  es  in  der  That  tob  NeiiEm  aufgegabeQ,  d,  li,  u 

btltreffenden  Buch  hauet  [nnf-en  veraHndi  wird,  was,  beilSufiK  eesagt,   Yoalfcna 

Blnm-niokl  in  geliBci?er  Weite    geachelieu    war.      Um   jcdocli    dieser  UMS 

t^uaSßhe  einen  selhiliitdigen  Wntk  lu  gaben,  fügte  Herr   Frofcis.  R^dickt 

uidcSckliFb  die  „Znlage"  hinzu,   weluhe  die  seil  1ß4T  Ton  ihm  a^getttll- 
Unle rauchungen  enthsll.       Wäre  es  nberhnupt  lüerbei  '    ~- 

in  verdsheu  g'bcn,  auf  eine  Täuicliung  des  Publikums  nb^cseltc 
■a  liBlte  sicli  je  leicht  ein  CHrlim  für  S.  XIX.  und  XX.  der  Vocccdc'dcKoku 
lassen,  nm  dna  alte  Datum  I8lT  Tg  rl  mich  äffen.  Yua  Ihrem  Gcrithliglulll^ 
alBB»  darf   ich    erwarten,    dnss    Sie   dem   Inhalte    dieaer    AnaeltitDdenctnig 

' '   n  VijilE  Id  Ihrem  Archite  nicht  veraiigtu  y 
,    den  19.  Mary   1853. 
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Physik  für  Realanstalten   and  Gym- 
zum  Selbstunterricht  von  Dr.  C.  I).  GreieB; 
frolessor  am  Uealgymnasiiini  zu  Wiesbaden.     Mit  17' 
in  den  Text  eingedruckten  flolzschnilten   und  zwei  Li- 
thographien.   Wiesbaden  bei  Kreidel.  18ä3.    gr.  8.   S5»  8. 
Thlr.  10  Sgr.  *) 

Ea  giebt  ztvei  Wege  der  Behandlung  naturwissenschaftlicher 
Gebiete.  Man  stellt  entweder  zuerst  die  Ergebnisse  vun  Beob- 
achtungen und  Versuchen  auf  und  beweist  sie  hinterdrein,  indem 
man  die  letzteren  wiederhult  oder  als  Thatsachen  anführt;  oder 
beginnt  mit  der  Anstellung  gewisser,  auf  ein  bestimmtes  Ziel 
gerichteter  Beobachtungen  und  leitet  dann  hieraus  Gesetze  ab, 
deren  allgemeine  Giltlgkeit  um  so  wahrscheinlicher  wird,  je  man- 
uich faltigere  Erscheinungen  sich  hieraus  erklären  lassen  und  je 
mehr  sich  diese  Gesetze  mit  andern  auf  gleiche  Weise  gefunde- 
nen übereinstimmend  zeigen.  Wer  seine  Belehrung  auf  dem 
ersten  Wege  empHingt.  belindet  sich  mehr  in  einem  passiven  Zu- 
),  indem  er  damit  beginnt,  womit  der  Forscher  geendiget 
Er  überzeugt  sich  wohl  zuletzt  von  der  Richtigkeit  der  auf- 
gestellten Behauptung,  aber  er  arbeilet  weniger  selbst  mit.  — 
Anders  verhält   er  sich  hei   der  zweiten  Behandlnngs weise.     Hier 


*)   Wenn   auch   dicsed   Buch   schon   im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXI. 

,  in  gcwöhaUchor  Kürze  angezt-igt  wiirili.'D  iat,  so  trage  ich  doch 
Itein  RcdenkRu,  auch  nachstehende,  mir  später  zugesandte  BDsführllchere 
Recension  abdrucken  zu  laaseo,  um  so  mehr,  weil  dieselbe  vericfaiedena 
•ehr  eiuiichls volle  pädagogtacbe  Bemerkungen  enlhilt.  G. 

Tbl.  XXI.  Hft.  4.  i 


UlfrarUeher  Bericht  LXXXIV. 

macht  er  erst  mit  seinem  Führer  i^emeinNchaftlicIi  eine  Reihe  «en 
Beobachtungen,  ohne  noch  zu  wissen,  was  sich  d.irans  M^en 
werde.  Er  ist  |reniithiget,  die  ihndi  pemeiiiKanien  Erscheinuiigtii 
selbst  mit  aufzusucKen  und  diese  »^oneil  zurCickKiiliIhfen,  a Ix  seine 
Kräfte  gestatten  oder  als  selbst  die  meines  Fiihrers  reichen,  der 
dann  auch  bei  „Nuturkrhrten"  otehen  bieibt-n  niiiHs.  Ddss  der 
Lernende  bei  dieaem  Verfuhren  mehr  Fri^iide  an  der  Stiche  bnl, 
weil  er  sich  dabei  selbst  thfilieer  fiiblt,  leucbtet  Hilf  d»*n  «f8f«n 
Blick  ein.  Doch  ist  dies  nicht  der  ein^ipe  \'orlheil.  Eiti  {trßs- 
serer  besteht  darin,  dass  der  Scfjiilpr  gleich  von  vorne  herein 
alle  Erscheinungen  anl'nierksatti  belracblen,  «eine  lienliachliuigen 
unter  einander  vergleichen,  das  Bleibende  vom  \'eritii()erlicbeir. 
das  Nothtvendige  vom  ZuOdli.sen  nnten^cbeiden  lernt,  und  <I:is8  er, 
wo  eich  ihm  eine  Ge8elzniii«sii>kei(  zu  zeiüeii  aiifunj^t,  von  selbst 
veranlasst  wird,  seinen  Beoliacb Innren  eine  bestiiunite  Iticbtnng 
EU  geben,  d.  h.  Reihen  von  Versuchen  ra  machen,  um  zu  «efaU] 
ob  seine  Verinuthung  sich  beslntii^en  nerde.  Der  grüst^te  Gewinn 
aber  von  dieser  Methode  timiet  .»ich  in  nnch  etwas  Anderem.  I^e 
Anwendung  derselben  lehrt  nii  hl  bitiss  richtig  sehen  und  dws  G^ 
sehene  verfolgen,  sondern  sie  stellt  uns  gleich  Anfang«  auf  Ja 
rechten  Standpunkt  jede«  Scbten  Nnturrorscber».  Let/.teref  nSfli* 
lieh  ist  ein  gar  vorsichtiges  und  bescbeidene.i  (tienschenkind.  hvA 
nach  mannichfalligen,  auf  da»  Sorgf^dligsle  un^eislellteii  Versuchtn 
sagt  er  nicht:  was  ich  gefunden,  ist  ein  ^aln^gesetx;  sondern 
nur:  das  Gefundene  ist  desto  wahrscheiiiticher  aUgemeiii  ßi]' 
tig.  Je  grüsser  die  Anzahl  der  Erscheinungen  ist,  welche  eid 
darauf  zurückführen  lassen,  und  mit  je  njehreren  anderen  nolir- 
scheinlichen  Gesetzen  es  überoiniiliiiinit. 

Auf  diese  letztere  Weise  nun  i»t  die  Physik  in  dem  oben  g» 
nannten  Lehrbucbe  behandelt.  Es  ni'rd<^n  diiiin  er-^t  die  Ersibd- 
nungen  aufgeeteKt,  welche  sich  uns  unter  gegebenen  UuiHtAinItin 
darbieten  und  hiernach  hieraus  allgemeine  tti^utmisse  abgeleitd 
Dabei  rechnen  wir  ea  dem  Verfasser  üti  bcsonrierem  Wrdleiiste 
an,  dass  er,  wo  immer  mOgüch,  von  snlcben  Thalsachcn  ausgeht 
die  jedem  Beobachter  ganz  nahe  liegen,  und  von  Versuchen, 
welche  dieser  leicht  selbst  austeilen  kiinn.  In  dieser  beKiehung 
wird  das  Buch  auch  für  solche  werlhvoll,  die  sich  nline  fremde 
Hälfe  mit  der  Physik  bekannt  machen  wollen,  idileni  diese  mit 
wenigen,  zum  Theil  leicht  herstellbaren  Milleln  sich  über  Viel» 
näher  unterrichten  können.  In  pädagogisrher  Hinsicht  aber  ist 
eine  solche  Wahl  der  Mittel  noch  weit  wichliger,  da  jeder  Leh- 
rer weiss,  dass  ein  zusammengesetzter  Apparat  die  Aufmerksam- 
keit  der  Jugend  sehr  zersplittert,  weil  derselben  hier  Alles  nei 
und  wunderbar  erscheint  und  sie  noch  nicht  die  Kraft  bat,    auch 


k 
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nicht  haben  soll,  ihre  Thätigkeit  dergestalt  zu  concentrireo »  daas 
sie  gerade  von  dem  abstrahire»  was  ihr  am  meisten  in  die  Aogen  fällt 

Eine  andere  lobensuerthe  Seite  des  Buches  finden  wir  darin, 
dass  es  über  dem  Neuen  das  Alte  nicht  vergisst  und  an  vielen 
Stellen,  natürlich  so  weit  es  der  Raum  gestattet,  kurze  geschieht« 
liehe  Notizen  giebt.  Wir  legen  hierauf  einen  nicht  geringen 
Werth,  weil  Jung  und  Alt  sich  dankbar  derjenigen  Männer  erin- 
nern soll,  die  vor  uns,  oft  unter  grossen  Schwierigkeiten  und  selbst 
Gefahren 9  redlich  geforscht  haben.  —  Auch  finden  sich  in  dem 
Buche  die  Kunstausdrücke  etymologi^ch  erklärt,  was  die  Namen 
behaltbarer  macht  und  nicht  selten  sogar  deren  Verstandniss  er- 
leichtert. 

Bei  einem  physikalischen  Lehrbuche  haben  wir  zunächst  zu 
fragen,  ob  es  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  notbige  Reichhal- 
tigkeit, und  zwar  in  einer  solchen  Weise  besitze,  dass  der  Schfi- 
ler  im  Stande  sei,  auch  bei  der  W^iederholung  dessen,  was  er  im 
Laufe  mehrerer  Jahre  gehabt,  sich  mit  Leichtigkeit  ein  vollstän- 
diges Bild  von  dem  Vorgetragenen  zu  machen,  wozu  blosse  An- 
deutungen um  so  weniger  ausreichen,  als  die  Anforderungen  an 
ihn  gar  mannichfaitig  sind.  Eben  so  wichtig  ist  es,  bei  einer 
Wissenschaft,  welche  in  stetem  und  raschem  Fortschreiten  be- 
griffen ist,  zu  wissen,  ob  ein  Lehrbuch  derselben  auf  dem  jetzi- 
gen Standpunkte  stehe  und  nicht,  wie  oft  genug  der  Fall  ist, 
die  neuesten  Forschungen  ignorire.  —  Beide  Fragen  kann  Refe- 
rent bejahen.  Das  Erstere  folgt  eigentlich  schon  aus  der  oben 
angegebenen  Ableitungsweise  der  physikalischen  Gesetze.  Es 
muss  aber  hier  noch  besonders  hinzubemerkt  werden,  dass  die 
ganze  Darstellung  in  zusammenhängender  und  lichtvoller  Weise 
gegeben  worden  ist.  —  Was  den  Standpunkt  des  Lehrbuchs  der 
Wissenschaft  gegenüber  betrifft,  so  hat  wenigstens  Referent  nichts 
We^^entlicbes  vermisst,  worüber  die  Akten  ei nigermassen  geschlos- 
sen sind.  Dass  aber  Schwankendes  nicht  aufgenommen  ist,  kann 
dem  Buche  nur  zum  Verdienste  angerechnet  werden,  denn  dies 
bleibt  von  dem  Gebiete  des  Unterrichts  ausgeschlossen.  Uebri- 
gens  muss,  beiläufig  bemerkt,  der  Anstalt,  an  welcher  der  Ver- 
fasser wirkt,  ein  sehr  guter  Apparat  zu  Gebote  stehen,  indem 
von  ihm  sehr  einfache  und  zweckmässige  Instrumente  beschrieben 
werden,  die,  wie  die  Darstellung  zeigt,  derselbe  nicht  bloss  aus 
Beschreibungen  oder  Abbildungen  kennt. 

Wenn  es  für  den  Erwachsenen,  der  für  sein  Bedürfniss  Be- 
lehrung aus  einem  physikalischen  Werke  sucht,  ziemlich  gleieh- 
giltig  sein  wirdi ,  in  welcher  Weise  der  Stoff  angeordnet  sei ,  sobaldi 
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jener  nur  durch  das  Vorausgehende  zu  desBen  V ersten dnisB  be- 
fähigt wird:  so  rerhält  eich  dies  bei  einem  fOr  den  Unterrlcllt 
bestimmten  Lehrbuche  ganz  anders.  Bei  einem  Schüler  iiodert 
eich  nicht  bloss  das  AufrusstingE-  und  t}rlheilsveTmugeii,  sondern 
auch  der  Stand  der  für  manche  Kapitel  der  Physik  erforderlichen 
Billfskenntnisse  mit  jedem  Leheneijahre  bedeutend.  Auf  eioet 
gewissen  Altersstufe  geht  ihm  für  abstractere  Gebiete  noch  faal 
aller  Sinn  ab,  der  erst  in  späteren  Jahren  in  ihm  erwacht.  Auch 
hierauf  ist  in  obigem  Lehrbuche  gebührende  Rücksicht  und  zwu 
in  zum  Theil  so  eigenthilmlicher  Weise  genommen  worden,  dass 
Referent,  als  er  das  erstemal  die  Eintheilung  des  (ganzen  Mate- 
rials ansah,  zufolge  welcher  sofjleich  nach  der  Betrachtung  der 
allgemeinen  mechanischen  Eigen schtiften  der  Körper,  die  Lehre 
von  dem  Magnetismus,  der  Elektrinilät,  dem  Schalle,  dem  Lichte 
and  der  Wärme,  zuletzt  aber  die  gesammto  Mechanik  folgte,  ein 
ivenig  erschrak  und  allerlei  Besorgnisse  hatte.  Er  hat  sich  jedocÜ 
bei  näherer  Erwäguug  aller  Umstände  sehr  mit  dieser  Anordniiiig 
der  einzelnen  Gebiete  ausgesöhnt. 

Uass  die  Mechanik  an  das  Ende  gebracht  istj  hat  seinen  na- 
türliclien  Grund  in  dem  Stande  der  mathematischen  Vorkenntnisse 
des  Schülers,  welcher  erst  in  der  letzten  Schulzeit  für  das  Ver- 
stand niss  der  hier  zu  behandelnden  Gegenstände  hinreichende 
Bef.thigung  erlangt  hat.  Hierdurch  ist  der  doppelte  VortheÜ  ge- 
wonnen, dass  sich  alsdann  gründlicher  auf  den  Gegenstand  ^ilt 
gehen  ISsst  und  dasa  der  Schiller  seiner  ganzen  geistigen  Cildtug 
nach  hierfür  emplauglicher  ist. 

Es  blieb  nun  nur  noch  die  Frage,  ob  die  übrigen  Zweige  d«f 
Physik  sich  ohne  tiefere  Keiintniss  der  Mechanik  genügend  be> 
handeln  lassen.  Sieht  man  genauer  zu,  so  ist,  innerhalb  der 
Grenzen  eines  Schulbuchs,  die  Zahl  der  hierzu  erforderl leben 
mechanischen  Sfitze  in  der  That  sehr  klein  und  wird  sich 
lieh  auf  das  Parallelogramm  der  Kräfte  und  in  malhematisch« 
Beziehung  auf  die  einfachsten  EigenschaTten  der  WiukelfunctioneB 
und  die  Kenntnis^  der  Gleichungen  hiichstens  zweiten  Grades  re- 
daciren.  Es  wird  also  gewiss  zweckmässiger  sein,  diese 
gen  Sätze  geeigneten  Orts,  wo  sie  noch  fehlen,  einzuschalten, 
als  den  Schüler  gleich  Anfangs  in  eJn  Gebiet  einaaluhren,  du 
dann  nur  mangelhaft  behandelt  werden  könnte  und  für  das 
ohnedies  die  Empfänglichkeit  abgienge.  Weit  lebhafter  inteie^ 
sirt  sich  der  jüngere  Schüler  für  die  Erscheinungen  des  Alagoe- 
tismus,  der  Elektricität  n.  s.  w.  Uenn  hier  werden  ganz  d 
jugendlichen  Geiste  entsprechend  alle  Sinne  in  Anspruch  geni 
men,    hier  wird  es  dem  Schüler  so  leicht,  die  Grundversache 
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Hause  Dachzumachen  und  selbst  abzuändern,  wag  liir  die  geistige 
Gnttficketung  nicht  hoch  geniig  angeschlagen  werden  kann.  Auf 
Soltbe  Weise  bekommt  der  Aiilanger  Lust  und  Freude  an  der 
PhyMk.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  auch  zu  billigen,  dass  erst 
nach  der  Elektricität  die  Lehre  vom  Schalle  behandelt  worden. 
Indem  auch  hier  schon  etwas  mehr  mathematische  Vorkenntnisse 
Vorauszusetzen  sind,  so  wie,  dass  die,  die  meisten  mathematischen 
Vorbenntniese  bediirrcnde  Lehre  vom  Liebte  und  der  Warme  die 
Vorletzte  Stelle  einnimmt. 


Was  die  Verthei 
nach  betrifft,  so  kon 
meinen  Paragraphen 
auch  weil  er  auf  dies 
Seiten.  Die  für  alle 
KSume , 


uiig  des  Stoffs  dem  ihm  gegönnten  Kaurae 
men  auf  die  Einleitung,  deren  ersten  allge- 
Referent  ganz  weggelassen  haben  würde. 
:r  Stufe  dem  Schüler  zu  nichts  hilft,  zwei 
lieben  Abschnitte  in  Anspruch  genommenen 

verhalten  eich  wie: 


die  mecbaniscben  Eigenschaften  der 

KGrper  im  Allgemeinen  3 

der  Magnetismus  I 

die  Elektricität  6 

der  Schall  3 

das  Licht  8 

die  Wärme  6 

die  Mechanik  8. 

Dafür,  dass  die  Lehre  vom  Lichte  mit  besonderer  Ausführ- 
lichkeit bearbeitet  worden,  luhrt  der  Verfasser  einen  Grund  au, 
ivelchem  Sachverständige  gern  beistimmen  werden,  dass  nSmIich 
es  für  die  wissenschaniiche  Ausbildung  wichtig  sei,  einen  Ge- 
genstand umfassender  zu  behandeln,  damit  hieran  der  Schüler 
lerne,  wie  viel  es  zu  erforschen  gieht,  und  was  es  heisst,  einen 
Gegenstand  ernstlich  angreifen.  Hierzu  aber  eignet  sich  in  der 
That  die  Optik  sehr  wohl,  weil  sie  wenigstens  theilweise  einer 
elementar -mathematischen  Hehandluifg  besonders  fiihig  ist. 

Nach  des  Referenten  Ansiebt  würden  es  übrigens  nicht  bloss 
viele  Lehrer  der  Physik,  sondern  auch  deren  Schüler,  ja  selbst 
andere  Leser  des  Buches  dem  Verfasser  Dank  wissen,  wenn  er 
sich  bei  einer  neuen  Ausgabe  dazu  entschlösse,  jedes  Hauptge- 
biet der  Physik,  wie  die  Lehre  von  der  Wellenbewegung  und  dem 
Schalle,  dem  Magnetismus  und  der  Elektricität,  sowie  dem  Lichte 
und  der  Wärme,  in  derselben  Weise,  wie  dies  gegenwärtig  mit 
letzterem  geschehen  ist,  in  drei  einzelnen  und  einzeln  käuflichen 
Heften  zu  bearbeiten.     Dann  hätte  jeder  Lehrer,  je  nach  seiner 


L 
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Richtung,  oder  um  in  verschiedenen  Cursen  abzuirechaeln ,  bei 
der  tiefer  eingehenden  Behandlung  eines  Gebietes  die  Aaswabl, 
ohne  dass  dadurch  das  Buch  vertheuert  würde.  Wer  aber  die 
Physik  lieb  geironnen  hätte,  der  käme  durch  den  Ankauf  sänirot- 
lieber  Hefte  zugleich  in  den  Besitz  eines  durchgängig  ausfuhrli- 
cheren und  dennoch  in  demselben  Geiste  hearbeiteten  Lehrbuchs; 
anderer  Leser  gar  nicht  zu  gedenken,  welche  dann  desto  lieber 
nach  dem  Ganzen  greifen  und  mit  eben  solchem  Vortheile  zuvor 
im  Hauptbuche  eine  Uebersicht  gewinnen  und  sich  erst  dann  zum 
Studium  der  Erweiterungen  begeben  würden. 

Auf  Einzelheiten  einzugehen,  ist  hier  der  Ort  nicht;  docb 
mag  erwähnt  werden,  dass  man  in  dem  Buche  z.  B.  mehr  Aus- 
kunft über  die  Gesetze  der  Schwingung  der  Luftsäule  in  den  Blas- 
instrumenten finden  wird,  als  dem  Referenten  in  andern  Lehr- 
büchern vorgekommen  ist,  wo  der  nicht  leichte  Gegenstand  in  der 
Regel  nur  berührt  wird.  Eben  so  sind  die  Dampfmaschinen  in 
dem  Kapitel  von  der  Wärme  auf  eine  den  Zeitverhältnissen  ange- 
messene Weise  berücksichtiget  und  durch  sehr  saubere  und  zweck- 
mässige Abbildungen  erläutert  worden.  In  dem  letzten,  der  Sta- 
tik und  Dynamik  der  Körper  in  ihren  drei  Aggregatzuständen  ge- 
widmeten Abschnitte  wird  man,  ohschon  die  Grenzen  der  heutigen 
Elementarmathematik  fast  nirgends  überschritten  sind,  viel  mehr 
antreffen,  als  in  den  meisten  gangbaren  Lehrbüchern,  Hierzu 
rechnet  Referent  namentlich  das  Kapitel  von  der  Höhenmessung 
durch  das  Barometer,  worin  fust  alle  dabei  in  Betracht  kommenden 
Umstände  berücksichtiget  sind. 

Da  das  ganze  Buch  klar  und  doch  ohne  alle  Weitschweifig- 
keit geschrieben  und  mit  meistentheils  recht  guten,  in  den  Text 
eingedruckten  Abbildungen  (179  Stück)  versehen  ist,  da  es  auf 
gutem  Papier  reinlich  gedruckt  auf  sechsthalbhundert  Seiten,  ohne 
überladen  zu  sein,  ein  reiches  Material  enthält,  da  es  zugleich  in 
einer  zu  eigenem  Forschen  anregenden  und  vorbereitenden  Weise 
und  in  einer  Anordnung  abgefasst  ist,  welche  der  jugendlichen 
Fassungskraft  entspricht,  s»  glaubt  Referent  es  mit  Grund  zur 
Einfuhrung  in  höhere  Lehranstalten  empfehlen  zu  dürfen,  zumal 
der  Preis  des  Werkes  sehr  niedrig  gestellt  ist. 


Meteorologie  und  Nautik. 

Wie  eifrig  die  Meteorologie  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die 
Scbifffabrt  in  Amerika  gepflegt  wird,   ist  bekannt  genug.    Einta 
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neuen  Beweis  hierffir  liefert  ein  uns  gütigst  zugesandtes  Werk, 
welches  den  durch  seine  meteorologischen  Arbeiten,  sein  „Work 
on  Stornis'^  u.  s.  w.  berühmten,  hochverdienten  Profes^tor  James 
P.  Esfiy  zum  Verfasser  hat,  und  verschiedene  über  den  Fortgang 
der  meteorologischen  Arbeiten  an  den  Secretary  of  the  Navy 
erstattete  Berichte  enthalt,  welche  uns  ein  hiicbst  interessantes 
Bild  von  der  Grossartigkeit  dieser  Arbeiten,  von  der  ungemeinen 
Umsicht  und  von  dem  wahrhaft  praktischen  Sinne,  womit  diesel- 
ben geleitet  unri  ausgeführt  werden,  vorführen,  so  dass  Mir  diese 
Berichte  einem  Jeden,  wer  sich  für  die  Meteorologie,  die  Schiff- 
fahrt u.  s.  w.  interessirt,  auf  das  An<;elegentlich$te  empfehlen 
müssen.  Wie  unendlich  viel  fiir  Meteorologie  in  neuester  Zeit  in 
Deutschland,  zunächst  und  haii|»tsachlich  in  Oesterreich  durch 
den  unermüdlichen  Kreil,  welcher  in  der  grossartigsten  Weise  von 
der  üsterreichischen  Kegiening  sowohl,  als  auch  von  Privatperso- 
nen —  indem  z.  B.  Herr  Minister  v.  Bauragartner  in  der  libe- 
ralsten Weise  freiwillig  auf  sein  Gehalt  bei  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Gunsten  der  meteorologischen  Anstalten 
verzichtete  —  unterstützt  wird;  wie  viel  ferner  in  Bayern  durch 
den  trefflichen  v.  Lamont;  wie  viel  endlich  in  Preussen,  na- 
mentlich in  den  letzten  Jahren,  hauptsfichlich  auf  v.  Humboldt's 
Anregung  durch  den  trefflichen  Dove  geschieht:  wird  gewiss 
Niemand  verkennen.  Wenn  man  aber  in  dem  Werke,  welches  uns 
hier  zu  einer  kurzen  Besprechung  vorliegt,  die  demselben  voran- 
gestellte „Liste  ofmeteorological  correspondents"  über- 
blickt und  darin  163 Namen  aus  allen  Staaten  Amerikas,  und  unter 
denselben  viele  auch  anderweitig  bekannte,  Ondet:  so  muss  man 
freilich  erstaunen  über  die  grosse  Allgemeinheit  des  Interesses, 
mit  welchem  die  Meteoroloj^ie  in  jenem,  überhaupt  durch  die 
Grossartigkeit  aller  seiner  Institutionen  *)  uns  zur  Bewunderung 
binreissenden  Ertheile  gepflegt  wird. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Werkes  ist  zu  reichhaltig  und  zu 
mannigfaltig,  als  dass  wir  denselben  hier  vollständig  angeben 
könnten.  Wir  uuissen  uns  daher  auf  das  Hauptsächlichste  be- 
schränken.    Zuerst  enthält  das  Werk  den    „Second  Report  on 

th 

__  lige  Darstellung  der  bei  den 

meteorologischen  Beobachtungen  und  den  aus  denselben  gezoge- 
nen Resultaten  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht  befolg- 
ten Principien,  die  man  mit  dem  griissten  Interesse  lesen  wird. 
Ganz  besonders  interessant  ist  uns  aber  die  „Coramunication 
froni  the  Secretary  of  the  Navy  with  Professor  Espy'g 
„Ruies  for  the  Mariner**,  founded  on  this  Theory  of 
Stör  ms"  gewesen,  die  wir  namentlich  auch  allen  Lehrern  der 
Schifffahrtskunde  an   deutschen  Schifffahrtsiehranstalten  dringend 


<^)  In  Norton*»  Literary  Register  and  Book  Bayer's  Al- 
manac  for  1853.  Newyork.  1853.  finden  wir  z.  B.  mehr  als  400  öffent- 
liche amerikanische  Bibliotheken  verzeichnet,  bei  denen  die  Bändezahl 
von  15000,  20000  etwas  ganz  Gewöhnliches  ist,  unter  denen  aber  anch 
nicht  wenige  mit  50000,  60000»  SKKMK)  Bänden  vorkommen. 
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zur  Beachtnng  emprehlen  müchlen,  wobei  uns  zuf;leicb  einedeiitsche 
üebersetzung  dieser  „Rules  for  tlie  mariner,  deduced  from 
the  investieation  of  storms  in  niy")  Phiinsophy  of 
starms,  and  in  niy  three  reports  on  Meteorology"  sehr 
wiinschenswertli  «rscneint,  —  Ganz  besonders  erhiiht  wird  endlich 
noch  dos  Interesse  dieses  Werkes  durch  lOÜ  demselben  beigege- 
bene melenrologische  Landkarten  und  II  den  Hans  des  Barome- 
ters graphisch  darstellende  Talileans  iti  grüsstem  Format. 

Mögen  die  obigen  wenigen  Bemerkungen  hinreichen,  die  ÄuF- 
merbsamkeit  auf  dieses  and  Shnliche  in  Amerika  erscheinende 
wichtige  Werke  in  vollstem  Maasse  zu  lenken. 
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